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«ATH.. 
STAT. 

VORWORT  ZUM  ZWEITEN  Bi?W^. 


i 


Der  in  dem  Vorworte  zum  ersten  Bande  angekündigten 
Absicht  gemäss  kann  ich  heute  den  zweiten  Band  meines  Lehr- 
buches der  Algebra  der  Oeffentlichkeit  übergeben.  Der  dort  auf- 
gestellte Plan  ist  in  den  wesentlichen  Punkten  durchgeführt. 
Bei  den  Anwendungen  bin  ich  bemüht  gewesen,  solche  Probleme 
auszuwählen,  die  bereits  in  anderen  Gebieten,  der  Geometrie  oder 
Functionentheorie ,  ein  selbständiges  Interesse  gewonnen  haben, 
und  die  zugleich  die  Hauptpunkte  der  algebraischen  Theorie 
möglichst  vielseitig  zur  Anschauung  bringen. 

Die  Anwendung  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  ist 
bis  zur  Theorie  der  Kreistheilungszahlen  durchgeführt.  Wenn 
Leben  und  Arbeitskraft  vorhalten,  hoffe  ich,  in  einer  Fortsetzung 
meines  Werkes  die  weiteren  Anwendungen  auf  das  Gebiet  der 
elliptischen  Functionen  darzustellen,  die  nur  zum  Theil  in 
meinem  Buche  „Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zahlen" 
enthalten  sind. 

Auch  während  der  Ausarbeitung  und  des  Druckes  des 
zweiten  Bandes  hat  mir  die  Hülfe  und  der  Rath  der  Freunde 
zur  Seite  gestanden,  die  ich  schon  in  der  Vorrede  zur  ersten 
Auflage  genannt  habe.  Aber  auch  manchen  neuen  Freund  hat 
sich  der  erste  Band  bereits  erworben,  der  meine  Arbeit  durch 
Winke  und  Rathschläge  gefördert  hat.  Ihnen  allen  spreche  ich 
an  dieser  Stelle  meinen  Dank  aus,  und  füge  die  Bitte  hinzu, 
dass  sie  dem  Werke  auch  weiterhin  ihr  Interesse  bewahren 
mögen. 

Strassburg,  im  Juli  1896. 

Der  Verfasser. 
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BESTES    BUCH 


GRUPPEN. 


Weber,  Algebra.    II. 


Erster  Abschnitt. 
Allgemeine  Gruppentheorie. 


§.  1. 
Definition  der  Gruppen. 

Wir  haben  im  ersten  Bande  bei  den  Permutationen  den 
Begriff  einer  Gruppe  kennen  gelernt  und  wichtige  algebraische 
Anwendungen  von  ihm  gemacht.  Es  muss  nun  unsere  nächste 
Aufgabe  sein,  diesen  in  der  ganzen  neueren  Mathematik  so 
überaus  wichtigen  Begriff  allgemeiner  zu  fassen  und  die  dabei 
herrschenden  Gesetze  kennen  zu  lernen.  Wir  stellen  folgende 
Definition  an  die  Spitze: 

Ein  System  P  von  Dingen  (Elementen)  irgend  welcher  Art 
wird  zur  Gruppe,  wenn  folgende  Voraussetzungen  erfüllt  sind: 

1.  Es  ist  eine  Vorschrift  gegeben,  nach  der  aus 
einem  ersten  und  einem  zweiten  Elemente  des 
Systems  ein  ganz  bestimmtes  drittes  Element 
desselben  Systems  abgeleitet  wird. 

Man  schreibt  symbolisch,  wenn  a  das  erste,  h  das  zweite, 
c  das  dritte  Element  ist: 

ab  =:^  c,     c  =  ab^ 
und  nennt  c  aus  a  und  b  componirt  und  a  und  b  die  Com- 
ponenten  von  c. 

Bei  dieser  Composition  v/ird  im  Allgemeinen  nicht  das 
commutative  Gesetz  vorausgesetzt,  d.  h.  es  kann  ab  von  ba  ver- 
schieden sein,  dagegen  wird 

2.  das  associative  Gesetz  vorausgesetzt, 

d.  h.  wenn  «,  6,  c  irgend  drei  Elemente  aus  P  sind,  so  ist 

(ab)c  =  a(bc), 

1* 


4  Erster  Abschnitt.  §.  1. 

und  hieraus  folgt  durch  die  Schlussweise  der  vollständigen  In- 
duction,  dass  man  immer  zu  demselben  Resultate  kommt,  wenn 
man  in  einer  beliebigen  Reihe  von  Elementen  aus  P  in  end- 
licher Anzahl,  a,  ^,  c,  (^  .  .  .  zuerst  zwei  benachbarte  Elemente 
componirt,  dann  wieder  zwei  benachbarte  u.  s.  w.,  bis  die  ganze 
Reihe  auf  ein  Element  reducirt  ist,  das  mit  ab  cd  ...  be- 
zeichnet wird.     So  ist  z.  B.: 

ah  cd  =  (ab)  cd  =  [(ab)c]d  =  {ab){c  d) 
=  a(bc)d  =  [a(bc)]d  =  a[{bc)d] 
=  ab(cd)  =  (ab)  (cd)  =  a[b(cd)]i). 

3.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass,  wenn  ab  =  ab' 
oder  ab=a'b  ist,  nothwendig  im  ersten  Falle 
b  =  b\  im  zweiten  a  =  a'  sein  muss. 

Wenn  P  eine  endliche  Anzahl  von  Elementen  umfasst,  so 
heisst  die  Gruppe  eine  endliche  und  die  Anzahl  ihrer  Ele- 
mente ihr  Grad. 

Für  endliche  Gruppen  ergiebt  sich  aus  1.,  2.,  3.  die 
Folgerung: 

4.  Wenn  von  den  drei  Elementen  a,  &,  c  aus  P 
zwei  beliebig  gegeben  sind,  so  kann  man  das 
dritte  immer  und  nur  auf  eine  Weise  so  be- 
stimmen, dass 

ab  =^  c 
ist. 

Sind  nämlich  a,  b  die  gegebenen  Elemente,  so  fällt  die 
Behauptung  4.  mit  1.  zusammen.  Ist  aber  a  und  c  gegeben,  so 
lasse  man  in  dem  Compositum  ab  die  zweite  Componente  b 
das  ganze  System  P  durchlaufen,  dessen  Grad  =  n  sei.  Dann 
erhält  man  nach  1.  und  3.  in  a&  lauter  verschiedene  Elemente 
von  P,  und  da  ihre  Anzahl  =  n  ist,  so  müssen  alle  Elemente 
von  P,  also  auch  c,  darunter  vorkommen.  Ebenso  schliesst  man, 
wenn  b  und  c  gegeben  sind,  indem  man  a  das  ganze  System  P 
durchlaufen  lässt. 

Für  unendliche  Gruppen  kann  nicht  mehr  so  geschlossen 
werden.  Für  unendliche  Gruppen  wird  also  noch  die 
Eigenschaft  4.  als  Forderung  in  die  Begriffsbestim- 
mung mit  aufgenommen. 


^)  Vgl.  Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  §.  2. 
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Bei  den  im  ersten  Bande  betrachteten  Permutationsgruppen 
wird  man  leicht  die  Merkmale  des  allgemeinen  Gruppen begriffes 
erkennen. 

Wir  ziehen  nun  aus  dieser  Definition  zunächst  einige  ganz 
allgemeine  Folgerungen. 

Nach  4.  giebt  es  für  jedes  gegebene  &  ein  Element  e  in  P, 
das  der  Bedingung 

(1)  cl  ^l 

genügt,   und   dies  e  ist  von  Z>   unabhängig;   denn   aus  (1)  folgt 

für  jedes  c 

ehe  =  bc^ 

und   bc  kann   nach   4.  jedes   Element  in   P  bedeuten.      Ebenso 
giebt  es  ein  Element  e\  das  für  jedes  b  der  Bedingung 

(2)  be'  =  b 

genügt.     Dies  Element  e'  ist  aber  von  e  nicht  verschieden;  denn 
setzen  wir  b  =  e'  m  (1)  und  b  =  e  m  (2),  so  folgt 

also 

e  =  e'. 

Das  Element  e  ändert  nichts,  wenn  es  mit  irgend  welchen 
Elementen  aus  P  componirt  wird,  und  wird  die  Einheit  der 
Gruppe  genannt. 

In  vielen  Fällen  kann  es  ohne  Missverständniss  geradezu 
mit  „1"  bezeichnet  werden. 

Zu  jedem  Element  a  giebt  es  nach  4.  ein  bestimmtes  Ele- 
ment a-^  das  der  Bedingung 

(3)  ctr'^a  =  e 
genügt.     Aus  (3),  (1)  und  (2)  folgt 

a—'^aa~'^  =  ea—'^  =  a~^  =  a—'^e, 
und  folglich  nach  3. 

(4)  aa-^  =  €. 

Die  beiden  Elemente  a,  a—^  heissen  zu  einander  entgegen- 
gesetzt oder  reciprok. 

In  besonderen  Fällen  kann  bei  der  Composition  der  Ele- 
mente einer  Gruppe  P  auch  das  commutative  Gesetz  gelten, 
d.  h.  es  kann  für  je  zwei  Elemente  a,  b  der  Gruppe 

ab  =  ba 
sein. 
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5.  Gruppen,  die  diese  Eigenschaft  haben,  heissen 
commutative  Gruppen  oder  auch  Abel'sche 
Gruppen. 

Wenn  sich  die  Elemente  zweier  Gruppen 

(X,  &,  c,  fi?    .  .  . 
und 

a\  V,  c',  cZ'  .  .  . 

in  der  Weise  gegenseitig  eindeutig  entsprechen,  dass  immer,  wenn 
ab  =  c  ist ,  auch  a' V  =  d  wird  ,  so  heissen  die  Gruppen 
isomorph,  und  es  gilt  der  evidente  Satz,  dass  zwei  mit  einer 
dritten  isomorphe  Gruppen  unter  einander  isomorph  sind.  Man 
kann  hiernach  alle  unter  einander  isomorphe  Gruppen  zu  einer 
Classe  von  Gruppen  zusammenfassen,  die  selbst  wieder  eine 
Gruppe  ist,  deren  Elemente  die  Gattungsbegriffe  sind,  die  man 
erhält,  wenn  man  die  entsprechenden  Elemente  der  einzelnen 
isomorphen  Gruppen  zu  einem  Allgemeinbegriö'  zusammenfasst. 
Die  einzelnen  unter  einander  isomorphen  Gruppen  sind  dann  als 
verschiedene  Repräsentanten   eines  Gattungsbegriffes  aufzufassen. 

Die  Eigenschaften  der  Gruppen,  die  in  Betracht  kommen 
können,  sind  von  verschiedener  Art.  Sie  können  nämlich  ent- 
weder den  besonderen  Gruppen  anhaften  und  aus  der  Natur  der 
Elemente  abgeleitet  sein,  aus  denen  die  Gruppe  besteht,  oder 
auch  aus  der  Natur  des  Compositionsgesetzes.  Oder  sie  können 
den  Gruppen  als  solchen  anhaften  und  müssen  sich  dann  ledig- 
lich aus  der  Definition  des  Gruppenbegriffes  ableiten  lassen. 
Die  letzteren  Eigenschaften  kommen  allen  isomorphen  Gruppen 
gemeinsam  zu  und  können  als  invariante  Eigenschaften  der 
Gruppe  bezeichnet  werden.  Wenn  ein  Vergleich  gestattet  ist,  so 
könnte  man  an  den  Unterschied  zwischen  den  metrischen  und 
projectiven  Eigenschaften  in  der  Geometrie  erinnern. 

Zu  der  ersten  Art  der  Eigenschaften,  die  aus  der  besonderen 
Natur  der  Elemente  abgeleitet  werden,  gehören  z.  B.  bei  den 
Permutationsgruppen  die  Eigenschaften  der  Transitivität  und  In- 
transitivität ,  der  Primitivität  und  Imprimitivität ;  zu  den  in- 
varianten Eigenschaften  gehören  die  Vertauschbarkeit  oder  Nicht- 
vertauschbarkeit ,  der  Grad,  die  Divisoren  und  ihr  Index,  die 
Normaltheiler.  Mit  diesen  invarianten  Eigenschaften,  bei  denen 
es  gleichgültig  ist,  aus  welchem  Repräsentanten  einer  Classe 
isomorpher  Gruppen  sie  abgeleitet  sind,  haben  wir  uns  zunächst 
zu  beschäftigen. 
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§.2. 
Die  Divisoren   endlicher  Gruppen. 

Es  ist,  wie  wir  schon  im  ersten  Bande  gesehen  haben,  eine 
besonders  wichtige  PVage,  ob  ein  Theil  der  Elemente  einer 
Gruppe  selbst  wieder  eine  Gruppe  ist.  Dazu  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  je  zwei  Elemente  dieses  Theiles  bei  der  Zu- 
sammensetzung wieder  ein  demselben  Theile  angehöriges  Ele- 
ment ergeben.  Diese  kleinere  Gruppe  heisst  dann  ein  Theil  er 
oder  Divisor!)  der  ganzen  Gruppe.  Das  Einheitselement  „1^ 
bildet  in  jeder  Gruppe  für  sich  eine  Gruppe,  ist  also  in  jeder 
Gruppe  ein  Divisor. 

Wir  beschränken  uns  jetzt,  wie  in  der  Folge  fast  immer, 
auf  endliche  Gruppen,  und  wollen  annehmen,  es  sei 

P  =   1,  «1,  «2  •  •  •  öfn-l 

eine  Gruppe  vom  Grade  n  mit  den  Elementen  ao  =  1,  «i,  ag  .  .  . 
a„_i  und 

Q  =   l,  «1,  «2  •  •  •  CLy-i 

sei  ein  Theiler  von  F  vom  Grade  v.  Jeder  solche  Theiler  Q 
muss  die  Grund eigenschaften  einer  Gruppe  haben  und  enthält 
also  sicher  das  Einheitselement  „1'^  und  mit  jedem  seiner  Ele- 
mente tti  zugleich  das  entgegengesetzte  a^^.  Ist  v  <^  n,  so 
nennen  wir  Q  einen  echten  Theiler  von  P.  Ist  dann  also  b 
ein  nicht  in  Q  enthaltenes  Element  von  P,  so  sind  die  Ele- 
mente 

§1  =  ö,  OjJ,  «2^  .  •  •  ch-ib 
alle  von  einander  verschieden  (§.  1,  3.)  und  alle  nicht  in  Q  ent- 
halten;  denn   wenn   etwa  a^b  in    Q  enthalten  wäre,   so   müsste 
auch,  da  Q  eine  Gruppe  ist,   a-'^aih  z=  b  in   Q   enthalten  sein, 
gegen  die  Voraussetzung. 

Ist  mit  Q  und  ^j  die  ganze  Gruppe  P  noch  nicht  erschöpft, 
so  nehmen  wir  eines  der  noch  übrigen  Elemente,  das  wir  mit  c 
bezeichnen  können,  und  bilden 

Q.2    r=    C,    CliC,    a^C    ,    .    .    Ch-iC. 

und  überzeugen  uns  leicht,  dass  die  Elemente  von  Q.2  alle  nicht 
nur  von  einander,  sondern  auch  von  den  Elementen  von  Q  und 

^)  Auch  Untergruppe  genannt. 
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Qi  verschieden  sind.  Denn  wäre  etwa  aiC  =  a^h^  so  würde 
folgen,  dass  c  =r  a-^a^b  sein  müsste;  es  ist  aber  a^^aj  in  Q 
enthalten,  also  mit  einem  der  Elemente  1,  a^,  «2  •  •  •  civ-i 
identisch,  und  es  wäre  also  c  gegen  die  Voraussetzung  in  Q^ 
enthalten.  So  fahren  wir  fort,  die  Systeme  Q^  Q^^  Q^  ...  Qu-\ 
zu  bilden,  von  denen  das  letzte 

ftt-i  =  g,  a^g,  a^g  .  .  .  a^^-^g 
sei.    Dann  muss  aber  P  durch  die  Systeme   Q^  §i,  §2  •  •  •  Ö/*-i 
erschöpft  sein,  und  es  folgt,  da  diese  Systeme  lauter  verschiedene 
Elemente  enthalten, 

n  =  V  ^, 
oder  der  Satz: 

1.  Der  Grad  einer  Gruppe  ist  durch  den  Grad 
jedes  ihrer  Divisoren  theilbar.  Der  Quotient 
^  =  n  :  V  soll  der  Index  desTheilers  Q  heissen. 

Die  Systeme  (^>i,  Ö2  •  •  •  Qfi-i  nennen  wir,  wie  in  dem 
speciellen  Falle  der  Permutationsgruppen,  die  zu  Q  gehörigen 
Nebengruppen  und  bezeichnen  sie  durch 

Q,  =  Qh,     Q,=^  Qc  ...     Ö^_i  =  Qg, 
so  dass  wir  auch  symbolisch 

(1)  P=  Q+  Qh+  Qc  + \-Qg 

setzen  können. 

Bisweilen  werden  wir  auch  das  ganze  System  Q.^  Q^  ...  Qfi-i 
(Q  selbst  eingeschlossen)  als  ein  System  von  Nebengruppen  be- 
zeichnen, und  also  die  Darstellung  (1)  die  Zerlegung  von  P 
in  ein  System  von  Nebengruppen  nennen. 

Aus  der  Bildungsweise  der  Nebengruppen  folgt  noch,  dass, 
wenn  &,  c  irgend  zwei  Elemente  aus  P  sind,  die  beiden  Systeme 
Qb  und  Qc  entweder  ganz  identisch  sind  oder  kein  gemein- 
sames Element  enthalten.  Denn  ist  Uib  =  «3^,  worin  ai ,  «2 
zwei  Elemente  aus  Q  sind,  so  ist  auch  für  jedes  andere  Element 
a  aus  Q: 

aa^b  =  aa^c, 

und  wenn  a  die  ganze  Gruppe  Q  durchläuft,  so  durchläuft,  wie 
schon  in  §.  1  bemerkt,  auch  jedes  der  beiden  aa-^  und  aa^  die 
ganze  Gruppe   Q\  folglich  sind  Qb  und   Qc  identisch. 

Wie  in  Bd.  I,  §.  154,  2.  können  wir  P  auch  in  der  folgenden 
Art  in  Nebengruppen  zerlegen: 
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Die  Nebeiigriippen  haben  nicht  die  Merkmale  einer  Gruppe, 
Denn  damit  zwei  Elemente  aus  Qi  bei  der  Zusammensetzung 
wieder  ein  -Element  von   Qi  ergeben,  raüsste  etwa 

also  ai&ag  =  «3,  h  =  aj~^  %  a— ^  sein.  Es  wäre  also  h  der 
Voraussetzung  entgegen  in   Q  enthalten. 

Die  Benennung  Nebengruppe  ist  also  nur  uneigentlich  zu 
verstehen. 

Zwei  Theiler  Q,  Q'  von  P  haben  immer  das  Element  1  mit 
einander  gemein.  Sie  können  aber  auch  noch  andere  Elemente 
gemeinschaftlich  haben,  und  diese  gemeinschaftlichen  Elemente 
bilden  eine  Gruppe,  die  wir  mit  B  bezeichnen  wollen.  Denn 
gehören  die  Elemente  a  und  h  sowohl  zu  Q  als  zu  Q\  so  gilt 
wegen  des  Gruppencharakters  von  Q  und  Q'  dasselbe  von  dem 
Compositum  ah\  also  ist  jR  eine  Gruppe.  Diese  gemeinschaft- 
liche Gruppe  nennen  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  von  Q  und  Q'  oder  auch,  mit  einem  geometrischen  An- 
klänge, den  Durchschnitt  von  Q  und  Q'.  Ebenso  folgt,  dass 
die  Elemente,  die  irgend  einer  Anzahl  von  Theilern  von  P  gemein- 
sam sind,  eine  Gruppe  bilden,  die  wir  ebenso  als  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  oder  den  Durchschnitt  aller  dieser 
Gruppen  bezeichnen. 

In  jeder  Gruppe  können  wir  nach  folgendem  Verfahren 
Theiler  bilden. 

Ein  Theiler  ist  immer  das  Einheitselement  für  sich. 

Bezeichnen  wir  die  wiederholte  Zusammensetzung  eines  Ele- 
mentes mit  sich  selbst  durch  Potenzen  (mit  a^  das  Einheits- 
element), so  kann  die  Reihe  der  Elemente 

1,  a,  «2,  a^  .  .  ., 

die  alle  der  Gruppe  P  angehören,  nicht  lauter  verschiedene  Ele- 
mente enthalten.  Ist  also  das  erste  Element,  das  zum  zweiten 
Male  wiederkehrt, 

a."  —  a."  +  «, 

so  folgt,  dass  a"  :=  1  sein  muss,  und  dass  a  die  kleinste  positive 
Zahl  ist,  die  dieser  Bedingung  genügt.  Es  ist  dann,  wenn 
m  =  qcc  ein  beliebiges  Vielfaches  von  «  ist,  a"'  =  1  und  um- 
gekehrt :  so  oft  a"^  =  1  ist,  muss  m  durch  «  theilbar  sein ;  denn 
sonst  könnte  man  m  =  g'ce  -|-  a'  setzen,  worin  a'  positiv  und 
kleiner  als  a  ist,  und  es  wäre  a"'  =  1,  gegen  die  Voraussetzung, 
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dass  w  der  kleinste  positive  Exponent  sei,  für  den  a"  =  1  ist. 
Es  ist  immer  und  nur  dann 

wenn  ^  ^  ^'  (mod  a),  und  hierin  können  die  Exponenten  auch 
negativ   sein,  wenn  a~^'  die  r^^  Potenz  des  Elementes  a—^  oder 
das  zu  a*'  entgegengesetzte  Element  bedeutet. 
Die  Reihe 

enthält  dann  a  von  einander  verschiedene  Elemente  von  P,  wobei 
alle  Potenzen  von  a  vertreten  sind.  Die  Elemente  A  bilden 
aber  offenbar  eine  Gruppe  vom  Grade  oc,  weil  sich  die  Ex- 
ponenten bei  der  Zusammensetzung  einfach  addiren.  Diese 
Gruppe  ist  ein  Theiler  von  P  und  also  ist  oc  ein  T  heil  er  von  n. 
Es  ist  also  für  jedes  Element  a"  =  1. 

Die  Gruppe  JL  heisst  die  Periode  des  Elementes  a 
und  w  wird  auch  der  Grad   des  Elementes  a  genannt. 


§.3. 
Normaltheiler  einer  Gruppe. 

Ist  P  wie  oben  eine  Gruppe  und  Q  ein  Divisor  von  P, 
ferner  h  ein  nicht  in  Q  enthaltenes  Element  von  P,  so  ist  die 
Nebengruppe  Q  b  keine  Gruppe.  Dagegen  bildet  das  System 
b~'^  Qb,  oder  ausführlich  geschrieben 

1,  6-1% 6,     6-1  »2^  •  •  •     b-^ßv-ib 
sicher  eine  Gruppe,  weil 

b—^a^b  .  b—'^azb  =  b—'^a^a^b 

ist,  und  diese  Gruppe  ist  mit  Q  isomorph.  Die  Gruppe  b-'^Qb 
heisst  die  durch  b  transformirte  Gruppe.  Gehört  b  selbst 
zu  Q,  so  ist  b~'^  Qb  mit  Q  identisch.  Nimmt  man  für  b  die 
verschiedenen  Elemente  von  P,  so  erhält  man  eine  ganze  Schaar 
solcher  Gruppen,  die  wir  die  zu  Q  conjugirten  Theiler  von 
P  oder  auch  kurz  conjugirte  Gruppen  nennen. 

Es  kann  vorkommen,  dass  alle  conjugirten  Theiler  mit  ein- 
ander identisch  sind.  Wir  haben  schon  bei  den  Permutations- 
gruppen gesehen,  dass  dieser  Fall  von  besonderer  Wichtigkeit 
ist,  und  führen  also  nun  allgemein  folgende  Definition  ein: 
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Wenn  Q  ein  T heiler  von  P  ist,  der  mit  seinen 
sämmtlichen  conjugirten  Theilern  identisch  ist,  so 
heisst  Q  ein  Normaltheiler  von  Pi). 

Die  aus  dem  einzigen  Element  1  gebildete  Gruppe  ist  ein 
Normaltheiler  von  jeder  Gruppe.  Wir  erhalten  ferner  einen 
Normaltheiler  in  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  R  der 
sämmtlichen  mit  irgend  einem  Theiler  Q  von  P  conjugirten 
Theiler. 

Denn  es  ist  schon  oben  bewiesen,  dass  R  als  der  Durch- 
schnitt mehrerer  Theiler  von  P  eine  Gruppe  ist. 

Sind  nun 

(1)  V,  Q',  Q"  ■  ■  ■ 

die  zu  Q  conjugirten  Theiler  von  P  und  b  irgend  ein  Element 
von  P,  dann  ist  das  System  der  Gruppen 

(2)  h--^Qh,    h-^Q'b,    h-U)"h  ... 

von  dem  System  (1)  nicht  verschieden.  Wenn  aber  R  der 
Durchschnitt  der  Gruppen  (1)  ist,  so  ist  h-^Rh  der  Durchschnitt 
von  (2),  und  folglich  ist  R  mit  h~^Rb  identisch,  d.  h.  R  ist  ein 
Normaltheiler  von  P. 

Ist  N  ein  Normaltheiler  irgend  einer  Gruppe  P  und  b  ein 
beliebiges  Element  in  P,  so  ist 

(3)  b-^Nb  =  N    oder    ^Y^^  =  b  N. 

Ist  P  vom  Grade  h,  N  vom  Grade  v  und  vom  Index  ^tt, 
also  w  =  fiF,  so  können  wir  die  fi  Elemente  1 ,  ^^  .  .  .  bu—i  so 
wählen,  dass  die  Zerlegung  von  P  in  die  Nebengruppen 

P  =  N  +  Nb,  +  Nb,  -^^ \-  Y&,._i 

=  N+b,N+b,N^ ^bu-^N 

ergiebt.     Es  ist  also 

(4)  N,    N,  =  Nb,  =  b, N,    N,  =  Nb,  =  b,N  .  .  ., 

lY^_i  ==  Nb^^^  =  bu-iN 
das  System  der  Nebengruppen. 

Ist  a  irgend  ein  Element  in  Y,  so  ist  Na  mit  Y  iden- 
tisch, also  ist  auch  Nab  mit  Nb  identisch,  und  da  jedes  Ele- 
ment c  von  P  in  Y  oder  in  einer  seiner  Nebengruppen  vor- 
kommt, also  in  der  Form  abjc  enthalten  ist,  so  muss  Nc  ==  cN 
mit  einem  der  Systeme  (4)  übereinstimmen. 


^)  Auch  ausgezeichnete  oder  invariante  Untergruppe  genannt. 
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Wir  erwähnen  noch  folgenden  Satz,  dessen  Richtigkeit  sich 
unmittelbar  aus  dem  Isomorphismus  transformirter  Gruppen 
ergiebt : 

Ist  Q  ein  Theiler  von  P,  R  ein  Theiler  von  Q,  so 
ist,  wenn  Q'  und  R'  aus  Q  und  R  durch  dasselbe  Ele- 
ment von  P  transformirt  sind,  auch  R'  ein  Theiler  von 
Q\  und  wenn  jR  Normaltheiler  von  Q  ist,  so  ist  auch  R' 
Normaltheiler  von   Q'. 


§•  4. 

Composition   der   Theile. 

Sind  Ä  und  R  irgend  zwei  Reihen  von  P]lementen  aus  einer 
Gruppe  P  (Gruppen  oder  nicht),  so  wollen  wir  unter  dem  sym- 
bolischen Producte  AB  den  Inbegriff  aller  Elemente  verstehen, 
die  man  erhält,  wenn  man  je  ein  Element  a  von  Ä  mit  je  einem 
Element  b  von  B  nach  der  in  P  geltenden  Vorschrift  zu.  ab 
componirt.  Diese  Art  der  Zusammensetzung  von  Ä  und  B  zu 
AB  wollen  wir  die  Composition  der  Theile  (von  P)  nennen. 
Wir  unterscheiden  hier  zwischen  einem  Theil  und  einem 
Theiler  von  P,  so  dass  ein  Theiler  immer  eine  Gruppe  sein 
soll,  was  bei  einem  Theil  nicht  nothwendig  ist. 

Man  kann  ebenso  drei  und  mehr  Theile  ^,  P,  C  .  .  .  von  P 
componiren,  und  es  gilt  bei  der  Composition  der  Theile  das 
associative  Gesetz,  wie  unmittelbar  daraus  folgt,  dass  dieses 
Gesetz  in  P  gilt.  Danach  ist  die  Bedeutung  eines  Compositums 
ABC  .  .  .  eindeutig  bestimmt. 

In  der  Zusammensetzung  AB  kann  einer  der  Theile  A,  B 
auch  aus  einem  einzigen  Elemente  bestehen,  und  dann  stimmt 
die  Bezeichnung  AB  mit  der  oben  für  die  Nebengruppen  ge- 
brauchten Bezeichnung  überein. 

Bei  der  Composition  der  Theile  gelten  folgende  Sätze: 

1.    Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,    dass    ein    Theil   A    von    P    eine    Gruppe 
ist,  besteht  in  der  Gleichung 
(1)  AA  =  A. 

Denn  diese  Gleichung  besagt  nichts  Anderes  als  dass,  wenn 
a  und  a'  in  A  enthalten  sind,  auch  aa'  zu  A  gehört,  also  dass 
A  eine  Gruppe  ist. 


§.  4.  Gruppe   der  Nebengruppen.  13 

2.  Durch   die   beiden   Gleichungen 

(2)  ÄÄ  =r  A, 

(3)  AB  =  BA, 

worin  A  ein  bestimmter,  B  jeder  beliebige  Theil 
von  P  sein  kann,  wird  ausgesagt,  dass  A  ein 
Normaltheiler  von  P  ist. 

Denn  nach  (2)  ist  A  ein  Theiler  von  P  und  nach  (3)  ist 
für  jedes  Element  h  von  P 

h-^Ah  =  A, 
d.  h.  A  ist  ein  Normaltheiler. 

3.  Sind  A  und  B  zwei  Theiler  von  P  (Gruppen), 
so  ist  eine  der  beiden  Gleichungen 

(4)  AB  =  A,    BA  =  A, 

die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  B  ein  Theiler  von  A  ist. 

Denn  wenn  B  eine  Gruppe  und  ein  Theiler  der  Gruppe  A 
ist,  und  wenn  a  in  A^  b  in  B  und  also  auch  in  A  enthalten  ist, 
so  ist  auch  ab  in  A  enthalten.  A  enthält  also  jedes  Element 
von  AB. 

Weil  aber  zweitens  B  als  Gruppe  auch  das  Element  1  ent- 
hält, so  enthält  AB  auch  jedes  Element  von  A^  und  also  ist 
AB  mit  A  identisch. 

Ebenso  sieht  man,  dass  BA  mit  A  identisch  ist.  Anderer- 
seits folgt  aus  jeder  der  Gleichungen  (4),  da  A  als  Gruppe  das 
Einheitselement  enthält,  dass  jedes  Element  von  B  in  A  ent- 
halten, also  B  ein  Theiler  von  A  ist. 

4.  Bei  der  Composition  der  Theile  bildet  das 
System  der  Nebengruppen  zu  einem  Normal- 
theiler von  P  selbst  eine  Gruppe,  in  der  der 
Normaltheiler  N  die   Einheit   bildet,   und 

Nb,    Nb-^ 
entgegengesetzte   Elemente   sind. 
Denn  ist  N  ein  Normaltheiler  von  P  und 

(5)  N,  N,  ==  Nb,,  N^  =  Nb,,  .  .  . 
das  System  der  Nebengruppen,  so  ist 
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Wegen  der  Eigenschaft  der  Normaltheil  er  ist  aber  N  mit 
jedem  b  vertauschbar,  also  bhN  ==  Nhu^  und  folglich 

NnNn  =  NNbnb,. 

Weil  bhbk  in  P  enthalten  ist,  so  ist  Nb^bu  mit  einer  der 
Nebengruppen  (5)  identisch,  und  da  NN  =  N  gesetzt  werden 
kann  (nach  1.),  so  folgt,  wenn  wir  Nbhbn  =  Ni  setzen, 

(6)  NnN,  =  Ni. 

Damit  ist  die  Eigenschaft  §.  1,  1.  der  Gruppen  für  die 
Composition  der  Nebengruppen  nachgewiesen.  Dass  auch  §.  1,  2., 
nämlich  das  associative  Gesetz  gilt,  haben  wir  schon  hervor- 
gehoben. Es  ist  also  noch  §.  1,  3.  nachzuweisen,  nämlich  dass, 
wenn 

(7)  NnNi^N^Ni 

gesetzt    wird,    und    Nh  =  Njc    ist,    auch   Ni  =  iVj,    und   wenn 
Ni  ==  Ni  ist,  auch  Nh  =  Nu  sein  muss. 

Nach  der  Darstellung  (5)  können  wir  aber  (7)  in  der  dop- 
pelten Weise  darstellen: 
,  Nbnbi  :=  Nb,bi 

^^  .     bhbiN  =  bubiN 

Ist  nun  Ni  =  Ni,  so  können  wir  auch  bi  =  bi  annehmen, 
und  erhalten  aus  (8)  durch  Composition  mit  b~^ 

Nbh  =  Nb,; 

und  wenn  Nbh  ^=  Nb^  ist,   so  nehmen  wir  bh  =  b^  an  und  er- 
halten aus  (8)  durch  Composition  mit  ^^^ 

biN  =  biN, 
also  auch  Ni  =  Ni. 

Damit  ist  also  erwiesen,  dass  das  System  der  Nebengruppen 
durch  die  Composition  der  Theile  zu  einer  Gruppe  wird;  dass 
in  dieser  Gruppe  der  Normaltheiler  N  das  Einheitselement  ist, 
folgt  unmittelbar  aus  1.,  weil  danach 

NN^  =  NNbu  =  Nj, 

ist.    Und  weil  Nb^Nbü^  =  Nb^br^  =  N  ist,  so  sind  Nbjc  und 
NbjT'^  entgegengesetzte  Elemente. 

Die  Gruppe  der  Grössen  JV^,  deren  Existenz  also  hiermit 
nachgewiesen  ist,  nennen  wir  die  Gruppe  der  Nebengruppen 
oder  die  zu  N  complementäre  Gruppe  in  Bezug  auf  F.     Wir 
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bezeichnen  sie  nach  dem  Vorgange  von  Holder  i)  mit  TjN.  Der 
Grad  der  complementären  Gruppe  ist  gleich  dem  Index  der 
Gruppe  N. 

Wir  erwähnen  am  Schluss  dieser  Betrachtungen  noch  einen 
Satz  über  Normaltheiler. 

5.  Ist  N  ein  T  heil  er  von  P,  N'  ein  T  heiler  von  N 
und  zugleich  Normaltheiler  von  P,  so  ist  auch 
N'  Normaltheiler  von  N. 

Dies  ist  selbstverständlich,  weil  für  jedes  Element  h  von  P 
b-^N'h  =  N'  ist,  und  weil  jedes  Element  von  K  auch  ein 
Element  von  P  ist. 

Man  darf  aber  nicht  umgekehrt  schliessen,  dass, 
wenn  N  ein  Normaltheiler  von  P,  N'  ein  Normal- 
theiler von  N  ist,  auch  N'  ein  Normaltheiler  von  P 
sein   müsse. 

§.  5. 
Mehrstufiger  Isomorphismus. 

Ist  wie  oben  N  ein  Normaltheiler  von  P  vom  Grade  v  und 
Index  Hl,  also  w  =  ftv,  so  ist  die  zu  P  complementäre  Gruppe 
P/N  vom  Grade  u.  Wir  wollen  diese  oder  eine  damit  isomorphe 
Gruppe  mit  Q  bezeichnen  und  ihre  Elemente,  die  den  Neben- 
gruppen iV,  iV^^i,  Nb2  .  .  .  entsprechen,  mit  A,  B,  C  .  .  .  Jedem 
dieser  Elemente  entsprechen  v  Elemente  der  Gruppe  P,  etwa 

dem  Elemente  xi  die  Elemente  a,  «^  .  .  .  «v-i 
dem  Elemente  B  die  Elemente  h,  \  .  .  .  by—i 

Dies  Entsprechen  ist  dann  derart,  dass  jedes  zusammen- 
gesetzte Element  ah  dem  zusammengesetzten  Elemente  AB  ent- 
spricht. Denn  die  Elemente  A  und  B  entsprechen  den  Neben- 
gruppen Ka  und  Nb,  und  es  ist,  weil  N  ein  Normaltheiler  ist, 
NaNb  =  Nab. 

Es  gilt  also  hier  bei  der  Zusammensetzung  der  A,  B  .  .  . 
einerseits  und  der  a^b  .  .  ,  andererseits  dasselbe  Gesetz,  wie  bei 


1)  Mathematische  Annalen ,  Bd.  34.  Das  Zeichen  erinnert  an  einen 
Quotienten,  mit  dem  ja  die  complementäre  Gruppe  eine  gewisse  Ana- 
logie hat. 
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den  isomorphen  Gruppen  (§.  1),  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass 
jedem  Elemente  Ä  nicht  bloss  ein  Element  a,  sondern  mehrere 
entsprechen.  Diese  Thatsache  giebt  Anlass,  den  Begriff  des 
Isomorphismus  zu  erweitern,  wie  es  durch  folgende  Definition 
geschieht : 

Man  nennt  eine  Gruppe  P  mit  den  Elementen 
a,  &,  c  ...  (mehrstufig)  isomorph  mit  einer  Gruppe  Q 
mit  den  Elementen  A^  B^  C...,  wenn  beide  Gruppen 
so  aufeinander  bezogen  werden  können,  dass jedem 
der  Elemente^,  5,  0...  ein  oder  mehrere  der  Ele- 
mente a,  6,  c  .  .  .  entsprechen,  und  zwar  so,  dass  jedes 
der  Elemente  von  Q  einem  und  nur  einem  der  Ele- 
mente von  P  entspricht,  und  dass,  wenn  a  und  J., 
b  und  B  einander  entsprechen,  ah  dem  Elemente  AB 
entspricht. 

So  lässt  sich  zunächst  beweisen,  dass  jedem  der  Elemente 
A^  B^  C  .  .  ,  eine  gleiche  Zahl  von  Elementen  a^  h,  c  .  .  .  ent- 
spricht und  dass  also  der  Grad  von  Q  ein  T heiler  des 
Grades  von  P  ist.  Denn  es  sei  A  das  Einheitselement  in  §, 
dem  die  Elemente  a,  «j  .  .  .  üv-i  in  P  entsprechen  mögen.  Diese 
letzteren  Elemente  müssen  dann  eine  Gruppe  vom  Grade  v 
bilden,  die  wir  mit  N  bezeichnen  wollen,  weil  nach  der  Definition 
des  Isomorphismus  das  Element  aai  dem  Elemente  AA  =  A 
entsprechen  muss.  Ist  dann  b  ein  dem  Elemente  B  entsprechendes 
Element  von  P,  so  müssen  wiederum  alle  Elemente  Nb  dem- 
selben Elemente  B  aus  Q  entsprechen.  Denn  jedes  ab  muss  dem 
Elemente  AB  =  B  entsprechen.  Sind  &i,  b  zwei  dem  Elemente  B 
entsprechende  Elemente,  so  entspricht  b^  b—'^  =  a  dem  Elemente 
J.,  und  ist  also  in  N  enthalten,  also  ist  bi  =  ab  in  Nb  ent- 
halten. Durch  Nb  sind  also  alle  Elemente,  die  dem  Elemente  B 
entsprechen,  erschöpft,  und  jedem  Elemente  von  Q  entsprechen 
1/ Elemente  von  P.  Der  Isomorphismus  heisst  v- stufig.  Jedes 
Element  b~''^ab  entspricht  aber  gleichfalls  dem  Einheitselemente 
A  und  also  ist  b-^Nb  =  N,  d.  h.  N  ist  Normaltheiler  von  P, 
und  Q  ist  einstufig  isomorph  mit  P/N. 

Wir  sehen  also,  dass  es  einen  anderen  mehrstufigen  Iso- 
morphismus als  den  zwischen  der  complementären  Gruppe  eines 
Normaltheilers  und  der  Gesammtgruppe  nicht  giebt.  Man  könnte 
aber  den  Begriff  des  Isomorphismus  noch  dahin  erweitern,  dass 
man  zwei  Gruppen,  die  zu  einer  dritten  Gruppe  ft-  und  v-stufig 
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isomorph  sind,  ft-y- stufig  isomorph  zu  einander  nennt.  Bei 
Weitem  der  wichtigste  ist  der  einstufige  Isomorphismus,  den  wir 
daher  als  Isomorphismus  schlechtweg  bezeichnen,  während  ein 
mehrstufiger  Isomorphismus  immer  durch  einen  Zusatz  kenntlich 
gemacht  werden  soll  ^). 


§■6. 
Die  Compositionsreihe  und  der  Satz  von  C.  Jordan. 

Eine  Gruppe  P  heisst  einfach,  wenn  sie  ausser  sich  selbst 
und  der  Einheit  keinen  Normaltheiler  hat,  zusammengesetzt, 
wenn  noch  andere  Normaltheiler  vorhanden  sind. 

Ein  Normaltheiler,  der  keinen  anderen  Normaltheiler  über 
sich  hat,  der  also  nicht  Theil  eines  anderen  echten  Normal- 
theilers  von  P  ist,  heisst  ein  grösster  Normaltheiler 
von  P2).  Ist  Pi  ein  grösster  Normaltheiler  von  P,  Pg  ein 
grösster  Normaltheiler  von  Pj,  P3  ein  grösster  Normaltheiler 
von  P._,  u.  s.  f.,  so  heisst  die  Reihe  von  Gruppen 

(1)  P,  Pi,  P2,  A  .  .  .  1, 

die  nothwendig  mit  der  aus  dem  Einheitselemente  allein  ge- 
bildeten Gruppe  1  endigt,  eine  Compositionsreihe  der 
Gruppe  P. 

Wir  wollen  die  Grade  der  Gruppen  (1)  mit  w,  w^,  tig,  %  •  • .  1 
bezeichnen,  und  die  Quotienten  n  :  %,  Wi  :  012^  ^2  :  %  .  .  .,  also 
die  Indices  von  Pj  in  Bezug  auf  P,  Pg  in  Bezug  auf  Pj  u.  s.  f. 
mit  Vi,  V2,  V3  .  .  •     Die  Reihe  der  ganzen  Zahlen 

(2)  l'l,   1'2,   V3    •   •    • 

nennen  wir  die  Indexreihe  der  Gruppe  P 

Die  grössten  Normaltheiler  P^,  P2,  P3  .  .  .  können  für  eine 
gegebene  Gruppe  P  im  Allgemeinen  auf  mehrere  verschiedene 
Arten  ausgewählt  werden,  und  danach  können  auch  die  Grad- 
zahlen ^1,  n2,  %  .  .  .   und   die  Indices   ^i,  1^25  ^3  •  •  •  verschieden 


1)  Ygl.  C.  Jordan,  Traite  des  substitutions.  Netto,  Substitutionen- 
theorie. Die  Bezeichnung  „a-stufig"  rührt  von  Netto  her.  Nach  Jordan 
heisst  der  einstufige  Isomorphismus  „holoedrischer",  der  mehrstufige 
„meroedrischer"  Isomorphismus.  Der  einstufige  Isomorphismus  wird  bis- 
weilen auch  als  Aequivalenz  bezeichnet. 

2)  Ausgezeichnete  Maximal  -  Untergruppe  nach  anderer  Bezeichnung. 

Weber,  Algebra.    II.  2 
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ausfallen.     Es  gilt  aber  der  folgende   schöne   und   wichtige  Satz 
von  C.  Jordan  1)  : 

I.  Wie  auch  die  Compositionsreihe  einer  Gruppe 
P  gewählt  sein  mag,  die  Indexreihe  ist,  von 
der  Anordnung  abgesehen,  immer  dieselbe. 

Der  Beweis  beruht  auf  der  Betrachtung  der  im  vorigen 
Paragraphen  eingeführten  complementären  Gruppen. 

Es  seien  Q  und  Qi  Normaltheiler  von  F  und  zugleich  Qi 
ein  Theiler  (also  nach  §.  4,  5.  Normaltheiler)  von  Q. 

Dann  gilt  der  Satz: 

1.  Die  Gruppe  Q/Qi  ist  ein  Normaltheiler  der 
Gruppe  P/§i,  und  der  Index  von  Q/Qi  in  Bezug 
auf  P/Qi  ist  gleich  dem  Index  von  Q  in  Bezug 
auf  P. 

Um  seine  Richtigkeit  einzusehen,  braucht  man  nur  die 
Bildungsweise  der  einzelnen  Gruppen  genauer  zu  betrachten. 

Es  seien  n,  g,  q^  die  Grade  von  P,  §,  Qi  und 

(3)  n  =  vq,     q  =  v^q^,     n  —  ^iq^,     ^  =  vv^. 

Man  zerlegt  nun  Q  in  die  Nebengruppen  zu  Q^^  d.  h.  man 
setzt,  wenn  b^^b^  ...  bv^-i  passend  bestimmte  Elemente  in  Q  sind, 

(4)  Q=Qi  +  Qih-] ftft.,--,. 

Die  Elemente  der  Gruppe   Q/Qi  sind 

(5)  ft,  Öi^i.  •  .•  Öi^v.-i. 

Wenn  wir  P  in  die  Nebengruppen  zu  Q^  zerlegen,  so  kom- 
men darunter  sicher  die  Elemente  (5)  vor,  und  folglich  ist  Q/Qi 
ein  Theiler  von  F/Qi. 

Es  ist  also  noch  nachzuweisen,  dass  dieser  Theiler  ein 
Normaltheiler  ist. 

Bezeichnen  wir  aber  mit  a  irgend  ein  Element  von  P,  so 
sind  alle  Elemente  von  F/Qi  in  der  Form  Q^a  enthalten,  und 
wir  haben  also  nur  zu  zeigen,  dass,  wenn  b  irgend  ein  Element 
in   Q  ist,  jedes  Element 

(6)  Q, a-i  Q,bQ,a 

in  Q/Qi^  d.  h.  in  der  Form  Q^b  enthalten  ist. 


^)  C.  Jordan,  Traite  des  substitutions ,  Paris  1870.  Netto,  Sub- 
stitutionentheorie,  Leipzig  1882.  Wir  folgen  hier  dem  Beweise,  den  Holder 
im  Anschluss  an  Netto  gegeben  hat  (Math.  Annalen.  Bd.  34). 
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Dies  folgt  aber  unmittelbar  aus 

(7)  Qi  «-1  Q.bQia  =  Q,  a-i  b  a, 

weil   zugleich   mit   b   auch   a—^ba   in  Q  vorkommt  (weil    Q   ein 
Normaltheiler  von  P  ist).     Und   dass   auch  die  Bestimmung   der 
Indices  richtig   ist,  zeigt   die  Abzahlung.     Denn   die  Grade   von 
P/Qi  und   Q/Qi  sind  vvi  und  Vj,  also  der  Index  v. 
Daneben  besteht  folgender  Satz: 

2.  Ist  ^1  ein  Normaltheiler  von  P  vom  Grade  q^, 
und  hat  die  Gruppe  P  Qi  selbst  einen  Theiler  31 
vom  Grade  m,  so  hat  P  einen  Theiler  Q  vom 
Grade  q  =  niqi.  Zugleich  ist  Q^  ein  Normal- 
theiler von  Q,  und  es  ist  3f  =  Q/Qi.  Ist  If  Normal- 
theiler von  P/Qi.  so  ist  auch  Q  Normaltheiler 
von  P. 

Es  sei  ft  der  Index  von  Q^  in  Bezug  auf  P,  und  P  sei  in 
die  Nebengruppen  zerlegt: 

(8)  P=  Qi  +  Qie,+  Q,e, h  Q,  ^u-i, 

so  dass  ^1,  ^2  .  .  .  ßu-i  passend  gewählte  Elemente  in  P  und 

(9)  $1,  Q,  ei,  Qi  e,  .  .  .  ft  ßu-i 

die  Elemente  von  P/Qi  sind.  Wenn  nun  in  der  Gruppe  P/Qi 
ein  Theiler  31  enthalten  ist,  so  muss  dieser  aus  einem  Theile 
der  Elemente  (9)  bestehen,  etwa  aus 

(10)  Q,,  Q,b,,  Q,b,..,  ?iZ>v,-i- 

und  wenn  dies  System  eine  Gruppe  bilden  soll,  so  muss  für 
irgend  zwei  Elemente  i„  b)^  das  Product 

(11)  QihQ.bu  =  Q.bibu 

wieder  in  (10)  enthalten,  also  etwa  =  Qibk  sein.  Wenn  also 
das  System  1,  &i,  &2  •  •  •  ^»i-i  i^it  B  -bezeichnet  wird,  so  lässt 
sich  nach  der  Methode  der  Composition  der  Theile  die  Rela- 
tion (11)  so  schreiben: 

(12)  Q,BQ,B=Q,B, 
und  so  besagt  sie  nach  §.  4,  1.,  dass  die  in 

(13)  Q=  Q^B 

enthaltenen  Elemente  von  P  eine  Gruppe  bilden,  die  die  Gruppe 
Qi  als  Theiler  enthält  und  selbst  ein  Theiler  von  P  ist.  Dass  Q^ 
Normaltheiler  von  Q  ist,  folgt  aus  §.  4,  5.,  weil  Qi  als  Normal- 

2* 
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theiler  von  P  vorausgesetzt  ist,  und  aus  der  Darstellung  (10) 
der  Gruppe  M  ergiebt  sich,  dass  M  =  Q/Qi  ist. 

Es  ist  noch   zu   zeigen,    dass,   wenn   M  Normaltheiler   von 
P/Qi  ist,  auch   Q  Normaltheiler  von  P  ist.     Dies  folgt  so: 

Ist  e  irgend  ein  Element  in  P  und  Qj^  h],  ein  Element  in  Jf, 
so  folgt  aus  der  Annahme,  dass  M  Normaltheiler  von  P/^i  ist: 

Qier-^QihQie  =  Q^^hh, 
was  wir  auch  nach  der  Composition  der  Theile  durch  die  Formel 

(14)  Qie-^Q,BQ,e  =  Q,B 

ausdrücken  können.  Da  nun  Qi  Normaltheiler  von  P  ist,  so 
kann  Qi  mit  jedem  der  anderen  Factoren  vertauscht  werden,  so 
dass  aus  (14)  folgt: 

e-^Q,Be  =  Q,B, 
oder 

(15)  c-'Qc  =  Q, 

wodurch  ausgedrückt  ist,  dass   Q  Normaltheiler  von  P  ist. 
Aus  dem  Theorem  1.  und  2.  ergiebt  sich  das  Corollar: 

3.  Ein  Normaltheiler  Q  von  P  ist  dann  und  nur 
dann  ein  grösster  Normaltheiler,  wenn  die  com- 
plementäre  Gruppe   FjQ  einfach  ist. 

Wenn  Q  und  Q'  zwei  Normaltheiler  von  P  sind,  so  ist  auch 
das  symbolische  Product  Q  Q'  ein  Normaltheiler. 
Denn  es  ist,  weil  Q  ein  Normaltheiler  ist 

QQ'  =  Q'  Q, 

also 

Q  Q'  Q  Q'  -=  QQQ'Q'  =  Q  Q\ 

und  dies  ist  nach  §.  4,  1.  das  Kennzeichen,  dass  Q  Q'  eine  Gruppe 
ist.  Dass  es  ein  Normaltheiler  von  P  ist,  ergiebt  sich  dann 
ebenfalls  nach  §.  4,  2.  aus 

QQ'B=  QBQ:  =  BQQ\ 
wenn  B  irgend  ein  Theil  von  P  ist. 

Ist  nun  Q  ein  grösster  Normaltheiler  von  P,  und  Q' 
von  Q  verschieden,  so  ist  Q  Q'  ein  Normaltheiler  von  P,  der 
sowohl  Q  als  Q'  in  sich  enthält  und  also  von  Q  verschieden  ist. 
Folglich  ist,  da  es  über  Q  keinen  Normaltheiler  von  P  giebt, 
ausser  P  selbst, 

(16)  QQ'  =  P, 

und  ebenso  muss  auch 

(17)  Q'Q=^  F 
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sein.  Diese  Sätze  gelten,  wenn  nur  eine  der  beiden  Gruppen 
Q^  Q'  grösster  Normaltheiler  von  F  ist.  Wir  nehmen  jetzt  an, 
dass  sie  beide  diese  Eigenschaft  haben,  und  verstehen  unter  R 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  Q  und  Q'.  Diese 
Gruppe  R  ist  dann  ein  Normaltheiler  von  P  sowohl  als  von  Q 
und  Q'.  Denn  ist  a  irgend  ein  Element  in  P,  und  c  in  Q  so- 
wohl als  in  Q'  enthalten,  so  ist  auch  a—^ca  in  Q  und  in  Q\ 
also  auch  in  R  enthalten.  Also  ist  a~^Ra  =  P,  und  R  ist 
Normaltheiler  von  P  und  mithin  Normaltheiler  von  Q  und  von 
Q'  (§.  4,  5.).  Um  Q  in  die  Nebengruppen  von  R  zu  zerlegen, 
wählen  wir  ein  passendes  System  von  Elementen  1,  ^j,  &21  ^s  •  •  • 
in  Q,  so  dass  P,  Pöj,  P&21  ^^3  •  •  •  ^ll®  von  einander  verschieden 
werden  und  setzen 

Q  =  R  + Rbi  +  Rh2  +  Rh  + .  .  ., 
was  wir  auch,  wenn  wir 

(18)  P    =    1,   &i,   &2,  2^3   ..   . 

setzen,  kurz  mit 

(19)  Q  =  RB 

bezeichnen   können.     Nun   ist  nach   (13)    Q'Q  =  F^    also  auch 

(20)  F  =  Q'RB=  Q'B 
oder 

F^  Q'  +  Q'h,  +  Q'h,  +  Q'h... 

Die  Nebengruppen 

(21)  q,  Q'h,,  Q'h,  Q'h... 

sind  aber  alle  von  einander  verschieden.     Denn  wäre  etwa 

Q'h  =  Q'K 

so  würde  folgen,   da    Q'   die   Einheit   enthält,   dass  es   ein   Ele- 
ment e  in   Q'  giebt,  so  dass 

h  =  e\ 
wäre.     Dies  Element  e  ist  aber  gleich  h^  &7^,  und  also,  da  die  h 
'in  Q  enthalten  sind,   gleichfalls  in   Q  und  also  auch  in  R  ent- 
halten.     Dann    aber   wäre    auch    P &2  '-=  ^^i^    was    gegen    die 
Voraussetzung  ist. 

Hiernach  können  wir  die  Elemente  der  zu  P  complemen- 
tären  Gruppe  in  Bezug  auf  Q  und  der  zu  Q'  complementären 
Gruppe  in  Bezug  auf  P  bilden.  Wir  erhalten  diese  beiden 
Gruppen 

/-OQ^  Q/^  =  R^  Rbi^  Rb2:  Rb^  .  '  . 

"■"  >  F;Q'=  Q',  Q'h,,  Q'h„  Q'h,... 
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Daraus  aber  erkennt  man  leicht,  dass  diese  Gruppen  nicht 
nur  von  gleichem  Grade  sind,  sondern  dass  sie  isomorph  sind. 
Denn  es  ist  gleichzeitig 

Bh^  Rb,  =  Bh^h^ 
und 

Q'hQ'h,  =  Q'h.h. 

Ebenso  kann  man  auch  schliessen,  dass  die  beiden  Gruppen 

isomorph  sind. 

Die  Gruppen  PjQ  und  P/§'  sind  aber,  da  Q^  Q'  grösste 
Normaltheiler  sind,  nach  3)  einfach,  und  folglich  sind  auch  die 
damit  isomorphen  Gruppen  Q'jB  und  QjB  einfach,  und  folglich 
haben  wir  den  Satz: 

4.  Sind  Q  und  Q'  zwei  verschiedene  grösste  Normal- 
theiler von  P  und  ist  B  der  Durchschnitt  von 
Q  und  Q' ,  so  ist  B  grösster  Normaltheiler  so- 
wohl von  Q  als  von  Q\  und  der  Index  von  B  in 
Bezug  auf  Q  ist  gleich  dem  Index  von  Q'  in  Bezug 
auf  P. 
Damit  haben  wir  die  Grundlage  gewonnen,  um  sehr  einfach 
den  Satz  von  der  Constanz  der  Indexreihe  nachzuweisen. 

Wir  schreiben  zur  besseren  üebersicht  die  verschiedenen  in 
Vergleich  zu  ziehenden  Compositionsreihen  so,  dass  wir  den 
Index  eines  jeden  Gliedes  in  Bezug  auf  das  vorangehende  unter 
das  Glied  setzen. 

Danach  mögen  irgend  zwei  gegebene  Compositionsreihen  von 
P  mit  den  zugehörigen  Indices  folgende  sein: 

(23)  P,  Ö,  Öl,  «2.  ft  ... 

V,     Vi,     V2,     V^     ... 

(24)  P,  Q\  Q[,  Q',,  Qs  ... 

V\     V\,    V2,     V's      .   .   . 

Es  sei  nun  B  der  Durchschnitt  von  Q  und  Q\  und  ^  und  ^' 
seien  die  Indices  von  B  in  Bezug  auf  Q  und  Q'.  Wegen  des 
Isomorphismus  der  Gruppen  P/Q  und  Q'/B  ist  dann  ^'  =  v, 
und  aus  dem  entsprechenden  Grunde  ^  =  v\  Wir  bilden  eine 
Compositionsreihe  von  B,  mit  der  zugehörigen  Indexreihe 

(25)  .  P,  Pj ,  P21  P3  •  •  • 
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und  da  nun  It  ein  grösster  Normaltheiler  von  Q  und  von  Q' 
ist,  so  können  wir  daraus  zwei  neue  Compositionsreihen  von  P 
bilden,  nämlich 

(26)  P,  Q,  R,  R,,R,,R,.,. 

(27)  P,  Ö',P,  B^,R„R,... 

Die  beiden  Compositionsreihen  (26)  und  (27)  von  P  haben  also 
dieselbe  Indexreihe. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  der  zu  beweisende  Satz  sei  bereits  als 
richtig  erwiesen  für  Gruppen ,  deren  Grad  ^  |  w  ist  (wenn  n 
den  Grad  von  P  bedeutet),  so  folgt,  dass  alle  Indexreihen  von  Q, 
dessen  Grad  ja  ein  echter  Theiler  von  n  und  also  höchstens 
=  l  n  ist ,  mit   einander  übereinstimmen ,   dass  also   die  Reihen 

V',    ^1,  ^2,  f*3    •   .  • 

Vi,   ^2,   ^3,  n   .   .   ., 

von  der  Anordnung  abgesehen,  übereinstimmen.  Ebenso  stimmen 
die  Indexreihen  von  Q' 

v'i,  n,  Va,  vi  .  .  . 
überein.     Also  stimmen  auch  die  beiden  Indexreihen  von  P 
V,  Vi,  ^2,  1/3,  n  .  .  . 

v\  V\,   V2,   V3,   v\  .  .  . 

mit  einander  überein,  da  die  erste  mit  v,  v',  /Ui,  figi  f*3  •  •  •?  ^i^ 
zweite  mit  v',  v,  |lii,  |u-2,  ft^  .  .  .  übereinstimmt. 

Für  Gruppen  vom  Grade  2,  die  nur  den  einen  Normal- 
theiler 1  haben,  ist  aber  der  Satz  evident,  und  also  ist  er  durch 
vollständige  Induction  allgemein  bewiesen. 

Wenn  in  zwei  Compositionsreihen  von  P,  die  wir  mit  ihren 
Indexreihen  jetzt  so  darstellen  wollen 

(28)  P,  P,,-P2,  P»-.-P.-i-l 

(29)  p,  p;,  P2,  P3...p;_i.  1 

il,     J2,     is     .    .    •    j'u-l,   ju 

ein  gemeinschaftliches  Glied  P^  =  P,^  vorkommt,  so  gilt  der 
Satz  von  der  Constanz  der  Indexreihen  auch  für  die  Gruppe 
Fr  =  P'si  und  daraus  folgt  zunächst,  dass  s  r==  r  sein  muss,  und 


24  Erster  Abschnitt.  §.  7. 

dass  die  Indexreihen  jr  +  iJr  +  2  -  •  -  jfi  und  jV+i,  >  +  2  .  •  •  Ä  von 
der  Ordnung  abgesehen,  übereinstimmen.  Folglich  müssen  auch 
die  vorangehenden  Theile  der  Indexreihen 

J1J2  '  ■  'jr    und    jij; .  .  j; 
übereinstimmen. 

§•  7. 

Weitere  Sätze  über  die  Compositionsreihen. 

Von  den  Compositionsreihen  gelten  noch  mannigfaltige  Sätze, 
von  denen  wir  hier  noch  die  wichtigsten  ableiten. 

II.  Ist  Fr  irgend  ein  Normaltheiler  von  P,  so  giebt 
es  eine  Compositionsreihe  von  P,  in  der  P,  vor- 
kommt. 

Ist  Pv  ein  grösster  Normaltheiler  von  P,  so  können  wir 
P^  r=  Pj  setzen  und  die  Compositionsreihe  von  da  an  beliebig 
fortsetzen.  Ist  aber  Fv  kein  grösster  Normaltheiler  von  P,  so 
suchen  wir  einen  grössten  Normaltheiler  über  P^,  den  wir  mit 
Fl  bezeichnen.  Dann  ist  P^  ein  Normaltheiler  von  Pj.  Ist  es 
ein  grösster,  so  setzen  wir  Fv  =  F2  und  setzen  von  da  die 
Compositionsreihe  beliebig  fort.  Ist  aber  Fr  noch  kein  grösster 
Normaltheiler  von  Pi,  so  suchen  wir  einen  grössten  Normaltheiler 
von  Pi  über  Fy  und  fahren  so  fort,  bis  wir  schliesslich  zu  Fv 
gelangen,  was  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  noth- 
wendig  eintreten  muss.  Wenn  wir  dann  eine  Compositionsreihe 
von  Fv  anhängen,  so  haben  wir  eine  Compositionsreihe  von  P, 
in  der  Fv  vorkommt,  wie  es  der  Satz  II.  verlangt. 

In  einer  Compositionsreihe  einer  Gruppe  P  ist,  vermöge  der 
Definition,  jedes  Glied  ein  Normaltheiler  jedes  vorangehenden. 
Das  erste  Glied  P^  und  das  letzte  Glied  1  sind  zugleich  Normal- 
theiler von  P  selbst.  Bei  den  zwischenliegenden  Pg,  P3  .  .  .  wird 
dies  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  sein.  In  der  Compositions- 
reihe giebt  es  also  gewisse  ausgezeichnete  Glieder,  die  zugleich 
Normaltheiler  von  P  selbst  sind,  die  eine  besondere  Rolle 
spielen  1).  Hierüber  leiten  wir  im  Folgenden  noch  einen  wichtigen 
Satz  ab. 

Angenommen,  es  sei  Q  ein  Glied  einer  Compositionsreihe 
von  P,  das  zugleich  Normaltheiler  von  P  ist,  während  das  auf  Q 


'}  Sie  bilden  die  sogenannte  Hauptreihe  von  P  (Netto) 
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folgende  Glied  Q^  nicht  Normaltheiler  von  P  ist.  Dann  giebt 
es  unter  den  nach  P  conjugirten  Gruppen  a-^  Q^a  mehrere  ver- 
schiedene, die  wir  mit 

(1)  ft,  Ö'i,  Q^v  Q7  •  • . 

bezeichnen  wollen.  Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
R  aller  dieser  Gruppen  ist  wieder  Normaltheiler  von  P. 

Nun  sind  aber  alle  die  Gruppen  (1)  grösste  Normaltheiler 
von  Q,  wie  sich  nach  dem  Schlusssatze  des  §.  3  daraus  ergiebt, 
dass  Q^  §1  mit  a-^Qa^  a-'^Q^a  isomorph  sind,  während  Q  als 
Normaltheiler  von  P  mit  a-^  Qa  identisch  ist.  Wir  können  also 
in  der  Compositionsreihe  auf  Q  jede  der  Gruppen  (1)  folgen 
lassen,  die  alle  denselben  Index  v  haben. 

Ist  nun  Q2  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  §1,  Q\ 
(aiüo  von  ^1  verschieden),  so  ist  Q2  nach  dem  Satze  §.  6,  4.  ein 
grösster  Normaltheiler  von  ft  und  Q[,  dessen  Index  gleichfalls 
V  ist.  Also  können  wir  die  Compositionsreihe  von  Q  an  auf  die 
folgenden  beiden  Arten  fortsetzen: 

(2)  Q,  Ol,  Q„      Q  e;  Q, 

V        V  V       V 

Das  hierin  ausgedrückte  Gesetz  wollen  wir  nun  verallgemeinern 
und  durch  vollständige  Induction  beweisen. 

Wenn  Q^  noch  nicht  gleich  B  ist,  so  fügen  wir  zu  ^i,  Q\ 
eine  dritte  Gruppe  Q'[  aus  der  Reihe  (1)  hinzu,  so  dass  der 
Durchschnitt  $3  von  Q^^  Q\,  Q'[  ein  echter  Theiler  von  Q.j  wird, 
und  fahren  so  fort,  bis  wir  zum  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  B  aller  Gruppen  (1)  gelangt  sind. 

Es  sei  also: 

Q2  der  Durchschnitt  von   Q^,  Q[ 

Qi      r)  :■)  ?5       ^15    Qu   Qi 

(3)  

Qr    „  .  .    ft,  Qu  ?r  . . .  Q[^-'^ 

und  die  Anordnung  der  Gruppen  öi,  Qi  .  .  .  ^j'"^^  sei  so  ge- 
wählt, dass  von  den  Gruppen  §1,  Ö2  •  •  •  Qr  j^de  ein  echter 
Theiler  der  vorangehenden  ist.  Diese  Anordnung  lässt  sich  fort- 
setzen, so  lange   Qr  nicht  gleich  B  ist. 

Wir  wollen  beweisen,  dass  wir  die  Compositionsreihe  von  P 
so  wählen  können,  dass  darin 

W  Ö,     Öl,     «2    .  ■   .     Qr 
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vorkommt,  und  dass  die  Indices  in  diesem  Theile  der  Reihe  alle 
gleich  V  sind. 

Die  Behauptung  ist  richtig  für  r  =  2,  und  wir  beweisen  sie 
allgemein  durch  vollständige  Induction,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  sie  für  r  schon  als  richtig  erwiesen  sei. 

Ist  Qy  nicht  gleich  B^  so  wählen  wir  Q^  so,  dass  Qr  +  i  der 
Durchschnitt  von  ft,  Qi  ,  .  .  Q^{~'^\  Qp  ist,  und  bezeichnen  über- 
dies den  Durchschnitt  von  Q^,  §i  .  •  .  Qi''~^\  Q^{^  mit  §;.  Dann 
ist  Qr  von  Qr  verschieden  und  Qr  +  i  ist  der  Durchschnitt  von 
Qr  und  Qr.  Nun  haben  wir  nach  der  Voraussetzung  (4)  zwei 
entsprechende  Stücke  der  Compositionsreihe  mit  der  constanten 
Indexreihe  v 

/e\  Qi    Qi   '  '   '    Vr  — 1  Qri 

Qi    Ql   '   '  '    Qr  —  l  Qr't 

denn  die  zweite  dieser  Reihen  ist  genau  wie  die  erste  nach  der 
Vorschrift  (3)  gebildet,  nur  dass  Q<{^  an  Stelle  von  Q^{~^^  getreten 
ist.  Nach  dem  Satze  §.  6,  2.  ist  daher  Qr  +  i  grösster  Norraal- 
theiler  sowohl  von  Qr  als  von  Qr-,  und  zwar  vom  Index  v,  und 
es  folgt  also,  was  bewiesen  werden  sollte,  dass  die  Compositions- 
reihe so  fortgesetzt  werden  kann: 

(6)  Q,    Qi   .   .   .    Qr-li    Qri    Qr  +  l, 

und  dass  der  neu  hinzugekommene  Index  gleichfalls  v  ist. 

Dies  können  wir  nun  fortsetzen,  bis  wir  zur  Gruppe  R  ge- 
langt sind,  und  erhalten  ein  Stück  der  Compositionsreihe 

ö)  Q,  Qu  Q2  ...B, 

V         V  V 

deren  letztes  Glied  JR  wieder  Normaltheiler  von  P  ist  und  in 
der  alle  Indices  übereinstimmen. 

Setzen  wir  von  JR  an  die  Compositionsreihe  fort,  so  kann 
sich  der  Index  ändern;  er  kann  aber  von  da  an  wieder  gleich 
gehalten  werden,  bis  man  abermals  zu  einem  Normaltheiler  von 
P  gelangt. 

Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 
III.    Man  kann  die  Compositionsreihe  von  P  mit  ihrer 
Indexreihe       j,   r>     jj     jj 

JII      J2I       JZ       '      •     ' 

SO  anordnen,  dass,  so  oft  eine  Aenderung  in  der 
Indexreihe  eintritt,  also  ^V  +  i  ^'on  jV  verschieden 
ist,  Pr  ein  Normaltheiler  von  P  ist. 
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§.8. 
Metacyklische   Gruppen. 

Wir  haben  in  §.  176  des  ersten  Bandes  bei  den  Permuta- 
tionsgruppen metacyklische  Gruppen  definirt  und  ihre  Bedeutung 
für  die  Auflösung  der  Gleichungen  kennen  gelernt.  Der  Begriff 
ist  aber  von  der  besonderen  Bedeutung  der  Gruppenelemente 
unabhängig,  und  wir  definiren  daher  jetzt  allgemein: 

Eine  Gruppe,  deren  Indexreihe  aus  lauter  Prim- 
zahlen besteht,  soll  eine  metacyklische  Gruppe  heissen. 

Für  diese  Gruppen  gilt  ein  für  die  Anwendungen  auf  die 
Algebra  wichtiger  Satz,  der  aber  von  diesen  Anwendungen  un- 
abhängig ist  und  den  wir  daher  hier  noch  ableiten.  Der  Satz 
lautet : 

IV.  Eine  metacyklische  Gruppe  hat  einen  von  der 
Einheitsgruppe  verschiedenen  commutativen 
Normaltheiler  i). 

Ist  P  eine  metacyklische  Gruppe  und 

(1)  P,    Pi,P2...P«-l,    1 

Jl-i     J2    '   '   '    Ju  —  1-,   ja 

die  Compositionsreihe ,  deren  Indexreihe  ji,  J2  •  •  -  aus  lauter 
Primzahlen  besteht,  so  ist  Pu-i  jedenfalls  eine  commutative 
Gruppe;  denn  wenn  7t  irgend  ein  von  1  verschiedenes  Element 
aus  Pu-i  ist,  so  sind  die  Potenzen 

(2)  l,   7C,  Tt'^  .  .   .  TT-^'.""' 

(weil  ju  eine  Primzahl  ist)  alle  von  einander  verschieden  und 
machen  also  die  ganze  Gruppe  Pu—i  aus;  die  cyklische  Gruppe  (2) 
ist  aber  gewiss  commutativ,  weil  für  je  zwei  Exponenten  /i,  h 
immer 

ist.  Zugleich  ist,  nach  der  Definition  der  Compositionsreihe. 
Pu— 1  Normaltheiler  von  P^_2. 

Wir  nehmen  demnach  jetzt  an,  wir  haben  einen  von  der 
Einheit  verschiedenen  commutativen  Normaltheiler  §».  irgend 
einer  Gruppe  P»  der  Reihe  (1)  und  setzen  ausserdem  noch  voraus, 


1)  C.  Jordan,  Traite  des  substitutions,  Li  vre  IV. 
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wenn  es  zu  P,.  mehrere  Theiler  von  der  Beschaffenheit  wie  Qr 
giebt,  dass  einer  von  möglichst  niedrigem  Grade  für  Q^  ge- 
nommen ist. 

Wenn  wir  dann  nachweisen,  wie  man  aus  Qy  einen  commu- 
tativen  Normaltheiler  Qv-i  von  P^-i  ableiten  kann,  der  zu- 
gleich Qv  enthält,  so  können  wir  dies  Verfahren  fortsetzen,  bis 
wir  zu  einem  commutativen  Normaltheiler  Q  von  F  selbst  ge- 
langt sind,  wie  ihn  unser  Satz  verlangt. 

Wählen  wir  irgend  ein  Element  y  in  der  Gruppe  Pr-i, 
welches  nicht  in  Pr  enthalten  ist,  so  ist,  da  Py  ein  Normaltheiler 
von  Pv-i  ist, 

(3)  yP,  =  PrY, 

und  wenn  daher  h  der  niedrigste  Exponent  ist,  für  den  y^  in 
Pv  enthalten  ist,  so  ist  h  grösser  als  1  und 

(4)  fT.^P,, 
und  die  in  dem  System  der  Nebengruppen 

(5)  Pv,  yPr,  r^Pv...    y^-iPv 

enthaltenen  Elemente,  die  alle  von  einander  verschieden  sind, 
bilden  eine  Gruppe,  deren  Grad,  wenn  der  Grad  von  Py  mit  p^ 
bezeichnet  wird,  gleich  hpv  ist.  Die  Gruppe  (5)  ist  aber  auch 
ein  Theiler  von  Pv_i  und  folglich  muss  Jipv  ein  Theiler  von 
Pv-i  =  jvPv  sein,  und  h  ist  ein  Theiler  von  j^.  Da  aber  jv 
eine  Primzahl  ist ,  so  muss  h  =  jv  sein ,  und  durch  (5)  ist  die 
ganze  Gruppe  Pv_i  erschöpft: 

(6)  P,_i    =   P,   +   ^  P,   -f    y2p^   _] yj\-l  p^,. 

Wir  betrachten  nun  das  System  der  transformirten  Gruppen 

(7)  r-'  Q,r, 

worin  y  alle  Elemente  von  Pv—i  durchläuft. 

Diese  Gruppen  sind  alle  mit  einander  isomorph  und  sind 
also  ebenso  wie  Qv  commutativ.  Sie  sind  alle  in  Pv  enthalten, 
und  sind,  da  y—^P^y  =  Pv  ist,  nach  dem  Schlusssatze  von  §.  3 
Normaltheiler  von  Pv. 

Wenn  alle  Gruppen  (7)  mit  einander  identisch  sind,  so  ist 
Qv  Normaltheiler  von  Pv— i,  und  wir  erreichen  unseren  Zweck 
der  Bestimmung  von  Qv—i  schon  dadurch,  dass  wir  Qv  selbst, 
oder,  falls  noch  ein  commutativer  Normaltheiler  niedrigeren 
Grades  von  Pv—i  vorhanden  sein  sollte,  diesen  letzteren,  für  Qv~i 
nehmen. 
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Im  anderen  Falle  wollen  wir  die  von  einander  verschiedenen 
der  Gruppen  (7)  mit 

(8)  öv,  §;,  Q': ... 

bezeichnen,  und  daraus  eine  Gruppe 

(9)  B  =  iQ„  q:,  q:  . . .) 

ableiten,  die  dadurch  definirt  sein  soll,  dass  es  die  kleinste 
Gruppe  ist,  die  jede  der  Gruppen  (8)  als  Theiler  enthält,  und 
die  wir  als  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der 
Gruppen   §,,   Ql,  Q'l  •  .  •  bezeichnen  können. 

Dass  es  eine  und  nur  eine  solche  Gruppe  B  giebt,  und  dass 
jede  Gruppe,  die  durch  §,,,  §».,  Q'y  ,  ,  .  theilbar  ist,  auch  durch 
Fl  theilbar  sein  muss,  ist  leicht  einzusehen.  Denn  erstens  giebt 
es  endliche  Gruppen,  z.  B.  die  Gruppe  P»,  die  alle  Gruppen  (8j 
als  Theiler  enthalten,  und  zweitens,  wenn  zwei  Gruppen  R,  B' 
alle  diese  Gruppen  enthalten,  so  gilt  dasselbe  auch  von  dem 
Durchschnitt  von  B  und  FJ.  Ist  daher  Fi  von  möglichst  niedrigem 
Grade,  so  muss  dieser  Durchschnitt  mit  B  identisch  sein,  und  Fi 
ist  also  ein  Theiler  von  B'.  Wenn  B'  auch  von  möglichst 
niedrigem  Grade  ist,  so  ist  B'  von  B  nicht  verschieden. 

Von  dieser  Gruppe  B  weisen  wir  nun  nach: 

a)  dass  sie  ein  Normaltheiler  von  P,— i  ist, 

b)  dass  sie  eine  commutative  Gruppe  ist. 

Wenn  wir  dies  Beides  nachgewiesen  haben,  so  sind  wir  am 
Ziele;  denn  dann  können  wir,  wenn  es  nicht  noch  einen  com- 
mutativen  Normaltheiler  niedrigeren  Grades  von  P»— i  giebt, 
B  selbst  für  Qv-i  wählen. 

Das  Erste  ist  aber  ohne  Weiteres  klar.  Denn  bedeutet  y 
irgend  ein  Element  aus  Pv_i,  so  ist 

y-^By  =  (y-i  Qyy,  y-^  Qiy,  y-^  Q'ly  .  .  .) 

das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Gruppen 

r"'  övr,  r~'  Q^Vi  y~'  Q'r?  •  •  • 

Diese  Gruppen  aber  sind  nach  der  Definition  (7)  in  ihrer 
Gesammtheit  von  den  Gruppen 

e>,  ö;  q':  . . . 

nicht  verschieden,  und  folglich  ist 

y-^By  =  P, 
d.  h.  B  ist  Normaltheiler  von  Pv_i. 
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Um  aber  nachzuweisen,  dass  R  eine  commutative  Gruppe 
ist,  müssen  wir  zwei  Hülfsbetrachtungen  voranschicken. 

1)  Es  ist  zu  beweisen,  dass  irgend  zwei  der  Gruppen 
öv,  Q'v,  Q"v  .  .  .  ausser  der  Einheit  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben. 

Wir  brauchen  hierzu  nur  nachzuweisen,  dass  Qy^  Qi  diese 
Eigenschaft  haben.     Denn  haben 

den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  T,  so  haben  Qy  und 
Q'^'  =  y'  Qvy'—^  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  y'  Ty'—^. 

Nehmen  wir  also  an,  es  sei  T  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  Qy  und  Ql^  so  ist  T  gewiss  eine  commutative  Gruppe, 
weil  ^v,  Ql  solche  sind.  Es  ist  aber  T  auch  Normaltheiler 
von  Pr.  Denn  Qv  und  Ql  sind  solche  Theiler;  und  wenn  also  r 
ein  Element  aus  T  und  jt  ein  Element  aus  Pv  ist,  so  ist  7t~^T7t 
sowohl  in  Qy  als  in  ^,',  also  auch  in  T  enthalten.  Folglich  ist 
:;r-i  Tit  =  T. 

Nun  haben  wir  aber  angenommen,  dass  Qy  ein  commutativer 
Normaltheiler  von  Pv  über  der  Einheit  von  möglichst  niedrigem 
Grade  sei;  ferner  waren  Qv  und  Q'y  von  einander  verschieden. 
Also  kann  T  nur  die  Einheitsgruppe  selbst  sein,  w.  z.  b.  w. 

2)  Um  die  Gruppe  U  zu  bilden,  können  wir  so  verfahren, 
dass  wir  die  Elemente  von  §,.,  Q'v^  Qv  ...  in  beliebiger  Reihenfolge 
und  Wiederholung  so  lange  mit  einander  componiren,  als  noch 
neue  Elemente  entstehen.  Denn  alle  so  gebildeten  Zusammen- 
setzungen bilden  eine  Gruppe  C,  die  in  R  enthalten  ist,  weil  R 
die  einzelnen  Elemente  von  Qy^  Qy^  Q'y  .  .  .  enthält.  Andererseits 
sind  auch  die  Gruppen  Qy,  Qy^  Q'y  ...  in  C  enthalten,  und  folg- 
lich ist  R  in  C  enthalten  und  C  ist  mit  R  identisch. 

Um  also  endlich  zu  beweisen,  dass  R  eine  commutative 
Gruppe  ist,  bleibt  uns  nur  zu  zeigen,  dass,  wenn  a,  ß  irgend 
zwei  Elemente  aus  §,,  Ql^  Qv  .  .  .  sind,  die  Vertauschbarkeit 

(10)  ocß  =  ßoc 

besteht. 

Wenn  nun  a,  ß  beide  in  dieselbe  Gruppe  Qy  gehören,  so 
ist  (10)  Folge  unserer  Annahme,  dass  Qy  commutativ  sei;  und 
ebenso  ist  es,  wenn  beide  in  einer  der  anderen  Gruppen  Q'y^  Q'y  .  .  . 
vorkommen. 
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Sind  aber  a  und  ß  in  zwei  verschiedenen  Gruppen,  etwa  in 
Qv  und  Ql  enthalten,  so  schliessen  wir  so:  Weil  ß  in  Pv  ent- 
halten und   Qv  ein  Normaltheiler  von  Py  ist,  so  ist  auch 

(11)  ß'-'aß  =  a' 
in   Qv  enthalten.     Daraus  folgt: 

(12)  /3«'a-i  =  ccßa-^  ^  ß\ 

und  weil  a  in  Py  enthalten  und  Ql  ein  Normaltheiler  von  Py 
ist,  so  ist  auch  ß'  in   Ql  enthalten.     Aus  (12)  aber  folgt 

und  demnach  ist  das  Element  Ö  sowohl  in  Qy  als  in  Ql.  ent- 
halten. Es  kann  also  nach  dem,  was  unter  1)  bewiesen  ist,  nur 
das  Einheitselement  sein,  d.  h.  es  ist 

und  demnach  folgt  aus  (11),  dass  ocß  r=  ß  cc  sein  muss,  wie  be- 
wiesen werden  sollte. 


Zweiter  Abschnitt. 
Abersche  Gruppen, 


§.  9. 
Darstellung  Abel'scher  Gruppen  durch  eine  Basis. 

Wir  haben  schon  in  §.  1  solche  Gruppen,  in  denen  bei 
der  Composition  das  commutative  Gesetz  gilt,  commutative  oder 
Abel' sehe  Gruppen  genannt.  Bei  diesen  Gruppen,  die  in  den 
Anwendungen  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  herrschen  viel 
einfachere  Gesetze ,  als  in  den  allgemeinen  Gruppen ,  wie  wir 
jetzt  sehen  werden.  Es  gelten  für  die  Zusammensetzung  der 
Elemente  in  diesen  Gruppen  dieselben  Regeln,  wie  bei  der  Multi- 
plication  von  Zahlen,  und  wir  nennen  demnach  die  Composita 
von  Elementen  einer  solchen  Gruppe,  wie  bei  der  Multiplication , 
Producte  und  Potenzen. 

Auch  hier  beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  end- 
licher Gruppen. 

Aus  der  Definition  der  Abel' sehen  Gruppen  folgt,  dass  das 
commutative  Gesetz  auch  bei  der  Composition  der  Theile  einer 
solchen  Gruppe  gilt  (§.  4).  Jeder  Theiler  einer  Abel' sehen 
Gruppe  ist  selbst  eine  Abel'sche  Gruppe,  und  ist  zugleich  Normal- 
theiler,  so  dass  wir  bei  diesen  Gruppen  den  Zusatz  „Normal" 
weglassen  können. 

Eine  Gruppe,  die  nur  aus  den  Wiederholungen  eines  Ele- 
mentes besteht,  wie 

l,  Ä,  Ä^  .  .  .  A^-\ 

haben  wir  schon  früher  (Bd.  I,  §.  148)  eine  cyklische  Gruppe 
genannt,  und  wir  behalten  diese  Bezeichnung  hier  bei.  Wenn  a 
die  kleinste  positive  Zahl  ist,  für  die  ^«  =  1  ist,  also  a  der 
Grad  der  Gruppe,  so  heisst  a  auch  der  Grad  des  Elementes  A. 
Ist  m  irgend  ein  Exponent,  für  den  A'^  =  1  ist,  so  ist  m  ein 
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Vielfaches  von  a.     Das  Element  1   hat  den  Grad  1.     Alle  cykli- 
schen  Gruppen  sind  commutativ. 

Es  gilt  nun  für  jede  Abel' sehe  Gruppe  S  der  Fundamental- 
satz, dass  sich  immer  ein  System  von  Elementen  A^  JB^  C  .  .  .  von 
den  Graden  a,  Z>,  c  .  .  .  so  auswählen  lässt,  dass  sich  in  der  Form 

®  =  A-B'Cy  .  .  . 
jedes  Element  0  von  S^  und  jedes  nur  einmal,   darstellen  lässt, 
wenn  a  ein  volles  Restsystem  nach   dem  Modul  a,  ß  ein  volles 
Restsystem   nach   dem   Modul  6,   y   ein   volles  Restsystem   nach 
dem  Modul  c  etc.  durchläuft. 

Ein  System  von  Elementen,  das  zu  einer  solchen  Darstellung 
geeignet  ist,  heisst  eine  Basis  der  Gruppe,  und  wir  können 
den  zu  beweisenden  Satz  demnach  so  aussprechen: 

I.  Jede  Abel'sche  Gruppe  lässt  sich  durch  eine 
Basis  darstellen. 

Der  Beweis  des  Satzes  gründet  sich  auf  folgende  Reihe  von 
Schlüssen : 

1.  Ist  n  der  Grad  der  Gruppe  S,  sind  J.i,  A.2  .  .  .  An 
ihre  Elemente  und  a^,  «2  .  .  .  a„  deren  Grade; 
durchlaufen  ferner  «i,  «2  •  .  .  cc„  volle  Restsysteme 
nach  den  Moduln  a^,  «2  .  .  .  a„,  so  wird  in  der 
Form 

(1)  ®  =  A'^'At'  ...a:- 

jedes  Element   von    S  und  jedes    gleich   oft  dar- 
gestellt. 

Dass  man  jedes  Element  in  der  Form  (1)  überhaupt  erhält, 
sieht  man  unmittelbar;  denn  man  erhält  z.  B.  J.i,  wenn  man 
«1  =  1,  «2  =  0  .  .  .  a„  =  0  setzt. 

Es  ist  noch  zu  beweisen,  dass  man  jedes  Element  gleich 
oft  erhält. 

Wenn  aber 
(2)  1  r=^jM^  ..  .  Al- 

eine  Darstellung  des  Elementes  1  ist,  so  ändert  sich  0  nicht, 
wenn  man  «i,  «2  . . .  «»  in  (1)  durch  «i-f-^n  «2  +  ^2  •••  "n  +  ^n 
ersetzt.  Es  wird  also  jedes  Element  0  durch  (1)  mindestens  so 
oft  dargestellt,  als  das  Element  1  durch  (2). 

Geben  andererseits  die  beiden  Exponentenreihen  «i,  «3  •  •  •  «n 
und  «1,  «2  . . .  «»  zwei  Darstellungen  des  Elementes  0,  so  hat  man 

Weber,  Algebra.    II,  3 
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(3)  1  =  ^r^-"^vir^-"'^ . . .  AI--"-, 

also   eine  Darstellung   des  Elementes  1.     Also  können  wir  nach 
(2)  setzen: 

«1   =   C«i    -["  ^11    ^2  =  «2   +  ^2    •    •    •    «n  =   «n   +   K- 

Es  kann  folglich  auch  nicht  mehr  verschiedene  Darstellungen 
des  Elementes  &  geben,  als  die  Anzahl  der  Darstellungen-  des 
Elementes  1  beträgt.  Wir  bezeichnen  die  Anzahl  dieser  Dar- 
stellungen mit  h.  Im  Ganzen  ist  aber  die  Anzahl  der  verschie- 
denen möglichen  Bestimmungen  der  a  in  (1)  gleich  dem  Pro- 
ducte  a^  a.2  . . .  «n,  und  da  n  die  Anzahl  der  Elemente  von  S  ist, 
so  folgt 

(4)  nh  =  üj^a^  .  .  .  an- 

Aus  der  Formel  (4)  ergiebt  sich  der  Satz: 

2.  Wenn  r  eine  im  Grade  n  der  Gruppe  aufgehende 
Primzahl  ist,  so  giebt  es  in  S  ein  Element  vom 
Grade  r. 

Denn  aus  (4)  sieht  man  zunächst,  dass  einer  der  Grade 
üi,  a2,  .  .  .  ün  durch  r  theilbar  ist.  Ist  also  etwa  a^  =  rfc,  so 
ist  Ä\  ein  Element  vom  Grade  r. 

3.  Sind  A,  B  .  .  .  irgend  welche  Elemente  in  S  von 
den  Graden  a,b  .  .  .,  so  ist  auch  AB  .  .  .  ein  Ele- 
ment in  S,  und  der  Grad  dieses  Productes  ist 
ein  Theiler  des  kleinsten  gemeinschaftlichen 
Vielfachen  m  von  a^h  .  .  . 

Denn  es  ist 

(AB  .  .  .y'  =  A'^'B'''  .  .  .  =r  1, 

und  folglich  m  ein  Vielfaches  des  Grades  von  AB  .  .  . 

4.  Ist  der  Grad  n  der  Gruppe  S  in  zwei  Factoren 
n  =  ab  zerlegt,  so  dass  a  und  b  relativ  prim 
sind,  so  giebt  es  in  S  genau  a  Elemente  JL,  deren 
Grad  ein  Theiler  von  a  ist,  und  &  Elemente  B, 
deren  Grad  ein  Theiler  von  b  ist,  und  in  der 
Form 

(5)  &  =  AB 

sind   sämmtliche  Elemente  von   S  und  jedes   nur 
einmal  enthalten. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  einzusehen,  stellen  wir 
folgende  Ueberlegung  an.    Der  Inbegriff  %  der  Elemente  A,  deren 


§.  9.  Darstellung  durch  eine  Basis.  35 

Grad  ein  Theiler  von  a  ist,  ist  eine  in  S  enthaltene  Gruppe; 
denn  sind  A,  A'  zwei  solche  Elemente,  so  ist  nach  3.  der  Grad 
von  AA'  ein  Theiler  von  a,  und  AA'  ist  also  auch  in  %  ent- 
halten. 

Ebenso  ist  der  Inbegriö  33  der  Elemente  ^,  deren  Grad  ein 
Theiler  von  h  ist,  eine  Gruppe.  Das  Element  l  kommt  sowohl 
in  51  als  in  S  vor,  sonst  enthalten  beide  kein  gemeinschaftliches 
Element. 

Der  Grad  a'  von  ^  ist  relativ  prim  zu  h.  Denn  ist  r  eine 
in  a'  aufgehende  Primzahl,  so  giebt  es  nach  2.  in  ^  ein  Element 
vom  Grade  r.  Da  aber  der  Grad  jedes  Elementes  von  51  ein 
Theiler  von  a  ist,  so  ist  auch  r  ein  Theiler  von  a  und  nicht 
von  h. 

Ebenso  beweist  man,  dass  der  Grad  h'  von  23  relativ  prim 
zu  a  ist. 

Nun  bestimme  man  (nach  Bd.  I,  §.  118)  zwei  ganze  Zahlen 
X  und  ?/,  so  dass 

(6)  ax  -^hy  =  l 

ist,  und  nehme  irgend  ein  Element  0  von  S.     Dann  ist 

(7)  S  =  0''^0''y, 

und  nun  ist,  da  {S^yy  =  1  ist,  ®^y  in  %  und  aus  dem  gleichen 
Grunde  0«^  in  23  enthalten.     Also  folgt  aus  (7): 

(8)  &  =  AB. 

Demnach  ist  jedes  Element  0  in  der  Form  AB  enthalten. 
Eine  solche  Darstellung  ist  aber  auch  nur  auf  eine  Art  möglich. 
Denn  sind  A\  B'  zwei  Elemente  aus  %  und  23,  und  ist 

AB  =  A!B\ 
so  folgt,  wenn  man  in  die  Potenz  hy  =  1  —  ax  erhebt,  A  =  A' 
und  folglich  auch  B  =  B'.     Die  Anzahl  der  verschiedenen  Pro- 
ducte  der  Form  AB  ist  aber  =  a'h\  und  daher  hat  man 

n  ^=  ah  =^  a'h\ 
und  da  a  relativ  prim  zu  h'  und  h  relativ  prim  zu  a'  ist: 

a'  ==  a,     6'  =  h. 
Damit  ist  der  Satz  4.  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen. 

Wenn  nun  die  beiden  Gruppen  51,  S  durch  Basen  dargestellt 
sind,  so  folgt  aus  der  Formel  (8),  dass  auch  S  durch  eine  Basis 
dargestellt  ist,  und  die  Basis  von  S  enthält  die  Elemente  der 
Basen  von  5(  und  33  und  keine  anderen. 

3* 
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Wenn  a  und  h  weiter  in  Factoren  zerlegbar  sind,  die  zu 
einander  relativ  prim  sind,  so  können  wir  mit  den  Gruppen  % 
und  33  wieder  ebenso  verfahren,  und  wir  kommen  also  zu  dem 
Resultate,  dass  unser  Theorem  I.  allgemein  bewiesen  ist,  wenn 
wir  es  noch  für  Gruppen  nachweisen  können,  deren  Grad  eine 
Potenz  einer  Primzahl  ist. 

Es  sei  also  jetzt  der  Grad  n  der  Gruppe  S  eine  Potenz 
einer  Primzahl  p 

(9)  n  =  p^. 

Die  Grade  aller  Elemente  von  S^  die  ja  Divisoren  von  n 
sind,  müssen  dann  gleichfalls  Potenzen  von  p  sein.  Es  ist 
nachzuweisen,  dass  eine  solche  Gruppe  durch  eine  Basis  dar- 
stellbar ist. 

Man  wähle  in  S  ein  Element  A  von  möglichst  hohem 
Grade  a.  Dann  ist  a  eine  Potenz  von  p  und  die  Grade  aller 
anderen  Elemente  sind  Theiler  von  a,  so  dass  für  jedes  Ele- 
ment ®  von  S 

(10)  0«  =  1 
ist.     Die  Elemente 

(11)  1,  ^,  JL2  .  .  .  JL«-i 

sind  alle  von  einander  verschieden,  und  ihre  Gesammtheit  ist  ein 
Theiler  von  S.  Ist  damit  die  Gruppe  S  erschöpft,  ist  also  jedes 
Element  von  der  Form  J.",  so  ist  S  durch  eine  eingliedrige 
Basis  dargestellt.  Wenn  aber  S  mit  (11)  noch  nicht  erschöpft 
ist,  so  wird  es  doch  für  jedes  Element  ®  von  S  einen  gewissen 
Exponenten  h  geben,  so  dass  ®^  in  der  Reihe  (11)  enthalten  ist. 
Gewiss  wird  das  eintreten,  wenn  /^  der  Grad  von  0,  also  0^  =  1 
ist.  Unter  diesen  Zahlen  h  wird  eine  die  kleinste  positive  sein, 
die  wir  mit  h  bezeichnen  wollen.  Es  giebt  also  für  jedes  Ele- 
ment &  eine  gewisse  kleinste  positive  Zahl  6,  so  dass 

(12)  &^  =  A^ 
in  der  Reihe  (11)  enthalten  ist. 

Diese  Zahl  h  ist  ein  Theiler  von  a,  also  auch  eine  Potenz 
von  p  und  zugleich  ein  Theiler  von  l.  Denn  setzen  wir 
a  =  qh  -yh',  ^N0  0  ^h'  <:,!)  ist,  so  folgt  aus  (10)  und  (12) 

oder  0^'  =  J.-'^«,  und  wenn  also  h'  nicht  Null  ist,  so  giebt  es 
gegen  die  Voraussetzung  eine  noch  kleinere  Zahl  als  6,  näm- 
lich h\  die  der  Forderung  (12)  genügt. 
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Aus  (12)  folgt  ferner 

\  =  S^  =  A^; 

also  muss  Xa  :  h  ein  Vielfaches  von  a  und  folglich  A  ein  Viel- 
faches von  b  sein.     Wenn  wir  daher 

(13)  B  =  0A~^ 

setzen,  so  ist  JB^  =  1,  und  zugleich  ist  B^'  die  niedrigste  Potenz 
von  B^  die  einer  Potenz  von  Ä  gleich  wird,  weil,  wenn  B^'  eine 
Potenz  von  Ä  ist,  dasselbe  nach  (13)  auch  von  @^'  gilt.  Wir 
nehmen  das  Element  @  so  gewählt  an,  dass  b  so  gross  als  mög- 
lich wird.  Dann  ist  auch  für  jedes  andere  Element  0^  aus  S 
immer  0^  eine  Potenz  von  Ä,  deren  Exponent  durch  b  theilbar  ist. 
Ist  nun 

«  =  0,  1,  2  .  .  .  a—  1 

^  =r  0,  1,  2  .  .  .  Z^  -  1, 
so  sind  die  Elemente 

(14)  .4"  B' 

in  der  Anzahl  ab  alle  von  einander  verschieden.  Sie  bilden 
einen  in  S  enthaltenen  Theiler  S\  der  durch  die  Basis  J.,  B 
dargestellt  ist.     Ist  S'  mit  S  identisch,  so  sind  wir  am  Ziele. 

Ist  aber  S  durch  (14)  noch  nicht  erschöpft,  so  fahren  wir 
in  derselben  Weise  fort. 

Wir  wollen  durch  Anwendung  der  vollständigen  Inductiori 
gleich  allgemein  schliessen. 

Es  sei  ein  Theiler  Sv—i  von  S  ermittelt,  der  durch  eine 
Basis  in  der  Form  dargestellt  ist 

(15)  S,._^  =  A1^  Al^  .  .  .  AZ-\ 

von  dem  wir  folgende  Voraussetzungen  machen: 

1)  Die  Grade  von  Ai,  Aj  .  .  -  Ay—i  seien  %,  «2  •  •  •  civ—i-, 
und  es  sei 

2)  Für  jedes  in  S  enthaltene  Element  ®  sei 

(16)  0'^-i  =  A[^  A^  ...  A^Z-^ 

d.  h.  in  Sv—2  enthalten,  und  die  Exponenten  A^,  A.,  .  .  .  A,._2  seien 
durch  a,._i  theilbar. 

Die  oben  abgeleitete  Gruppe  S'  genügt  diesen  Forderungen, 
wenn  v  =  S  und  av_i  =  b  gesetzt  wird,  und  es  ist  nun  zu  zeigen, 
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wie  man,  wenn  Sv-i  noch  nicht  die  ganze  Gruppe  S  erschöpft, 
daraus  eine  eben  solche  umfassendere  Gruppe  S^  ableiten  kann. 

Für  jedes  Element  @  von  S  wird  es  einen  gewissen  niedrig- 
sten positiven  Exponenten  a^  geben,  für  den  @"f  in  6\._i  ent- 
halten ist,  und  dies  av  ist  wegen  (16)  gleich  oder  kleiner  als  av_i, 
und  ist  ausserdem  eine  Potenz  von  p,  da  es  ein  Theiler  de§ 
Grades  von  0  sein  muss.  Wir  wählen  0  so,  dass  der  Exponent 
av  so  gross  als  möglich  wird.  Ist  0^  ein  beliebiges  anderes  Ele- 
ment in  S^  und  0\  die  niedrigste  Potenz  von  0i,  die  in  Sr-i 
enthalten  ist,  so  ist  auch  h  eine  Potenz  von  p  und  gleich  oder 
kleiner  als  «,.     Es  ist  daher  S^v  in  Sv-i  enthalten. 

Setzen  wir  aber 

(17)  @;'"  =  4'4» ...  4i-i, 

so  sind  die  sämmtlichen  Exponenten  k  durch  ay  theilbar.     Denn 

es  ist 


''-löv  — 1  ''■2«l— 1  ^-i 


-1«!'  — 1 


und  nach  der  Voraussetzung  2)  müssen  die  Exponenten  von 
^1,  ^2  •  •  •  ^v— 1  auf  der  rechten  Seite  dieser  Formel  durch  av-i 
theilbare  ganze  Zahlen  sein.  Folglich  sind  A^,  l^  .  .  .  Xy-i  durch 
ttv  theilbar.  Wir  können  also,  indem  wir  zu  dem  oben  be- 
trachteten speciellen  0  zurückkehren  und  unter  h^.  h^  .  .  .  hv—\ 
ganze  Zahlen  verstehen, 

setzen,  und  wenn  wir  dann 


Av  =  0Ä-'''  A-''^  .  .  .  ^7_!;-^ 
annehmen,  so  ist 

(18)  r;  =  1 

die   niedrigste  Potenz   von  J.v,   die  in    Sy-i   enthalten  ist   (weil 
sonst   auch   noch   eine   niedrigere   Potenz   von    0   in    Sr-i    ent- 
halten wäre). 
Dann  ist 

(19)  A';^  Al^  ...  A"/,        «,  ^  0,  1,  2  .  .  .  a,  -  1 

nur  =  1,  wenn  Wi,  a^  .  .  .  cc,.  durch  «j,  «2  •  •  •  <^>  theilbar  und 
folglich  =  0  sind,  und  demnach  sind  die  in  (19)  dargestellten 
Elemente  alle  von  einander  verschieden.  Diese  Elemente  bilden 
aber  eine  Gruppe  Sv  mit  der  Basis  Ai^  A.2  .  .  .  Av,  die  der  For- 
derung 1)  genügt. 
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Zugleich  ist,  wie  die  Formel  (17)  zeigt,  wenn  0^  ein  be- 
liebiges Element  in  S  ist,  Ö"*'  in  Sy^i  enthalten,  und  die  Expo- 
nenten /li,  X.2  '  •  •  ^v-i  sind  durch  a».  theilbar.  Es  ist  daher  auch 
die  Forderung  2)  befriedigt. 

Damit  ist  also  unser  Satz  I.  bewiesen.  Zugleich  sehen  wir 
aus  dieser  Ableitung,  dass  man  für  eine  beliebige  Abel'sche 
Gruppe  S  die  Elemente  der  Basis  immer  so  annehmen 
kann,  dass  ihre  Grade  Primzahlpotenzen  sind. 

Aus  der  Darstellbarkeit  durch  eine  Basis  folgt  auch,  dass 
jede  AbeTsche  Gruppe  metacyklisch  ist;  denn  sind  die  Elemente 
einer  solchen  Gruppe  S  in  der  Form  dargestellt: 

A  =  A\'  r^  . . .  vi;% 

und  ist  ^   eine   im   Grade  a^    von  A^   aufgehende  Primzahl,  so 
bilden  die  Elemente 

A!  =  A\^^  Ä--  . . .  A";, 
wenn  a^  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  a^  :  i)  durch- 
läuft, einen  Theiler  S'  von  S  vom  Index  jp,  der  durch  die  Basis 
A\^  A2  .  .  .  Av  darstellbar  ist.  Von  S'  kann  man  wieder  auf  die 
gleiche  Weise  einen  Theiler  von  Primzahlindex  finden  u.  s.  f. 
Also  ist  S  metacyklisch  (§.  8). 

§.  10. 

Die  Invarianten   der  AbePschen   Gruppen. 

Der  Beweis,  den  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Mög- 
lichkeit der  Darstellung  einer  Abel' sehen  Gruppe  durch  eine 
Basis  mitgetheilt  haben,  enthält  zugleich  einen  Weg,  eine  solche 
Basis  zu  finden,  und  zwar  eine,  bei  der  die  Grade  der  Basis- 
elemente Primzahlpotenzen  sind.  Gleichwohl  kann  es  vorkommen, 
dass  eine  und  dieselbe  Gruppe  auf  verschiedene  Arten  durch 
Basen  dargestellt  werden  kann. 

Betrachten  wir  z.  B.  zwei  Elemente  A^  B,  deren  Grade  a,  h 
relativ  prim  sind,  so  wird  durch  diese  als  Elemente  einer  zwei- 
gliedrigen Basis  eine  Gruppe 
m  A<^B^         «  =  0,1,  2...  «-I 

dargestellt.     Dieselbe    Gruppe   kann   aber   auch   durch    die    ein- 
*gliedrige  Basis  AB  dargestellt  werden  in  der  Form 
(2)  {ABf         s  =  0,  1,  2  .  .  .  a^— 1. 
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Denn  sind  w  und  ß  beliebig  gegeben,  so  kann  man  s  nach 
dem  Modul  ab  so  bestimmen,  dass 

s  ^  a  (mod  a),     s  ^  ß  (mod  b), 

wodurch  (2)  mit  (1)   identisch   wird.     Trotzdem   ist   in   gewissem 
Sinne   die  Constitution  der  Basis   durch   die  Natur  der  Gruppen 
völlig  bestimmt,  nach  dem  folgenden  Satze: 
IL     Sind 


J±l ,  JL2   •  •   •  -^v 

mitdenGraden 

«1,  «2   •  •  •  <^v 

und 

Bi^  Bo  .  .  .  Bf^ 

mit   den   Graden 

b^,b2  .  .  .  &u 

zwei    Basen    einer    Abel'schen    Gruppe    S    vom 

Grade    n^    ist   p    eine    in    n    aufgehende    Prim- 

zahl und 

(1) 

«1  ==  p^  «1,      «2  =r  ^2  a2,  .  .  .  «v  =  Pv  «v, 

(2) 

61  =  pi  b[,     b^  =  p2  b'i,  .  .  .  b^  =  p'a  b'a, 

worin  2h^  P2  -  -  -  Pv^  Pi,  p'2  •  -  -  p'a  die  höchsten  Po- 

tenzen von  p  sind,  die  in   %,  «3  .  .  .  av,  &i,  b^  .  -  .  bu 

aufgehen,  so  kommen  alle  Primzahlpotenzen 
Pi^  P2  '  '  •  Pv-,  die  grösser  als  1  sind,  auch  unter 
den  pi-,  P2  .  .  .  i^a  vor,  und  umgekehrt. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  die  Elemente  der 
beiden  Basen  A  und  B  so  geordnet  an,  dass 

(3)  Pl^P2^-   "^Pv 

Pl    ^P2^    •    '    '^  P'ii' 

Die  in  (1)  und  (2)  vorkommenden  ganzen  Zahlen  aj,  ^2  . . .  a», 
^i,  &2  •  •  .  b'ij,  sind  nach  ihrer  Definition  durch  p  nicht  theilbar, 
und  wenn  wir  also  mit  m  das  kleinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache von  al,  «2  .  .  •  G.'v  bezeichnen,  so  ist  auch  m  nicht  durch  p 
theilbar.     Ist  aber 

(4)  @  =  Äi'Ä? . . .  a:^ 

ein  beliebiges  Element  von  S,  so  folgt,  dass 
sein  muss. 
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Setzt  man  hierin  Bi,  B.2  .  .  .  Bu.  für  0,  so  folgt,  dass  jp^m 
durch  jede  der  Zahlen  h^,  1)2  .  .  .  h^  theilbar  ist.  Es  ist  also  p^ 
theilbar  durch  pi  und  m  durch  das  kleinste  gemeinschaftliche 
Vielfache  von  h'x^h'^  .  -  .  h'u.  In  diesem  Schlüsse  können  wir  nun 
durchweg  Ä  mit  B  vertauschen.  Es  muss  also  auch  p[  durch  p^ 
theilbar  sein,  und  daher 

(5)  Pi  =  Pu 

und  ausserdem  ergiebt  sich,  dass  m  auch  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  von  h'i^  h'2  .  .  .  b'a  ist. 

Um  daraus  unseren  Satz  allgemein  zu  beweisen,  nehmen 
wir  an,  es  sei  für  irgend  ein  s  bewiesen,  dass 

(6)  pi  =  p[^  p.,  =  2)2,  .  .  .  Ps-l  =  p's-i 
sein  müsse.     Nach  (4)  ist  für  jedes  Element  0: 

worin  m  wie  oben  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von 
a'i^  a'2  .  .  .  a'v  und  zugleich  von  b'i^  b'2  .  .  .  b'u,  also  durch  p  nicht 
theilbar  ist. 

Wir  bestimmen  nun  die  Anzahl  der  in  der  Form  (7)  ent- 
haltenen von  einander  verschiedenen  Elemente. 

7)1 
Lassen   wir  a,    die   Reihe    der  Zahlen    0,  1,  2  •  •  •  —  —  1 

Ps 

durchlaufen,  so  sind  die  Elemente 

(8)  1,  ^f«'",  ä'/^"^  .  .  .  ^Ct~0^'«'" 

— -Ps"^ 

alle  von  einander  verschieden,  während  A^^  wieder  =  1 
wird,  so  dass  sich  alle  anderen  Potenzen  A^^^^"^  in  der  Reihe  (8) 
wiederfinden.  Ebenso  schliessen  wir  in  Bezug  auf  die  übrigen 
P'actoren  von  (7),  woraus  man  die  genaue  Anzahl  der  von  ein- 
ander verschiedenen  in  0^«"^  enthaltenen  Elemente 

(9)  ,=  PlPl--  P^-^ 


Ps    Ps  ps 

findet. 

Von  den  beiden  Zahlen  ps,  p's  wird,  wenn  sie  nicht  gleich 
sind,  eine  die  grössere  sein.  Wir  wollen  also  annehmen,  es  sei 
(10)  p's  >  Ps- 

Nun  drücken  wir  0  durch  die  Basis  B  aus,  und  setzen 
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und  wir  zählen  nun  wieder  ab,  wie  viel  verschiedene  Elemente 
in  dieser  Form  enthalten  sind.  Die  beiden  Werthe  für  z  müssen 
dann  übereinstimmen. 

Zählen  wir,  wie  oben  in  (7),  die  Anzahl  der  verschiedenen 
in  der  Form 

enthaltenen  Elemente,  so  ergiebt  sich  auch  hierfür  nach  der  An- 
nahme (6)  der  Werth  0.     Es  kann  daher  in  der  Form 

n^\  j^ßsPs'^     ^     j^i^uPs^^ 

nur  das  einzige  Element  1  enthalten  sein,  woraus  zu  schliessen 
ist,  dass  ps  durch  ps  theilbar  sein  muss.  Das  ist  aber  mit  (10) 
nur  unter  der  Voraussetzung  vereinbar,  dass 

(14)  2h  =  p's  ist. 

Hiermit  ist  unser  Theorem  IL  bewiesen. 

Die  in  den  Gradzahlen  einer  Basis  von  S  enthaltenen  Prim- 
zahlpotenzen  sind  also  von  der  besonderen  Wahl  der  Basis  ganz 
unabhängig  und  wir  nennen  sie  daher  die  Invarianten  der 
Gruppe.  Das  Product  aller  Invarianten  ist  gleich  dem  Grade  n 
der  Gruppe. 

Nach  §.  9  können  wir  für  S  eine  Basis  bestimmen,  bei  der 
die  Grade  der  Elemente  lauter  Primzahlpotenzen  sind.  Nach 
dem  Theorem  IL  sind  diese  Grade  die  Invarianten  der  Gruppe 
und  sind  also  durch  die  Gruppe  vollständig  bestimmt. 

Dass  die  Invarianten  auch  die  Natur  der  Gruppe  vollständig 
bestimmen,  ergiebt  sich  aus  dem  Satze: 

III.  Zwei  Gruppen  mit  denselben  Invarianten  sind 
isomorph,  und  isomorphe  Gruppen  haben  die« 
selben  Invarianten. 

Wenn  nämlich  zwei  Gruppen  S  und  S'  der  Anzahl  und  dem 
Grade  nach  übereinstimmende  Basiselemente  haben,  wenn  etwa 

&  =  Ä",^  Ä?  .  .  .  ^^' 

die  Elemente  von  S  sind,  und 

die  Elemente  von  S',  wo  die  a^^  a^  .  .  .  av  in  beiden  Fällen  Rest- 
systeme nach  den  Moduln  «j,  «2  •  •  •  ^v  durchlaufen,  so  brauchen 
wir  nur   ®  und  &'  dann   einander  entsprechen   zu  lassen,   w^enn 
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die  Exponenten  a  in  beiden  dieselben  sind;  dann  sind  beide 
Gruppen  isomorph  auf  einander  bezogen. 

Haben  also  zwei  Gruppen  dieselben  Invarianten,  so  können 
wir  diese  Invarianten  in  beiden  Gruppen  zu  Graden  der  Basis- 
elemente machen,  und  erhalten  dann  diesen  Fall. 

Wenn  umgekehrt  zwei  Gruppen  isomorph  sind,  so  bilden 
die  den  Basiselementen  der  einen  Gruppe  entsprechenden  Ele- 
mente der  anderen  eine  Basis  der  letzteren,  und  also  müssen 
auch  die  Invarianten  in  beiden  dieselben  sein  i). 


§•  11. 

Gruppencharaktere. 

Es  ist  ein  Hauptproblem  in  der  Theorie  der  Abel" sehen 
Gruppen,  alle  Theiler  einer  Abel' sehen  Gruppe  zu  finden.  Die 
Lösung  dieser  Aufgabe  wird  wesentlich  erleichtert  durch  die 
Einführung  des  Begriffes  der  Gruppencharaktere,  der  auch  sonst 
in  mancher  Beziehung  von  Wichtigkeit  ist. 

Es  sei  S  eine  Abel' sehe  Gruppe  t^*^^  Grades,  deren  Ele- 
mente durch  A  bezeichnet  werden  sollen,  und  es  seien 

(1)  A,,Ä,...Äy 

die  Elemente  einer  Basis  von  S  von  den  Graden  «i,  «2  •  •  •  ^>' 
Jedes  Element  A  ist  also,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  in 
der  Form 

(2)  A  =  At'A",^  ...  A^:^' 


^)  Ueber  die  Theorie  der  Abel'sclien  Gruppen  ist  zu  vergleichen: 

Gauss,  Demonstration  de  quelques  theoremes  concernant  les' 
periodes  des  classes  des  formes  binaires  du  second  degre.  Werke, 
Bd.  II,  S.  266. 

Schering,  Die  Fundamentalclassen  der  zusammensetzbaren 
arithmetischen  Formen,  Göttinger  Abhandlungen,  Bd.  14. 

Frobenius  und  Stickelbe rger,  Ueber  Gruppen  vertausch- 
barer Elemente.    Crelle's  Journal,  Bd.  86,  S.  217. 

Weber,  „Theorie  der  Abel'schen  Zahlkörper'',  Acta  mathe- 
matica,  Bd.  8  u.  9. 
Der  Begriff  der  Invarianten  ist  zuerst  eingeführt  in  der  Abhandlung 
von  Frobenius  und  Stickelberge r,  aber  etwas  anders  definirt  als 
hier.  Dieser  älteren  Definition,  die  sich  bei  der  Anwendung  auf  die  Kreis- 
theilungszahlen  minder  zw^eckmässig  erweist,  ist  der  Verfasser  in  der 
citirten  Abhandlung  in  den  Acta  mathematica  gefolgt. 
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darstellbar,  so  dass 

(3)         0  ^  wi  <:  «1,  0  ^  «2  <:  «2,  •  • .  0  ^  «v  <:  ay. 

Die  Exponenten  Wi,  Wg  .  .  .  ocv  oder  irgend  welche  ihnen  nach 
den  Moduln  a^,  a^  .  .  .  av  congruente  Zahlen  heissen  die  Indices 
des  Elementes  A,  und  es  gilt  der  Satz: 

1.  Man  erhält  die  Indices  eines  Compositums  AA\ 
wenn  man  die  entsprechenden  Indices  der  beiden 
Factoren  addirt. 

Wenn  wir  jedem  Elemente  A  irgendwie  einen  Zahlen- 
wert h  zuordnen,  so  können  wir  diese  Zuordnung  eine  Function 
von  A  nennen.  Eine  solche  Function  %  {A)  soll  nun  ein 
Gruppencharakter  genannt  werden,  wenn  sie  für  je  zwei  Ele- 
mente A,  A'  von  S  der  Bedingung  genügt: 
W  x{AA')  =  i{A)i{A'), 

und  folglich  auch  der  allgemeineren 

i{AA:A"  .,)  =  x{A)yXA')x{A")... 

Zwei  solche  Functionen  %  und  %^  werden  als  verschieden 
angesehen,  wenn  es  wenigstens  ein  Element  A  giebt,  wofür  %  {A) 
von  i^{A)  verschieden  ist.  Diese  Charaktere  wollen  wir  nun 
näher  bestimmen. 

Setzen  wir  A!  =  1,  so  ergiebt  sich  aus  (4): 

(5)  X{A)  =  x{A)x{\\ 

und  wenn  wir  ein  für  allemal  den  Fall  ausschliessen,  dass  alle 
X{A)  ■=  ()  sind : 

(6)  Z(l)-1, 
also  der  erste  Satz: 

2.    Jeder  Charakter  hat  für  das  Einheitselement  den 
Werth  1. 

Setzen  wir  ferner  A'  =  A,  so  folgt  aus  (4): 
X{A^  =  h{A)]^ 
und  daraus  durch  vollständige  Induction  für  jeden  Exponenten  h: 
0)  l{A^)  =  %{A)\ 

Bezeichnen  wir   also  mit  a   den  Grad   des  Elementes  A,   so 
folgt,  wenn  man  in  (7)  h  =  a  setzt  und  (6)  benutzt: 

(8)  i{Ay  =  i, 

also: 
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3.  Die  Werthe  eines  Charakters  %  (-4)  sind  Einheits- 
wurzeln, deren  Grad  ein  Theiler  des  Grades 
von  Ä  ist. 

Danach  können  wir  leicht  alle  Charaktere  bestimmen.  Setzen 
wir  nämlich 

(9)  X(A)   =   «1,     Z(^2)   =    092    .   ^    .    Xi^r)  =   «V, 

so  ist 

(10)  «J^  =  1,  cö?=  1,  .  .  .  «;'•  =  1, 
und  es  ist  nach  (2)  und  (4) 

(11)  x(^)  =  ^i'^?  "•^"'■' 

Umgekehrt  ist,  wenn  «i,  «2  .  .  .  «v  irgend  eine  Lösung  der 
Gleichungen  (10)  bedeutet,  durch  (11)  eine  Function  von  A  be- 
stimmt, die  nach  1.  der  Bedingung  (4)  genügt  und  also  ein 
Charakter  der  Gruppe  ist. 

Jede  der  Gleichungen  (10)  hat  «i,  «2  •  •  •  ötv  Wurzeln,  und 
wenn  wir  jede  mit  jeder  combiniren,  so  ergeben  sich 

«1  «2  •  •  •  Ciy  =  ^^ 
Combinationen.     Alle   diese   Combinationen   führen  zu   verschie- 
denen Charakteren  %(^).    Denn  bezeichnen  wir  mit  tai,  «2  •  •  •  «v 
eine   zweite  Combination  von  Wurzeln   der  Gleichung  (10),  und 
ist  für  alle  Elemente  A 

a,       Uq  a..  '«,       '«9  '«., 

03i    (O2      ...    0/    =   CÖi      «2        ...    CJv      , 

so  folgt,  wenn  man  «j  =  1 ,  «g  ==  0  .  .  .  «v  =  0  setzt,  cji  =  «i 
und  ebenso  co.j  =  (x)'2  .  .  .  (o^  =  cj'y.     Daraus  folgt  der  Satz: 

4.  Es  giebt  n  und  nicht  mehr  verschiedene  Charak- 
tere einer  Abel'schen  Gruppe  n^^^  Grades,  die 
alle  durch  die  Formel  (11)  dargestellt  sind. 

Wenn  wir  unter  £1,  £2  •  •  •  ^v  ein  System  primitiver  Wur- 
zeln der  Gleichungen  (10)  verstehen,  so  können  wir 

(12)  G),  =  £'i\  (0,  =  ei%  ...«.  =  fv" 

setzen,  und  können  die  /S^,  ß2  •  •  -  ßv  ebenso  wie  die  «1,  «2  •  •  •  «v 
je  einem  vollen  Restsysteme  nach  den  Moduln  ai,  «2  •  •  •  ^»  ent- 
nehmen. Dann  bekommen  wir  die  sämmtlichen  n  Gruppen- 
charaktere bei  feststehenden  Sj,  £.,•••  ^v  in  der  Form 

(13)  Z(^)  =  £.""*■  £^*'    ...    £"'■*'■. 
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Unter  diesen  Charakteren  kommt  auch  der  vor,  den  man 
erhält,  wenn  man  ß^  =  0,  ßz  =  0  .  .  .  ß,  =  0  setzt,  der  für  alle 
Elemente  Ä  den  Werth  1  hat.  Diesen  wollen  wir  den  Einheits- 
charakter nennen. 

Die  w  Charaktere  von  S  können  nun  selbst  wieder  zu  einer 
Abel' sehen  Gruppe  vereinigt  werden,  und  zwar  zu  einer  mit  S 
isomorphen  Gruppe. 

Nach  (13)  ist  nämlich  jeder  der  n  Charaktere  durch  ein 
nach  dem  Modulsysteme  a^ ,  a.j  .  .  .  av  genommenes  Zahlensystem 
^i,  ß2  '  '  '  ßv  bestimmt,  und  dies  Zahlensystem  der  ß  ist  zugleich 
das  System  der  Indices  eines  bestimmten  Elementes  JB  von  >S, 
nämlich  von 

(14)  B  =  A^At  ...  A^^ 

so  dass  jedem  Elemente  B  von  S  ein  bestimmter  Charakter 
entspricht,  den  wir  mit  1b(^)  oder,  indem  wir  A  weglassen,  mit 
%B  bezeichnen.  Diese  Zuordnung  der  Charaktere  X  zu  den  Ele- 
menten B  wird  sich  aber  ändern,  wenn  eine  andere  Basis  zu 
Grunde  gelegt  wird,  oder  wenn  die  Einheitswurzeln  fj,  £2  •  •  •  £v 
anders  angenommen  werden. 

Ist  B'  ein  zweites  Element  von  S  mit  den  Indices  ß'i,  ß'2 . . .  ßl, 
so  erhalten  wir  in  gleicher  Weise  den  Charakter  Xb',  und  wenn 
wir  nun  unter  Xbb'  den  Charakter  verstehen,  der  für  jedes  A 
durch  die  Formel 

(15)  Xbb'(A)  =  ,-^(i^^  +  ^\-^(ih  +  i^.')  .  .  .  ,«v(.?.  +  ,^v') 

bestimmt  ist,  so  sind  die  Charaktere  %  hierdurch  zu  einer  mit  S 
isomorphen  Gruppe  verbunden.  Das  Einheitselement  in  dieser 
Charaktere ngruppe  ist  der  Einheitscharakter. 

Es  lässt  sich  hiernach  auch  die  Gruppe  der  Charaktere 
durch  eine  Basis  darstellen,  die  man  erhält,  wenn  man 

(16)  X,  (A)  =:  £?,  X,  (A)  =  4'  ...  X,(A)  =  £^ 
setzt.     Dann  ist  jeder  Charakter  in  der  Form  enthalten: 

(17)  Xb  =  X^X^...X^, 

und  es  ist,  wenn  B,B'  zwei  Elemente  in  S  sind: 

(18)  XbXb>  =  Xbb'- 

Sind  X-i^,  X2  irgend  zwei  der  Charaktere  und  X1X2  der  aus 
beiden  zusammengesetzte,  so  ist  nach  (15)  für  jedes  Element  A 

(19)  X,(A)  X,{A)  =  X,X,(A). 
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Wir  wollen  das  gewonnene  Resultat  noch  als  Satz  aus- 
sprechen : 

5,  Die  Charaktere   einer  Gruppe  S  können   zu  einer 
mit  S  isomorphen  Gruppe  verbunden  werden. 

Es  sei  noch  der  Satz  erwähnt,  der  sich  aus  der  Definition 
von  Xb  durch  die  Formel  (13)  unmittelbar  ergiebt: 

(20)  Xb{ä)  =  Xj,{B). 
Endlich  gilt  auch  noch  der  folgende  Satz: 

6.  Durchläuft  A  alle  Elemente  der  Gruppe  S^  so  ist 
für  einen  feststehenden  Charakter  %: 

A 

(21)  2z(^)  =  ^^  oder  =  0, 

je  nachdem  %  der  Einheitscharakter  ist  oder 
nicht.  Ebenso  ist,  wenn  das  Element  A  fest- 
gehalten wird  und  %  die  Reihe  der  Charaktere 
durchläuft: 

(22)  ^l{^)  =  >^  ot^ei'  =  0, 

je  nachdem  A  das  Einheitselement  ist  oder 
nicht. 

Für  den  Fall,  dass  %  oder  A  die  Einheitselemente  ihrer 
Gruppen  sind,  sind  die  Formeln  (21)  und  (22)  evident,  da  dann 
jedes  der  n  Glieder  der  Summe  den  Werth  1  hat.  Ist  aber  i 
nicht  der  Einheitscharakter,  so  giebt  es  ein  Element  B  in  5,  so 
dass  x{B)  nicht  =  1  ist.     Setzen  wir  dann 

so  folgt  durch  Multiplication  mit  %  {B) : 

^lx{A]i)  =  6i{B). 
Da   aber  AB  zugleich  mit  A  die   ganze   Gruppe  S  durch- 

A 

läuft ,   so  ist  auch   ^i{AB)  =  (? ,   also   6\\  —% {B)\  =  0   oder 
0  =  0,  w.  z.  b.  w. 

Ebenso  beweist  man  die  Formel  (22),  die  übrigens  auch 
nach  (20)  unmittelbar  aus  (21)  folgt. 
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§•   12. 

Divisoren  einer  Abel'schen  Gruppe. 
Reciproke   Gruppen. 

Ein  Theiler  T  einer  Abel'schen  Gruppe  S  ist,  wie  schon 
oben  bemerkt,  immer  ein  Normaltheiler,  und  daher  giebt  es  nach 
§.  4  eine  zu  T  complementäre  Gruppe 

SIT, 
deren  Elemente  die  Nebengruppen  von  T  sind,  nämlich 

(1)  T,  TA\  TA"  .  .  ., 

worin  A\  A"  ,  .  .  gewisse  Elemente  aus  S  bedeuten.  Die  Anzahl 
der  Elemente  (1),  also  der  Grad  der  Gruppe  S/T  ist,  wenn  t 
der  Grad  von  T  ist,  gleich  dem  Index  des  Theilers  T  von  6', 
also  gleich  ^ 

T  =  > 
Diese  Gruppe  S/T  ist  aber  selbst  wieder  eine  Abel'sche; 
denn  es  ist 

TA'  TA"  =  TA'A",    TA"  TA'  =  TA"A', 

also  beides  einander  gleich. 

Es  sind  nun  die  Charaktere  der  Gruppe  S/T  zu  bestimmen. 
Wir  bezeichnen  die  Elemente  dieser  Gruppe  mit 

(2)  T,  T„  T,...  Tj_„ 

und  einen  ihrer  Charaktere  mit  |(Ti). 

Aus  dieser  Function  |(T)  können  wir  nun  eine  Function  ^(A) 
der  Elemente  von  S  ableiten,  indem  wir 

(3)  ^(A,)  =  HTi) 

setzen,  wenn  Ai  irgend  ein  in  der  Nebengruppe  Ti  vorkommendes 
Element  ist.     Für  die  Elemente   der  Gruppe  T  selbst  ist  dann 

1(4)  =  1. 

Diese  Function  |(J.i)  ist  aber  unter  den  Charakteren  von  S 
enthalten.  Denn  wenn  Ai  in  Ti  und  Au  in  T^  vorkommt,  so 
kommt  AtAjc  in  TiT^  vor,  und  folglich  ist 

(4)  I  (Ai)  I  (An)  =  HTi)^  {Tu)  =  |  (T,  T,)  =  |  (Ai  A). 

Dies  aber  ist  nach  §.  11,  (4)  die  Definition  für  einen  Charakter 
von  S. 
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Wenn  umgekehrt  einer  der  Charaktere  %  =  t  <^6r  Gruppe  S 
für  alle  Elemente  der  Gruppe  T  denselben  Werth  hat,  so  kann 
dies  nur  der  Werth  1  sein,  da  in  T  sicher  das  Einheitselement 
von  S  vorkommt  (§.  11,  2.).  Wenn  dann  Äi  irgend  ein  Element 
aus  Ti  ist,  und  A  die  ganze  Gruppe  T  durchläuft,  so  durchläuft 
ÄÄi  die  Nebengruppe  Ti.  Es  ist  dann  aber  ^(A)  =  1  und 
folglich 

(5)  HÄÄi)  =  UÄi). 

d.  h.  I  (Ä)  hat  für  alle  Elemente  einer  Nebengruppe  Ti  einen 
und  denselben  Werth,  und  ^{A)  kann  also  als  Function  von  Ti 
aufgefasst  und  mit  t{Ti)  bezeichnet  werden. 

Da  nun,  wenn  Ai  in  Ti  und  Au  in  T/,  vorkommt,  AiAk  in 
Ti  Tu  enthalten  ist,  so  folgt 

(6)  ^(T,)^{T,;)=:^{TiT,), 

d.  h.  1(21)  ist  unter  den  Charakteren  der  Gruppe  ST  ent- 
halten. Es  giebt  also  genau  j  solche  Charaktere  |(^),  die  da- 
durch definirt  sind,  dass  sie  für  jedes  Element  in  T  den  Werth  1 
haben.  Diese  j  Charaktere  |  bilden  nach  der  Composition  der 
Charaktere  eine  Gruppe;  denn  ist  |i  (^)  =  1,  |2(^)  =  1^  so  ist 
auch  lilaC^)  =  1  [§.  11,  (18)].  Da  die  Functionen  |  nach  (4) 
auch  als  die  Charaktere  der  Gruppe  SjT  aufgefasst  werden 
können,  so  ist  nach  §.  11,  5.  die  Gruppe  der  t,  mit  der  Gruppe 
SjT  isomorph. 

Damit  ist  also  der  folgende  Satz  bewiesen: 

7.  Hat  eine  AbeTsche  Gruppe  S  einen  Theiler  T 
vom  Grade  t  und  vom  Index  j,  so  giebt  es  unter 
den  Charakteren  von  S  genau  j  und  nicht  mehr, 
die  für  alle  Elemente  von  T  den  Werth  1  haben, 
während  für  jedes  nicht  in  T  enthaltene  Element 
von  S  wenigstens  einer  von  ihnen  von  1  ver- 
schieden ist.  Diese  Charaktere  bilden  eine  mit 
>S^/T  isomorphe  Gruppe. 
Wir  wollen  diese  Charaktere  zur  Gruppe  T  gehörig 
nennen. 

Da  jeder  Charakter  1b  einem  bestimmten  Elemente  B  von  S 
entspricht,  so  wird  auch,  wenn  %b  die  Gruppe  der  zu  T  ge- 
hörigen Charaktere  durchläuft,  B  wegen  der  Formel  §.  11,  (18) 
eine  Gruppe  durchlaufen,  die  vom  Grade  ^'  und  mit  der  Gruppe 
der  %B  und  also  auch  mit  der  Gruppe  SJ  T  isomorph  ist.     Diese 

Weber,  Algebra.     II.  A 
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Gruppe  der  B,  die  also  auch  ein  Theiler  von  S  ist,  wollen  wir 
mit  U  bezeichnen  und  die  zu  T  reciproke  Gruppe  nennen. 
Auch  hier  ist  aber  zu  bemerken,  dass  der  Begriff  der  reciprokeu 
Gruppe  im  Allgemeinen  von  der  Wahl  der  Basis  und  der  Ein- 
heitswurzeln s  abhängt,  also  nicht  zu  den  Gruppen  S  und  T  als 
solchen  gehört. 

Die  zu  T  reciproke  Gruppe  ist  durch  folgenden  Satz 
charakterisirt : 

8.  Lässt  man  Ä  die  Elemente  eines  Theilers  T  von 
S  durchlaufen  und  sucht  alle  Elemente  B  von  aS, 
die  für  jedes  Ä  der  Bedingung 

(7)  Xb(ä)  =  1 

genügen,  so  durchläuft  B  die  Elemente  der  zu  T 
reciproken  Gruppe  U,  deren  Grad  gleich  dem 
Index  von  T  ist. 

Nach  dem  Satze  §.  11,  (20)  ist  T  die  reciproke  Gruppe 
zu  ü",  die  Beziehung  dieser  beiden  Gruppen  also  eine  gegen- 
seitige. 

Von  diesen  reciproken  Gruppen  gilt  noch  der  Satz: 

9.  Ist  T'  ein  Theiler  von  T,  so  ist  umgekehrt  die 
reciproke  Gruppe  U  von  T  ein  Theiler  der  zu  T' 
reciproken  Gruppe   ü'. 

Denn  jedes  Element  Ä'  von  T'  ist  zugleich  in  T  enthalten, 
und  folglich  ist,  wenn  B  die  Gruppe  U  durchläuft,  Xß  (Ä')  =  1 . 
Es  muss  also  B  in  der  Gruppe   U'  vorkommen. 

Wählt  man  aus  der  Gesammtheit  der  Charaktere  x  eine 
beliebige  Anzahl  Si,  I2  •  •  •  la  aus,  gleichviel  ob  sie  eine  Gruppe 
bilden  oder  nicht,  so  bilden  alle  Elemente  J.,  die  den  fi  Bedin- 
gungen 

(8)  li(^)-  1,  |,(^)=l,...|u(^)==l 
genügen,  eine  Gruppe,  weil  aus  ^i(Ä)  =  1,  ^i{Ä')  =  1  folgt,  dass 
auch  ^i(ÄÄ')  =  1  ist.  Wenn  die  |i,  I2  •  •  •  1»  keine  Gruppen 
sind,  so  folgen  aus  den  Gleichungen  (8)  noch  so  viele  weitere 
|u  +  i  (Ä)  =  1  .  .  .,  dass  die  |i,  I2  •  •  •  1«  zu  einer  Gruppe  ergänzt 
werden. 

10.    Aus  dem  Theorem  7.  folgt,  dass  man  so  alle  mög- 
lichen Theiler  von  S  erhalten  kann. 
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Es  ist  vielleicht  erwünscht,  diese  Sätze  an  einem  einfachen 
Beispiele  zu  erläutern.  Es  sei  der  Grad  der  Gruppe  S  das  Qua- 
drat einer  Primzahl  n  =  p-.  Dann  hat  S  entweder  nur  die  eine 
Invariante  ^>^  und  ist  dann  cyklisch : 

a)  ^  =  1,  Ä,  A^  ,.,  Ai^'-\ 

oder  es  hat  S  zwei  Invarianten,  die  beide  gleich  p  sind;  dann 
besteht  S  aus  den  Elementen: 

b)  S  =  Äi'ÄoJ,    «i,  «2  =  0.  1  ...  p  —  1. 
Im  Falle  a)  erhalten  wir  die  p2  Charaktere 

wenn  8  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  e^'^'  =  1  ist.  Nehmen 
wir,  um  nach  dem  Satze  10.  die  Theiler  von  S  zu  bilden,  einen 
der  Charaktere  Xß-,  in  dem  ß  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  wird 
Xb(ä")  nur  dann  =  1  sein  können,  wenn  «  durch  p^  theilbar 
oder  also  =  0  ist,  d.  h.  wir  bekommen  nur  den  aus  dem  Einheits- 
elemente bestehenden  Theiler  von  S.  Nehmen  wir  aber  ß  =  p  ß' 
durch  p,  aber  nicht  durch  p^  theilbar  an,  so  wird  Xp,if(Ä")  dann 
und  nur  dann  =  1,  wenn  a=pa'  durch  p  theilbar  ist.  Wir 
erhalten  also  den  Theiler 

T  =  l,  Ai',  Ä^p  .  .  .  ^o>-i)i^, 

und  der  zu  T  reciproke  Theiler  U  ist  hier  mit  T  identisch. 

Im  Falle  b)  müssen  wir,  um  die  Charaktere  zu  bilden,  zwei 
jp*®  Einheitsw^urzeln  f.^i,  f.^^  annehmen,  und  erhalten,  wenn 

B^Al'A^' 
gesetzt  ist, 

XB{At'AS')=  s"'^'  +  "'\ 

Setzen  wir  zwei  dieser  Charaktere  =  1,  also 

«1  ßl    ~h  "2  ß'2   ^  0?      ^l  ßl  +   ^'2  ß2  ^  0, 

so  folgt,  wenn  die  Determinante  ßiß'o  —  /Sg /3i  nicht  durch  p 
theilbar  ist,  dass  a^  und  «2  durch  p  theilbar  sein  müssen.  Ist 
aber  die  Determinante  durch  })  theilbar,  so  ist  die  eine  dieser 
beiden  Congruenzen  eine  Folge  der  anderen.  Im  ersten  Falle 
bekommen  wir  also  eine  Gruppe,  die  nur  aus  dem  Einheits- 
elemente besteht.  Wir  erhalten  daher  alle  von  1  und  S  ver- 
schiedenen Theiler  T-i^j^,  wenn  wir  für  ein  feststehendes  /3i,  ß.^ 
die  «j,  «2  auf  alle  möglichen  Arten  der  Congruenz 
(9)  «i  ß^  +  «2  ß2  ^  0  (mod  p) 

4* 
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gemäss  bestimmen.  Ist  w^,  «.,  eine  Lösung  dieser  Congruenz,  in 
der  nicht  beide  Zahlen  Null  sind,  so  erhalten  wir  alle  Lösungen, 
wenn  wir  in  ha^^  ha.^  den  Factor  /^  die  Reihe  der  Zahlen 
0,  1  .  .  .  i>  —  1  durchlaufen  lassen,  und  die  Gruppe  T  wird  also, 
wenn  «i,  r/.^  ein  festes,  der  Bedingung  (9)  genügendes  Werth- 
paar  ist, 

(Ä',^Ä",^f,       /.  =  0,  1,  ...p-1. 

Die  reciproke  Gruppe  U  erhält  man,  wenn  man  alle  Werthe 
der  ß  sucht,  die  der  Bedingung  (9)  genügen,  und  man  findet 
also  die  Gruppe  Ü  in  der  Form 

(A('  A't)",      Ä  =  0,  1,  .  .  .  j,  -  1, 

worin  a^,  cc^^  /J^,  ß^  jetzt  vier  feste,  der  Bedingung  (9)  genügende 
Zahlen  sind.  Setzt  man  /3i  =  0,  /32  =  1,  «^  =  1 ,  «2  =  0,  so 
erhält  man  den  besonderen  Fall  der  beiden  reciproken  Gruppen 

^?,  Ä2,  /i  =  0,  1,  .  .  .j)  —  1. 

§.  13. 
Die  Geschlechter  in   einer  Abel'schen  Gruppe. 

Ein  Element  einer  Abel* sehen  Gruppe  S^  das  mit  seinem 
entgegengesetzten  identisch  ist,  dessen  zweite  Potenz  also  gleich 
dem  Einheitselemente  ist,  wird  ein  zweiseitiges  Element  1) 
genannt.  Das  Einheitselement  gehört  also  immer  zu  den  zwei- 
seitigen. 

Stellen  wir  die  Elemente  von  S  durch  eine  Basis  Ä^^A.2...Av 
dar,  deren  Elemente  die  Grade  «i,  ch  .  .  .  ch  haben,  so  wird 

(1)  A  =  A^t^  At'  .  .  .  ^v-' 

dann  und  nur  dann  ein  zweiseitiges  Element  sein,  wenn 

(2)  2  «3^  ^  0  (mod  6(1),  2  W.2  ^  0  (mod  a.2),  ...  2  «^  ^  0  (mod  a,). 

Wenn  nun  unter  den  Invarianten  der  Gruppe  l  mal  eine 
Potenz  von  2  vorkommt,  so  können  wir  die  Basis  von  S  so  ge- 
ordnet annehmen,  dass  a^,  6/2  •♦  •  <^/.  gerade,  a;.4-i  .  .  .  a^  ungerade 
Zahlen  sind.     Dann  ergeben  sich  die  Lösungen  von  (2): 


^)  Tergl.  Bd.  I,  S.  390,  Aniiierkung. 
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Wi  Ol  7]i  «2  17;  ((}. 

«1  =  ^2     '  "2  =     Y    '  '  '  '^'  ^      2     '  '^'"'  ==  0  ...«.  =  U, 

worin  >?i,  ??2  •  •  •  J?/  gleich  0  oder  gleicli  1  sein  können,  und  man 
erhält  alle  zweiseitigen  Elemente  in  der  Form 

'.1  "1       '.gt'g  ». ;  t' ;. 

.4,^    A.^    .  .  .  A~, 

und  ihre  Anzahl  ist,  da  alle  Conibinationen  von  0  und  1  für  die 
Exponenten  }]  zulassig  sind,  =  2'. 

Ist  X  öiii  beliebiger  Charakter  von  S,  so  ist,  wenn  Ä  ein 
zweiseitiges  Element  ist,  x(A)  =  ±  1^  da 

ist. 

Ebenso  nennen  wir  einen  zweiseitigen  Charakter  einen 
solchen,  der  in  der  Gruppe  der  Charaktere  ein  zweiseitiges  Ele- 
ment ist.  Da  die  Gruppe  der  Charaktere  mit  der  Gruppe  S 
isomorph  ist,  so  giebt  es  ebenso  viele  zweiseitige  Charaktere  als 
zweiseitige  Elemente,  nämlich  2'.  Sie  werden  nach  §.  11,  (17) 
dargestellt  durch: 

3fj2      X,J       ...    X~^. 

Die  zweiseitigen  Charaktere  haben  für  jedes  Ele- 
ment den  Werth  ±  1. 

Die  zweiseitigen  Elemente  bilden  für  sich  eine  Gruppe  T 
vom  Grade  2\  Ebenso  bilden  die  zweiseitigen  Charaktere  eine 
damit  isomorphe  Gruppe,  und  man  erhält  die  zu  T  reciproke 
Gruppe  U,  wenn  man  alle  Elemente  A  aufsucht,  für  die  alle 
zweiseitigen  Charaktere  den  Werth  -|-  1  haben.  Diese  Gruppe, 
die  nach  §.  12,  7.  ein  Theiler  von  S  vom  Index  2^-  ist,  ist  nach 
der  letzten  Definition  weder  von  der  Wahl  der  Basis  noch  von 
den  die  Charaktere  darstellenden  Einheitswurzeln  abhängig,  und 
ist  durch  die  Natur  der  Gruppe  S  vollständig  bestimmt.  Be- 
zeichnen wir  sie  mit  (r,  so  ist  das  System  der  Nebengruppen 

(3)  (t,  Gl,  Gj  .  .  .  6^2^-1 

dadurch  charakterisirt.  dass  für  alle  Elemente  eines  dieser 
Systeme  die  zweiseitigen  Charaktere  ein  und  dasselbe  Werth- 
system  ergeben.  Die  Systeme  G,  Gi,  Go  -  -  werden  die  in  S 
enthaltenen  Geschlechter  (Genera)  genannt.  Die  Gruppe  G 
speciell  heisst  das  Haupt  geschlecht. 
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Die  Anzahl  der  Geschlechter   ist  also   so   gross,  wie 
die  Anzahl  der  zweiseitigen  Elemente  i). 


§•  14. 

Indices  nach  einer  ungeraden  Primzahlpotenz 
als   Modul. 

Das  wichtigste  Beispiel  einer  commutativen  Gruppe  bieten 
die  natürlichen  Zahlen,  wenn  sie  durch  die  gewöhnliche  Multi- 
plication  mit  einander  verbunden  werden. 

Um   daraus    eine   endliche   Gruppe   abzuleiten,   nehmen   wir 
eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  m  als  Modul  an  und  zerlegen 
m  in  seine  Primfactoren 
(1)  m  =  2^q^iql'^  .  .  ., 

worin  f[i^  <h  -  •  •  verschiedene  ungerade  Primzahlen,  A,  Xi,  X2  .  .  . 
positive  Exponenten,  l  möglicherweise  auch  die  Null,  närnlich 
wenn  m  ungerade  ist,  bedeuten. 

Nun  werden  alle  Zahlen,  positive  sowohl  als  negative,  die 
nach  dem  Modul  m  unter  einander  congruent  sind,  in  eine 
Zahlclasse  vereinigt,  und  jede  dieser  Zahlclassen  wird  durch 
einen  Repräsentanten,  etwa  durch  den  Rest  der  Division,  also 
durch  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  ...  m  —  1,  dargestellt. 

Sind  a  und  a'  zwei  Zahlen  einer  solchen  Classe  und  h  und  h' 
zwei  Zahlen  einer  zweiten  Classe,  so  gehören  auch  die  Producte 
ah  und  a'h'  in  dieselbe  Classe.  Denn  ist  a  ^  a\  h  ^  h\  so  ist 
auch  ah  -^  a'h'  (mod  m).  Durch  die  Multiplication  werden  also 
nicht  bloss  die  Zahlen,  sondern  auch  die  Classen  componirt. 

Trotzdem  bilden  diese  Zahlclassen  in  ihrer  Gesammtheit 
noch  keine  Gruppe;  denn  aus  einer  Congruenz 

ah  ^  ac  (mod  m) 
folgt  nur  dann  nothwendig  h  ^  c^  wenn  a  relativ  prim  zu  m 
ist.     Es   ist   also    die    Forderung    §.    1,  3.   hier   im    Allgemeinen 
nicht  erfüllt. 

Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler,  den  eine  Zahl  a  mit 
m  hat,  ist  bei   der   ganzen   durch   a  repräsentirten  Classe   der- 


1)  Gauss  hat  in  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  diese  Begriffe 
zuerst  eingeführt,  und  den  Ausdruck  „Genera"  gebraucht.  Disqu.  arithm. 
art.  228  f. 
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selbe,  und  kann  der  Theiler  der  Classe  genannt  werden.  Sind 
d,,  d'  die  Theiler  zweier  Classen  a,  «',  so  ist  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  in  und  dd'  der  Theiler  der  Classe  aa'. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Zahlclassen,  deren  Zahlen  relativ 
prim  zu  m  sind,  durch  Composition  immer  wieder  solche  Zahl- 
classen ergeben,  und  für  diese  ist  dann  auch  die  Forderung 
§.  1,  3.  erfüllt. 

1.  Die  Zahlclassen,  deren  Individuen  relativ  prim 
zum  Modul  sind,  bilden  also  bei  der  Composition 
durch  Multiplication  eine  AbeTsche  Gruppe. 

Diese  Gruppe  ist  der  Gegenstand  unserer  Betrachtungen, 
wobei  unser  Hauptziel  die  Bestimmung  einer  Basis  sein  soll. 

Wir  wollen  jede  Zahlclasse,  die  nur  zu  m  theilerfremde 
Zahlen  enthält,  mit  N  bezeichnen,  und  die  Gruppe  der  Zahl- 
classen iV,  deren  Existenz  wir  jetzt  nachgewiesen  haben,  mit  51. 
Mit  n  wollen  wir  jede  zu  m  theilerfremde  Zahl  bezeichnen. 

Der  Grad  dieser  Gruppe  ist  so  gross,  wie  die  Anzahl  der 
relativen  Primzahlen  zu  w,  die  zugleich  positiv  und  nicht  grösser 
als  m  sind,  und  diese  Zahl  haben  wir  in  §.  132  des  ersten  Bandes 
bestimmt.     Sie  ist 

(2)  II  =  cp(m)  =  V-'  <i\'-'{^-h  -  1)  <i^-^i^-^  •  •  . 

oder 

=  5?-M^ii  -  1)  ^i^^-H^2- 1)  •  .  o 
wenn  A  =  0  ist. 

Der  Grad  eines  Elementes  ÜY  dieser  Gruppe  ist  der  kleinste 

positive  Exponent  e,  zu  dem  man  einen  Repräsentanten  n  von  ^ 

erheben   muss,   damit  n^  der  Einheit  congruent  wird   nach   dem 

Modul  m.     Da  jedes  e  ein  Theiler  des  Grades  der  Gruppe  g?(w) 

sein    muss,    so    folgt    der    verallgemeinerte    Fermat'sche 

Lehrsatz: 

(3)  n '/'('»)  =  1  (mod  m\ 

eine  Formel,  die  für  jede  zu  m  theilerfremde  Zahl  n  gilt. 

Ist  nun  (i  einer  der  ungeraden  Primfactoren  von  wi,  und  <i^- 
die  höchste  in  m  aufgehende  Potenz  von  (/,  so  nehmen  wir  eine 
primitive  Wurzel  (j  von  (i  an,  die  wir,  wenn  x  grösser  als  1 
ist,  so  wählen,  dass  (ß  —  g  nicht  durch  c^-  theilbar  ist  (Bd.  I, 
§.  184).  Der  Kürze  wegen  wollen  wir  eine  dieser  letzten 
Bedingung  genügende  Zahl  (j  eine  primitive  Wurzel  von  72 
nennen. 


56  Zweiter  Abschnitt.  §.  14. 

Ist  nun  X  ==:  1,  so  sind  nach  der  Definition  von  g  die  Zahlen 

1,  9.  9'  '■'  9'-' 
nach  dem  Modul  (j  alle  von  einander  verschieden,  während  g'i—'^ 
wieder  congruent  mit  1  ist. 
Ist  aber  x  >  1,  so  ist: 
(4)  g^-^  =  l+hq, 

und  nach  unserer  Voraussetzung  über  g  ist  h  nicht  durch  q 
theilbar.  Wenn  wir  die  Gleichung  (4)  in  die  Potenz  q  erheben, 
und  rechts  den  binomischen  Lehrsatz  anwenden,  so  ergiebt  sich 

also  ^ 

(5)  ^'^(^i-i)  =  l  +  /^l3^ 


worin 


nicht  durch  q  theilbar  ist.  (Das  wäre  für  r/  =  2  nicht  mehr 
richtig  und  darum  verlangt  die  Primzahl  2  eine  andere  Be- 
handlung.) 

Erheben  wir  (5)  nochmals  in  die  <f^  Potenz,  so  ergiebt  sich 
gci^i^-x)  ^  1  ^luq^, 
und  so  können  wir  fortfahren  und  erhalten   für  jeden  beliebigen 
positiven  Exponenten  X 

(6)  ^5^-1  Cz-i)  =  1  +/u/-, 

worin  }i  eine  durch  q  nicht  theilbare  ganze  Zahl  ist.  Setzen 
wir  zur  Abkürzung: 

(7)  ^.-l(,^_l)    =    g,(g>^)    =.    c, 

so  ist  also 

(8)  g^  =  1  (mod  ff), 

und  es  ist  noch  nachzuweisen,  dass  c  der  kleinste  positive  Ex- 
ponent ist,  für  den  die  Congruenz  (8)  erfüllt  ist.  Nehmen  wir 
an,  es  sei  e  dieser  kleinste  Exponent,  also 

(9)  g^=\  (mod  q% 

so  muss  e  ein  Theiler  von  c  sein,  weil  sonst  die  Congruenz  (8) 
auch  erfüllt  wäre,  wenn  c  durch  den  Rest  der  Division  von  c 
durch  e,  der  kleiner  als  e  ist,  ersetzt  wird. 

Andererseits  muss  e  durch  q  —  1  theilbar  sein,  weil  die  in 
(9)  enthaltene  Congruenz  g^  ^  1  (mod  q)  nur  für  solche  Ex- 
ponenten, die  durch  q  —  1  theilbar  sind,  besteht. 
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Es  ist  also  e  von  der  Form  q^~'^{q — 1)  mit  einem  posi- 
tiven L  Dass  aber  A  nicht  kleiner  als  x  sein  kann,  folgt  aus  (6), 
woraus  zu  sehen  ist,  dass  q^-  die  höchste  Potenz  von  q  ist,  die 
in  der  Differenz 

aufgeht.     Es  ist   also  c  die   kleinste   positive   Zahl,  für  die   die 

Congruenz  (8)  erfüllt  ist,  und  damit  ist  gleichbedeutend,  dass 
die  Zahlen 

(10)  h  g,  g'^  ...  g^-' 

alle  incongruent  sind  nach  dem  Modul  q'';  g  kann  also  auch  als 
primitive  Wurzel  von  q''-  bezeichnet  werden. 

Die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Reihe  (10)  ist  gleich  c.  Ebenso 
gross  ist  aber  auch  die  Anzahl  der  nach  dem  Modul  q''-  incon- 
gruenten,  durch  q  nicht  theilbaren  Zahlen  n,  und  damit  ist  be- 
wiesen : 

2.  Wenn  q  eine  ungerade  Primzahl,  n  eine  beliebige 
durch  q  nicht  theilbare  Zahl,  g  eine  primitive 
Wurzel  von  q^  und  x  ein  positiver  Exponent  ist, 
so  lässt  sich  eine  und  nur  eine  Zahl  y  nach  dem 
Modul  c  bestimmen,  die  der  Congruenz 

n  ^  g''  (mod  r/) 
genügt. 

Die  Zahl  c  ist  immer  durch  2  theilbar,  und  wir  heben  also 
noch  den  besonderen  Satz  hervor,  dass 

(11)  g'^^  =  —  1  (mod  (/) 

ist.     Denn  in  dem  durch  (/^  theilbaren  Producte 

ist  der  erste  Factor  nicht  durch  q""  theilbar,  und  folglich  muss 
der  zweite  Factor  durch  q  theilbar  sein.  Dann  folgt  aber,  dass 
der  erste  Factor  auch  nicht  durch  q  theilbar  sein  kann,  weil 
sonst  auch  die  Summe  der  beiden  Factoren,  also  auch  g  selbst, 
durch  q  theilbar  sein  müsste.  Folglich  muss  der  zweite  Factor 
durch  g^  theilbar  sein. 

Hier  besteht  also  vollständige  Analogie  mit  den  Sätzen  über 
primitive  W\irzeln  und  Indexsysteme,  die  wir  im  §.  136  des 
ersten  Bandes  kennen  gelernt  haben ,  und  man  kann  also  auch 
hier  y  als  den  Index  von  n  für  den  Modul  q''-  bezeichnen. 
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§.  15. 
Indices  für  eine  Potenz  von   2  als  Modul. 

Ein  ähnlicher  Satz  muss  nun  für  die  Potenzen  2^  der  Prim- 
zahl 2  aufgestellt  werden ,  die  sich ,  wie  schon  vorhin  bemerkt, 
anders  verhält. 

Ist  A  =  1,  so  ist  jede  durch  2  nicht  theilbare  Zahl 
n  ^  l  (mod  2).  Ist  A  =  2,  so  ist  —  1  als  primitive  Wurzel  von 
4  aufzufassen,  denn  jede  ungerade  Zahl  n  genügt  einer  der 
Congruenzen 

n  =  (—  1)"  (mod  4), 

worin  «  =  0  oder  =  1  ist. 

Aber  schon  für  den  Modul  8  existirt  keine  primitive  Wurzel 
mehr,  d.  h.  keine  Zahl,  durch  deren  Potenzen  sich  alle  Zahl- 
classen  ungerader  Zahlen  nach  dem  Modul  8  darstellen  lassen. 
Denn  ist  g  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  sind  unter  den  Po- 
tenzen von  y  höchstens  die  beiden  1 ,  y  nach  dem  Modul  8  ver- 
schieden ,  weil  immer  g'^  ^  l  (mod  8)  ist.  Nimmt  man  also  fj 
nicht  congruent  1  und  nicht  congruent  —  1  (mod  8),  also  g  =  S 
oder  ==  5,  so  ist  jede  ungerade  Zahl  einer  der  vier  Zahlen 

(^lygß     «  =  0,1,     ^  =  0,1 
nach  dem  Modul  8  congruent. 

Die  Anzahl  der  Classen  ungerader  Zahlen  nach  dem  Modul 
2^-  ist  2^-1.  Nun  ist  aber  für  jede  ungerade  Zahl  (/,  falls  A>2  ist, 

(1)  g''-^  =  1  (mod  2^0. 

Denn  nehmen  wir  (1)  als  richtig  an  und  setzen  demgemäss 
(/2^-'==  1  4- /j2^ 
und  erheben  ins  Quadrat,  so  folgt: 

Ist  also  die  Formel  (1)  für  k  richtig,  so  ist  sie  es  auch  für 
A  -f-  1,  und  da  sie  für  A  =  3  gilt,  so  gilt  sie  allgemein.  Daraus 
folgt,  dass  unter  den  Potenzen  einer  ungeraden  Zahl  g  höchstens 
2^—2  nach  dem  Modul  2^^  verschiedene  vorkommen  können. 

Andererseits  folgt  aber  leicht  für  g  ■=  b^  dass  5^  ~^  die 
niedrigste  Potenz  ist,  die  nach  dem  Modul  2^-  mit  der  Einheit 
congruent  wird.    Denn  ist  5*^  die  niedrigste  Potenz,  die  der  Ein- 
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heit  congrueiit  ist,   so  ist  e  nach  (1)  ein  Theiler  von  2'"^^  also 
eine  Potenz  von  2,  und   wenn  e  <  V--'^  wäre,  so  müsste 
52^-3  _  j  ^^^^  2^) 

sein.  Dies  ist  aber  nicht  möglich,  denn  es  gilt  für  jedes  A,  was 
grösser  als  2  ist,  die  Formel 

52^-3  =  1  ^  2^-1 /ii) 

mit  ungeradem  /?,  eine  Formel,  die  sich  ebenso  wie  die  Formel  (1) 
durch  vollständige  Induction  beweisen  lässt.  Es  sind  also,  wenn 
A  ^  3  ist,  die  2'— 2  Potenzen 

(2)  •         1,  5,  52  .  .  .  52'"' -1 

nach  dem  Modul  2^  alle  von  einander  verschieden.  Nun  ist  eine 
Relation  von  der  Form  5'»  ^  —  ö''  für  den  Modul  4,  also  um 
so  mehr  für  jede  höhere  Potenz  von  2,  unmöglich,  und  folglich 
sind  die  Grössen 

(3)  -1,-5,  —5-'  .  .  .  —  52'-=^-! 

nach  dem  Modul  2^  sowohl  unter  einander  als  von  den  Grössen 
(2)  verschieden,  und  da  ihre  gesammte  Anzahl  V--^  beträgt,  so 
ist  jede  ungerade  Zahl  einer  und  nur  einer  der  Grössen  (2),  (3) 
nach  dem  Modul  V  congruent. 
Setzen  wir  also 

(4)  a  =  2,     6  ==  2^-2^ 

so  erhalten  wir  folgenden  Satz  für  A  ^  3: 

3.  Für  jede  ungerade  Zahl  n  lässt  sich  ein  nach  dem 
Modulpaar  a,  })  völlig  bestimmtes  Zahlenpaar  «,  /3 
angeben,  so  dass 

n  =  (—1)"  5.^  (mod  2^) 
Avird. 

Der  Fall  A  =  2  kann  hierunter  mit  subsumirt  werden,  weil 
dann  b  =  l  wird  und  /3  =  0  gesetzt  Averden  kann.  Um  auch 
den  Fall  A  =  1  mit  darunter  zu  begreifen,  der  aber  kein  be- 
sonderes Interesse  bietet,  müsste  man  a  =  l,  h  =  l  setzen. 


^)  Wollte  man  an  Stelle  der  Zahl  5  die  Zahl  3  als  Basis  nehmen,  so 
würde  diese  Formel  für  A  =  3  noch  nicht  gültig  sein,  wohl  aber  für  jedes 
grössere  k,  und  daher  könnte  3  als  Basis  ebenso  gut  dienen,  wie  5.  Der 
Grund  für  die  Bevorzugung  der  Basis  5  liegt  darin ,  dass  alle  Potenzen 
dieser  Basis  =  1  (mod  4)  sind. 
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§•  16- 

Die  Gruppen  der  Zahlclassen  nach  einem  zusammen- 
gesetzten Modul. 

Aus  der  Verbindung  der  beiden  Sätze  2.  und  3.  der  beiden 
vorangegangenen  Paragraphen  ergiebt  sich  nun  folgendes  Resultat, 
durch  welches  die  Aufgabe,  die  wir  am  Anfang  des  §.14  gestellt 
haben,  vollständig  gelöst  wird: 

4.    Wenn  der  Modul 

m  ==  2 '''  q^i  ^y J-2  ... 
ist,  und  (/i,  ^2  •  •  •  primitive  Wurzeln  der  Quadrate 
der  Primzahlen  ^/i,  q^  .  .  -  sind,  wenn  ferner 
a  =  2,  b  =  ^/,(p  (2^),  c,  =  cp  (g-),  c,  =  (p  (q^)  .  .  . 
ist,  so  kann  man  für  jede  Zahl  n^  die  zu  m  relativ 
prim   ist,   ein   System    von    Zahlen    «,  /3,  y^,  7-2  ••  ' 
nach   den    Moduln   a,  &,  Cj,  c.2  .  .  .   eindeutig  be- 
stimmen, die  den  Gleichungen 

(1)  n  =  (—iy6ß(mod2^) 

^  g\i  (mod  q^i) 
=  g^^  (mod  g^«) 


genügen.    • 

Die  Zahlen  cc,  ß^  y^^  y.2  •  -  -  heissen  das  System  der 
Indices  von  n  für  den  Modul  m. 

Hier  ist  zunächst  A  ^  3  vorausgesetzt.  Der  Satz  gilt  aber 
auch  für  die  übrigen  Werthe  von  A,  wenn 

für   A  z=  0,  1,     a  =  1,      h  =  1 
„     A  =  2,         a  =  2,      ^^  =  1 
gesetzt  wird.     Für   A  =  0,  1    sind  die  Indices  a  und   ß  =  0  zu 
setzen  oder  auch  ganz  wegzulassen,  für  A  =  2  fällt  ß  weg,  wäh- 
rend oc  gleich  0  oder  gleich  1  sein  kann. 

Um  nun  also  die  Gruppe  5^  der  Zahlclassen  N  nach  dem 
Modul  m  durch  eine  Basis  darzustellen,  bestimme  man  die  Zahl- 
classen 

(2)  A  B,  6\,  C,  .  .  ., 

oder  wenigstens  Repräsentanten  dieser  Classen,  was  immer  mög- 
lich ist,  aus  den  Congruenzen 
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Ä  ^  —  l  (mod  2')     =1  (mod  r/^ij     =  1  (mod  q^i)  .  .  . 
B  =       5         „  =1         „  =1 

C\=      l       „         =y,      „         =1 

a  =  1  „  =1  „  ^  fj2  r>  ♦  •  • 

und  nach   4.  erhält  man  dann  für  jede  Zahl  >?   unserer  Gruppe 

(3)  n  =  Ä"  B^  Ci"  Cl'  ..  .  (mod  m). 

Die  A^  B,  Ci,  6\  .  .  .  sind  also  die  Elemente  einer  Basis  der 
Gruppe  91  von  den  Graden  «,  &,  Oi,  Cg  .  .  . 

Wenn  tn  ungerade  oder  nur  durch  die  erste  Potenz  von  2 
theilbar  ist,  so  fallen  aus  der  Basis  die  beiden  Elemente  J.,  B 
weg.  Ist  ni  durch  4,  aber  nicht  durch  8  theilbar,  so  fällt  B  weg 
und  das  Element  Ä  vom  zweiten  Grade  bleibt. 

5.  Zerlegt  man  die  Zahlen  a,  6,  Ci,  c,  ...  in  Potenzen 
von  einander  verschiedener  Primzahlen,  so  er- 
hält man  die  Invarianten  der  Gruppe  9^ 

Um  die  verschiedenen  Fälle  zusammenzufassen,  bezeichnen 
wir  die  Elemente  der  Basis  (2)  mit 

(4)  (7_i,  Co,  0,...  Cu. 

Hierin  sollen  C_i,  Co  für  Ä  und  B  stehen  und  sind  also 
gleich  1  zu  setzen,  wenn  A  =  0  oder  A  =  1  ist.  Wenn  A  =  2 
ist,  so  ist  B  =  C-i  =  1,  J.  =  fo,  und  wenn  A  >  1  ist,  A  =  (7_i, 
B  =  Co  zu  setzen. 

Die  Grade  dieser  Elemente  seien  mit 

(5)  c_i,  ^0  1  Ci  •  •  .  ^u 

bezeichnet,   und    die    Indices   einer   Zahl   aus  9Z,    die   nach    den 
Grössen  (5)  als  Moduln  zu  nehmen  sind,  mit 

(6)  V-i,  Vo,   Vi   .  .  .  Vu. 

Ist  A  rrr  0  odcr  1,  SO  habcu  v_i  und  Vo  nur  den  Werth  0, 
ist  A  ==  2,  so  hat  v_i  den  Werth  0  und  v^  den  Werth  0  oder  1. 
Ist  A  5  o,  so  hat  v_i  einen  der  beiden  W^erthe  0.  1,  und  Vo 
einen  der  Werthe  0.  1,  2,  .  .  .  c,)  —  1 ;  /tA  ist  immer  gleich  der 
Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  ungeraden  Primzahlen, 
die  in  m  aufgehen.  Wir  wollen,  indem  wir  r_i,  c_i  bei  Seite 
lassen,  Vq,  Vj  ...  Vu  die  den  Primzahlen  2,  qi  ...  qu  entsprechenden 
Indices  von  n  und  Co,  Ci  .  .  .  d  die  denselben  Primzahlen  ent- 
sprechenden  Indexmoduln  nennen.     Diese  Indexmoduln  sind 

Co  --^  9(2'"'),  o  =  9{Qi%  •  •  •  cu  =  qp(a""): 
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und  nur  wenn  A  =  2  ist,  ist  Co  =  2  und  nicht  =  1  zu  setzen. 
Wenn  wir  dann  mit  £_i,  Sq^  fj  .  .  .  Sa  ein  System  primitiver 
Einheitswurzeln  der  Grade  c_i,  Cq,  Ci  .  .  .  Cu  bezeichnen,  und  mit 
/3_i,  /3o,  /3i  ...  ßu  die  Indices  einer  Zahl  6,  so  erhalten  wir  die 
Charaktere  der  Gruppe  5^1  in  der  Form 

Darin  ist  £_i  =  1,  wenn  A  =  0,  1,  2  ist;  in  den  anderen 
Fällen  ist  £_i  =  —  1,  und  £i,  .  .  .  fu  sind  primitive  Einheits- 
wurzeln der  Grade 


Dritter  Abschnitt. 
Die   Gruppe   der  Kreistheilungskörper. 


Die  Resolventen   der  Kreistheilungstheorie. 


O' 


Von  den  Sätzen  über  Abel' sehe  Gruppen  machen  wir  eine 
Anwendung  auf  die  Kreistheilungstheorie  für  den  Fall,  dass  der 
Grad  der  Einheitswurzeln  nicht  eine  Primzahl,  sondern  eine 
höhere  Potenz  einer  Primzahl  ist.  Ist  q  eine  ungerade  Prim- 
zahl und  m  =  rf.,  x  >  1,  so  nehmen  wir  eine  primitive  Con- 
gruenzwurzel  g  von  m  und  setzen  für  jede  durch  q  nicht  theil- 
bare  Zahl  n 

( 1)  n  ^  g^  (med  m). 

Dann  ist  v  der  Index  von  n.  Durchläuft  n  die  Gruppe  91 
der  durch  q  nicht  theilbaren  Zahlclassen  nach  dem  Modul  m 
vom  Grade 

(2)  c  =  (5p(r)  =  r-U^-  1), 

so  durchläuft  v  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  c.  Wir 
nehmen  nun  eine  primitive  m^^  Einheitswurzel  r  und  eine  primi- 
tive &^  Einheitswurzel  b  und  bilden  die  Lagrang e'schen 
Resolventen 

(3)  ■  (£,^r)  =  v,;v,,„^ 

worin  ß  ein  beliebiger  Exponent  ist.  Es  handelt  sich  um  die 
Frage,  wann  eine  solche  Resolvente  verschwinden  kann.  Ist 
X  r=  1 ,  also  m  eine  Primzahl ,  so  verschwindet  sie ,  wie  wir  im 
Bd.  I,  §.  169  gesehen  haben,  für  keinen  Werth  von  ß.  Im  all- 
gemeinen Falle  eines  beliebigen  x  bedeute  n'  eine  beliebige  Zahl 
aus  ^.  Dann  durchläuft  nn'  zugleich  mit  n  die  ganze  Gruppe  5L 
Man  kann  also  in  (3)  n  durch  nn'  ersetzen,  wenn  man  zugleich 


64  Dritter  Abschnitt.  §.  17. 

V  durch  V  -\-  v'  ersetzt,  wenn  v'  den  Index  von  n'  bedeutet. 
Dadurch  folgt  aus  (3): 

n 

und  wenn  man  also  mit  r"'  multiplicirt  und  die  Summe  über  n' 
nimmt : 

(4)  (f-/^,  r)  (f  ;^  r)  =.  Y  £,^ » ^,n'(n  f  d. 
Es  ist  also  zunächst  die  Summe 

n' 

(5)  Ö  =    V    ^n'(n  +  l) 

zu  bestimmen.  Die  Summe  6  verschwindet  aber  immer,  wenn 
n  -\-  \  nicht  durch  g^-^  theilbar  ist  (nach  Bd.  I,  §.  133);  denn 
dann  ist  r*^  +  ^  eine  Einheitswurzel,  deren  Grad  eine  höhere  als 
die  erste  Potenz  von  q^  ist.  ö  kann  also  nur  dann  von  Null  ver- 
schieden sein,  wenn  n  die  Form  hat 

(6)  n  =  —  1  +  i(i'-^  (mod  m\ 

und  dann  wollen  wir  seinen  Werth  mit  ö^  bezeichnen.  Wir  er- 
halten alle  Werthe  von  n  nach  dem  Modul  m,  die  in  der  Form 

(6)  enthalten  sind,  wenn  wir  i  ein  volles  Restsystem  nach  dem 
Modul  q  durchlaufen  lassen,  also  etwa 

(7)  ^  =  0,  1,  2  .  .  .  g  -  1 

setzen.  Die  Summe  ö  besteht  aus  qp  (m)  Gliedern.  Ist  f  =  0,  so 
wird  jedes  dieser  Glieder  =  1  und  es  folgt 

(8)  %  ==  g)(m)  =  r/-  r/-i; 

für  jeden  anderen  Werth  von  t  ist  r"  +  i  eine  primitive  (^^  Ein- 
heitswurzel, und  in  6t  kommt  dann  jede  solche  Einheitswurzel 
<5P  (m)  \ \q  —  1)  =  ^^-1  mal  vor.  Die  Summe  aller  primitiven 
^ten  Einheitswurzeln  ist  aber  gleich  —  1  und  also  folgt  für 
^  =  1,  2  .  .  .  (z  —  1 

(9)  ö.  =  —  (t~\ 
Damit  ist  die  Summe  6  bestimmt. 

Um  aber  den  Werth  der  Summe  in  (4)  daraus  abzuleiten, 
ist  es  noch  nöthig,  den  Index  v  der  Zahlen  n  von  der  Form  (6) 
zu  ermitteln. 

Für  diese  Zahlen  ist  aber 

(f  ^  —  1  (mod  r/^-i), 
und  da  nach  dem  Fermat'schen  Satze  [§.  14,  (11)| 

(10)  (/k^^i^')  =  —  1  (mod  r/) 
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ist,  SO  folgt 

also  V  ^  1, 2  (p  iq")  [med  cp  (5^~*)] ,  da  der  Index  einer  Zahl  für 
den  Modul  q''—^  völlig  bestimmt  ist  nach  dem  Modul  qpfV/-^). 
Es  wird  also 

(11)  V  =  1  2  cp  (qn  +  r  (p  (ff-^)  [mod  cp  (r/)], 

und  hierin  durchläuft  nun,  da  cp  {q")  =  q  cp  ((f-'^)  ist,  r  zugleich 
mit  t  ein   volles  Restsystem   nach  dem  Modul  q.     Dem   Werthe 
t  =  0  entspricht  der  Werth  r  =  0  wegen  (10). 
Es  ist  aber 

wenn  q  eine  primitive  q^^  Einheitswurzel  ist,  also  nach  (11) 

£'■    -^    —    9% 

und  danach  ergiebt  sich  aus  (8)  und  (9): 

(£-.^r)  (a^r)  =  lii  f.^'ö^ 
=  (-  1)'^  (r  -  q:'-')  -  (-  1)'^  ^/-^  i  9'^' 

r 

Nun  hat  die  Summe  ^  ^''.^,  w^nn  ß  nicht  durch  ^  theilbar 

1,9-1 

ist,  den  Werth  —  1,  und  wenn  ß  durch  q  theilbar  ist,  den 
Werth  q  —  1,  so  dass  man  folgendes  Resultat  erhält: 

(12)  (e-^r)  (B.\r)  =  0,  ß  =  0  {mod  q) 

=  (—  lyq^';       ß  nicht  =  0  (mod  q). 

Wenn  also  ß  nicht  durch  q  theilbar  ist,  so  kann  von  den 
Factoren  (a -.V^r  ('"'^O  keiner  verschwinden;  wenn  aber  ß  durch 
q  theilbar  ist,  so  verschwindet  wenigstens  einer  der  beiden  Fac- 
toren. Dass  sie  dann  beide  verschwinden,  zeigt  die  folgende 
directe  Betrachtung  der  Summe. 

Wenn  ß  durch  q  theilbar  ist,  so  ist  für  jedes  ganzzahlige  t 

£.ny  +  t(p(q''--h]     =     £,^»' 

gi<p{q'—h  =  1  -{-  xff-'^  (mod  r/^), 

worin  nun  r  zugleich  mit  t  ein  volles  Restsystem  nach  dem 
Modul  q  durchläuft.  Wenn  man  also  in  (3)  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  ß  durch  q  theilbar  sei,  v  durch  v-\-t(p{q''-^),  d.  h. 
n  durch  n  {\ -\- x  q''-'^)  ersetzt,  so  folgt 

n  

(e?  r)  =   ]^    ^^v^n^nq^-      ^  ? . 

W^  e  b  e  r  ,  Algebra.    II.  5 
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Diese  Summe  ist  also  von  dem  willkürlicli  anzunehmenden  t 
unabhängig.  Summirt  man  hier  von  r  =r  0  bis  x  z=  q  —  1 ,  so 
ergiebt  sicli,  da  v  i-w^/-^^  ==0  ist: 

(13)  (6,^r)  =  0. 
Wir  haben  also  den  Satz: 

1.  Ist  der  Grad  der  Einheitswurzel  r  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl,  so  verschwindet  die 
Resolvente  (f.^,  r)  dann  und  nur  dann,  wenn  ß 
durch  q  theilbar  ist. 

Wir  haben  noch  den  Fall  zu  betrachten,  dass  der  Grad  der 
Einheitswurzel  r  eine  Potenz  von  2  ist.     Wir  setzen  also 

m  =  2^- 

und  nehmen  zunächst  A  ^  3  an.  Dann  können  wir  für  jede 
ungerade  Zahl  n  ein  Indexpaar  v^  v-^  aus  den  Congruenzen 

n  ^  ( —  1)^1  5'  (mod  m) 

bestimmen,  und  zwar  ist  v^  nach  dem  Modul  2,  v  nach  dem 
Modul  2^-2  bestimmt.  Unter  den  Resolventen  verstehen  wir  in 
diesem  Falle  die  Summen 

n 

(14)  ((—  1)^1,  0,^  r)  =  S  (—  1)^'^'^  0■^V^ 

worin  0  eine  primitive  Einheitswurzel  vom  Grade  2^-—'^  bedeutet. 
Nun  verfahren  wir  ganz  ähnlich  wie  vorher.  Wenn  wir  in  (14) 
n  durch  nn'  ersetzen  und  mit  i'i,  v'  die  Indices  von  n'  be- 
zeichnen, so  ergiebt  sich 

n 

(15)  (_  l)-.'?!^'  @-ßr'  (j^_  ly,^  0,?^^^  =  ^  (—  1)^^'^  0^'  r""', 
und  daraus  durch  Multiplication  mit  r"'  und  Summation  nach  n' 

nn' 

(16)  ((—  1)-^S  0- ^  r)  ((—  1>^S  &.\  r)  =3  V  (_  l):^i  r,  ^S  v  ^.„'  (n  +  1). 

Nun  ist  aber  aus  den  oben  angeführten  Gründen 

n' 

V  yn'in  +  1)  _-  Q,  wcuu  w -(- 1  uicht  durch  2'--'^  theilbar  ist, 
=  2^—1  für  n-f-1  =  0(mod2^),  i;  =  0,  Vi=:l, 
=  —2^—1  für  n-f-l  =  2^-^(mod2^),  i/  =  2^-",  Vi  =  l, 

und  danach  giebt  (IG) 

(17)    ((—  \y:\  &~:\ r)  ((—  \)\  &\  r)  =  (—  \y^  2^  /3  =  1  (mod  2) 

=        0         ,/3  =  0(mod2). 
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Dass  im  Falle  eines  geraden  ß  jeder  der  beiden  Factoren  ver- 
schwindet, sieht  man,  wenn  man  in  (15) 

also 

r"'  =  —  r,     W  =  0,     v'  =  2^—3 

setzt.     Dann  giebt  diese  Formel,  da  n  ungerade  ist: 

((-  1>*.,  0.^  r)  =  -  @,'2'-'((_  1>»,,  ©,*,  r). 
Bei  geradem  ß  ist  aber  0,"'~^  :=  -(-  i  und  folglich: 
(18)  (i-l}S01,r)  =  O; 

also : 

2.    Ist  der  Grad  der  Einheitswurzel  r  eine  Potenz 
von   2   und  grösser  als   4,   so  verschwindet   die 
Resolvente   (( — 1)^1,  0.^,  r^   dann  und   nur   dann, 
wenn  ß  gerade  ist. 
Im  Falle  m  =  4,  also  r  =  i,  hat  man  nur  die   zwei  Resol- 
venten i  -\-  «3,  i  —  ^■3,  die  wir  unter  der  Bezeichnung  (( —  1)\  A , 
^  =  0,  1    zusammenfassen   können,   und  es  ist  (( — iy\  {)   dann 
und  nur  dann  =  0,  wenn  /3  =  0  ist. 

§•  18. 
Kreistheilungskörper. 

Die  Theorie  der  Abel' sehen  Gruppen  eröffnet  uns  einen 
tieferen  Einblick  in  die  Theorie  der  Einheitswurzeln  und  der 
daraus  entspringenden  algebraischen  Zahlen. 

Es  möge  jetzt  m  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  sein,  die 
in  ihre  Primfactoren  zerlegt  sei: 

(1)  w  =  2^-2?g?..., 

und  es  sei  r  eine  primitive  m*^  Einheitswurzel.  Den  Fall  A  =  1 
können  wir  ein-  für  allemal  von  unserer  Betrachtung  aus- 
schliessen;  denn  wenn  m  ungerade  ist  und  r  die  primitiven  i>?^^" 
Einheitswurzeln  durchläuft,  so  kommen  darunter  keine  zwei 
entgegengesetzte  vor,  und  —r  durchläuft  die  primitiven  2  m*«" 
Einheitswurzeln. 

r  ist  die  Wurzel  einer  ganzzahligen  irreduciblen  Abel" sehen 
Gleichung  vom  Grade 

(2)  V  =  (p  (m), 

wie  wir  im  §.  134  des  ersten  Bandes  nachgewiesen  haben. 

5* 
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Der  Inbegriff  aller  rationalen  Functionen  von  r  mit  ratio- 
nalen Zahlen  als  Coefficienten  ist  also  ein  Zalilkörper  il(r)  vom 
Grade  v^  den  wir  einen  Kreistheilungskörper  nennen.  Wir 
wollen  aber  den  Begriff  des  Kreistbeilungskörpers  noch  etwas 
allgemeiner  fassen  und  darunter  jeden  Körper  verstehen,  dessen 
Zahlen  lauter  rationale  Functionen  irgend  welcher  Einheits- 
wurzeln sind. 

Den  Körper  f*"'  Grades  Sl(r)^  der  aus  allen  rationalen 
Functionen  einer  m*^"  Einheitswurzel  r  besteht,  nennen  wir  zur 
genaueren  Unterscheidung  den  vollen  Kreistheilungskörper 
der  Ordnung  m  und  bezeichnen  ihn  mit  Sl,„. 

Beliebige  Einheits wurzeln  r,  r',  /"  .  .  .  beliebiger  Grade 
m,  m\  m"  .  .  .  kann  man  immer  auffassen  als  Potenzen  einer  und 
derselben  Einheitswurzel  q,  deren  Grad  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  von  m,  m\  m"  .  .  .  ist.  Demnach  ist  ein 
Kreistheilungskörper,  der  nur  rationale  Functionen  von  r,  r',  r"  . .  . 
enthält,  ein  Theiler  des  vollen  Kreistbeilungskörpers  »^(^),  und 
wir  bekommen  also  alle  überhaupt  existirenden  Kreistheilungs- 
körper, wenn  wir  die  sämmtlichen  Divisoren  aller  vollen  Kreis- 
theilungskörper aufsuchen. 

Die  Galois'sche  Gruppe  des  Körpers  ii„,  besteht  aus  den 
sämmtlichen  Substitutionen 
(3)  (r,  r«), 

wenn  n  jede  nach  dem  Modul  m  genommene  relative  Primzahl 
zu  m  bedeutet.  Denn  die  Kreistheilungsgleichung  i»**^"  Grades, 
deren  Wurzeln  die  r"  sind,  ist  eine  Normalgleichung  und  also 
ihre  eigene  Galois'sche  Resolvente.  Da,  wenn  a.  h  zwei  dieser 
Zahlen  n  sind, 

(r,  r")  (r,  r^')  ==  (r,  r"'') 

ist,  so  ist  diese  Gruppe  isomorph  mit  der  Gruppe  91  aller  Zahl- 
classen  N  der  zu  m  theilerfremden  Zahlen,  die  wir  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  haben. 

Ist  %  ein  Theiler  von  5^,  und  q  eine  zu  %  gehörige  Function 
aus  ^m^  so  ist  der  Inbegriff  der  rationalen  Functionen  von  ^, 
^  (^),  ein  in  Sl,n  enthaltener  Körper. 

Ist  umgekehrt  5i  ein  Theiler  von  ^^  und  q  eine  primitive 
Zahl  des  Körpers  ü,  also  auch  eine  Zahl  in  ü„„  so  kann  ii  als 
der  Inbegriff'  der  rationalen  Functionen  von  q  dargestellt  und 
^lit  ^{q)  bezeichnet  werden. 
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Diese  Function  g  gehört  dann  zu  einer  gewissen  Gruppe  ^, 
die  ein  Theiler  von  91  ist.  Wir  nennen  auch  die  Gruppe  %  und 
den  Körper  SI(q)  zusammengehörig  und  ziehen  daraus  den 
JSatz: 

1.  Zu  jedem  Theiler  %  von  9t  gehört  ein  gewisser 
in  Sl„,  enthaltener  Kreistheilungskörper  SI(q).  und 
umgekehrt  gehört  zu  jedem  Theiler  SI(q)  von  ß,,» 
ein  gewisser  Theiler  ^(  von  9Z  als  Gruppe,  in  dem 
Sinne,  dass,  wenn  a  eine  Zahl  aus  51  ist,  alle 
Zahlen  d e s  K ö r p e r s  .ß (p)  d i e  P e r m u t a t i o n e n  (r,  r") 
gestatten,  und  dass  umgekehrt  jede  Zahl  in  iß,„, 
die  diese  Permutationen  gestattet,  in  SI(q)  ent- 
halten ist. 

Die  Galois'sche  Gruppe  eines  solchen  Körpers  SI(q)  er- 
halten wir  nach  Bd.  1,  §.  156,  wenn  wir  9^  in  das  System  der 
Nebengruppen  zerlegen : 

91  =  51  +  5(1  +  5foH , 

und  die  unter  den  Nebengruppen  %  5(i,  %2  •  •  •  durch  Composition 
mit  den  Elementen  von  91  hervorgerufenen  Permutationen  auf- 
suchen. Diese  Gruppe  ist  aber  nach  §.  4  isomorph  mit  der 
Gruppe  9i,  51,  also  auch  isomorph  mit  der  zu  51  reciproken  Gruppe 
(§.  12),  die  wir  mit  53  bezeichnen  wollen.  Ist  a  der  Grad  von  51 
und-  b  der  von  $,  so  ist  ab  =  v^  und  q  genügt  einer  irreduciblen 
Abel' sehen  Gleichung  vom  Grade  b. 

2.  Wir  bekommen  also  alle  Kreistheilungskörper, 
wenn  wir  zu  jedem  Modul  m  die  sämmtlichen 
Divisoren  5(  der  Gruppe  91  bilden,  zu  jeder  dieser 
Gruppen  5(  eine  zugehörige  Function  q  suchen 
und  daraus  die  Körper  SI{q)  ableiten. 

Es  ist  aber  noch  die  Frage,  ob  bei  diesem  Processe  ein  und 
derselbe  Körper  fl  mehrmals  auftreten  kann,  wodurch  wir  auf 
die  Untersuchung  der  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier  Kreis- 
theilungskörper geführt  werden. 

Nach  der  oben  gegebenen  Definition  ist  wohl  zu  unter- 
scheiden zwischen  der  Gruppe,  zu  der  ein  Körper  Sl  gehört, 
und  der  Galois'schen  Gruppe  des  Körpers;  beide  Gruppen  sind 
zu  einander  reciprok.  So  gehört  der  Körper  Sl„i  selbst  zur 
Einheitsgruppe,  während  seine  Galois'sche  Gruppe  91  ist, 
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Es  gilt  nun  der  Satz : 

3.  Sind  Sl'  und  5i"  zwei  T heiler  von  U^^  die  zu  den 
Gruppen  51'  und  %"  gehören,  so  ist  Sl"  dann  und 
nur  dann  ein  Theiler  von  Sl\  wenn  ^'  ein  Theiler 
von  51"  ist. 

Denn  wenn  ^"  ein  Theiler  von  ii'  ist,  so  müssen  alle  Zahlen 
von  ^"  die  Substitutionen  der  Gruppe  51',  zu  der  ii'  gehört,  ge- 
statten, also  niuss  51'  in  51"  enthalten  sein.  Und  wenn  um- 
gekehrt 51'  in  51"  enthalten  ist,  so  gestatten  alle  Zahlen  von  Sl" 
die  sämmtlichen  Substitutionen  von  51'  und  sind  also  rational 
durch  eine  primitive  Zahl  des  Körpers  Sl'  darstellbar;  d.  h.  *ß" 
ist  in  Sl'  enthalten  (§.  144  des  ersten  Bandes). 

Der  Körper  i^j^  enthält  als  Theiler  alle  Körper  ii^^j,  bei 
denen   m^   ein  Theiler  von   m  ist;   denn   ^^^   besteht  aus  allen 

rationalen  Functionen  von  r*"i.     Nun  ist  dann  und  nur  dann 

m  m 

wenn 

(4)  a  ^  \  (mod  m{). 

Die  Zahlen  a  aus  %  die  der  Congruenz  (4)  genügen,  bilden 
also  die  Gruppe,  zu  der  der  Körper  iß,„j  gehört.  Wir  wollen 
diese  Gruppe  mit  51mi  bezeichnen  und  symbolisch 

(5)  5l„,  =  1  (mod  m,). 

setzen.  Da  der  Grad  des  Körpers  ^^i  gleich  (p  (in^)  ist,  was 
zugleich  der  Index  des  Theilers  %n^  von  5^  ist,  so  ist  der  Grad 
von  5l,ni  gleich  (p  (m)  :  cp  (ni-^). 

Ist  m  =  m-^  m<2  und  m^  relativ  prim  zu  Wg,  so  erhält  man 
alle  Zahlen  von  51,^^  aus  a  =^  1  -f-  xm^,  wenn  man  x  so  bestimmt, 
dass  a  nach  dem  Modul  w.3  mit  allen  relativen  Primzahlen  zu 
W2  congruent  wird.  Daraus  ergiebt  sich  in  Uebereinstimmung 
mit  der  obigen  allgemeinen  Bestimmung  der  Grad  von  51^1  für 
diesen  Fall  =  q)  (^2). 

Sind  nun  aber  mi  und  m^  irgend  zwei  Theiler  von  w,  und 
fi  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  nii  und  w^ai  so  wird 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Körper  ß„ij,  ß,„.^ 
zu  der  Gruppe  gehören,  die  man  als  kleinstes  gemeinschaftliches 
Vielfaches  der  beiden  Gruppen 

(6)  5lw,  ^  1  (mod  m{),    5I„,;  =  1  (mod  m^) 
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erhält.     Das  ist  aber  die  Gruppe 

(7)  %  =  1  (mod  /i), 

d.  h.  die  Gruppe,  die  aus  allen  den  Zahlen  von  91  besteht,  die 
der  Congruenz  a  ^  1  (mod  fi)  genügen.  Denn  zunächst  ist  klar, 
dass  %ni  und  51,,,^  Divisoren  von  5(a  sind.  Also  ist  auch  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache  von  5(„ij  und  5(„,^  in  %c  enthalten. 
Ist  aber  andererseits  «  =  1  -J-  |  ^  irgend  eine  Zahl  in  %u ,  so 
kann  man  die  Zahlen  ^i  =  1  -)-  Xi  m^  in  ^„»^  und  a^  =  1  -f-  3^2  ^n.^, 
in  %„^  so  bestimmen ,  dass  a  ^  «j  %  (mod  m)  wird.  Man  hat 
nur  Ift  =  ^^1  yUj -f- iCg  »^2  zu  setzen,  was  nach  Bd.  I,  §.  118  immer 
möglich  ist.  Es  ist  also  auch  %i  in  dem  kleinsten  gemeinschaft- 
lichen Vielfachen  von  %ni  und  51»,.^  enthalten,  welches  demnach 
^u  selbst  ist.     Daraus  also  der  Satz: 

4.  Sind  m^  und  m.,  irgend  zwei  natürliche  Zahlen 
und  [L  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
nii  und  ^2 ,  so  ist  der  Körper  i^u  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  von  5^,«^  und  ii,,^,  und 
Slmyrn^  ihr  kleinstes  gemeinsames  Multiplum. 

u 

Daraus  folgt  nun:  wenn  zwei  volle  Kreistheilungskörper  ^m 
und  ii,H'  einen  gemeinsamen  Theiler  ^  haben,  und  m'  ist  kleiner 
als  w,  so  muss  es  einen  echten  Theiler  d  von  m  geben ,  so  dass 
fl  auch  ein  Theiler  von  Slß  ist. 

Wir  wollen  einen  Theiler  von  ^,,^  primär  nennen,  wenn  er 
nicht  zugleich  in  einem  vollen  Kreistheilungskörper  i^,»-  von 
niedrigerem  m'  enthalten  ist.  Dann  folgt  also,  dass  man  alle 
nicht  primären  Theiler  von  ii,,^  erhält,  wenn  man  in  Sla  den 
Index  d  alle  echten  Theiler  von  m  durchlaufen  lässt  und  die 
Theiler  von  ii^  aufsucht. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  ^i,  r/.,,  .  .  .  qt  die  sämmtlichen  in  )ii 
aufgehenden  verschiedenen  Primzahlen  (2  eingeschlossen)  und 
setzen 

(8)  tn  =  qinii  =  Qi^h  =  •••==  qrmr^ 

so  ist  jedes  d  Theiler  von  einem  der  m^,  m.2^  .  .  .  tUr,  und  wir  er- 
halten die  nicht  primären  Theiler  von  .ß,«,  wenn  wir  alle  Theiler 
der  Körper 

(9)  ii„H.  i^,„,, . . .  i^„., 

aufsuchen.     Diese  Körper  gehören  aber  zu  der  Gruppe 

(10)     ^i  =  1  (modmi),  Q2  =  ^  (mod  W2),  . . .  §r  =  1  (mod  >;?r), 
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und  also  wird  nach  3.  ein  Theiler  £1  von  Sly^  dann  und  nur 
dann  nicht  primär  sein,  wenn  in  der  zu  ß  gehörigen  Gruppe  % 
eine  der  Gruppen  (>n  Ö21  •  •  •  Qt  enthalten  ist.  Wenn  wir  also 
solche  Theiler  der  Gruppe  91,  die  keine  der  Gruppen  ft,  Ö2  •  •  •  Qr 
als  Theiler  enthalten,  primäre  Theiler  nennen,  so  können  wir 
den  Satz  aussprechen : 

5.  Um  alle  primären  'i' heiler  von  ß,^  ^^1  erhalten, 
hat  man  alle  primären  Theiler  der  Gruppe  ^ 
aufzusuchen  und  die  zugehörigen  Körper  zu 
bilden. 

6.  Wenn  man  aber  alle  primären  Theiler  aller 
vollen  Kreistheilungskörper  aufstellt,  so  er- 
hält man  jeden  Kreistheilungskörper,  und  jeden 
nur  einmal,  und  zwar  jeden  dargestellt  durch 
Einheitswurzeln  möglichst  niedrigen  Grades. 

Der  Körper  ^2m  bat,  wenn  m  ungerade  ist,  gar  keinen  pri- 
mären Theiler  und  ist  mit  Sl,n  identisch.  In  allen  anderen  Fällen 
ist  Slm  wenigstens  sein  eigener  primärer  Theiler. 

Es  ist  für  das  Folgende  noch  erforderlich,  dass  wir  uns 
über  den  Umfang  und  die  Constitution  der  Gruppen  Q  klar 
werden. 

§•  19. 
Primäre  und  nicht  primäre  Theiler  der  Gruppe  5^. 

Wir  bezeichnen  mit  q  irgend  eine  der  in  m  aufgehenden 
Primzahlen  und  setzen  m  =  q  m'.  Dann  betrachten  wir  die 
Gruppe 

Q  ^  l  (mod  m'). 

Um  die  Bedingungen  für  eine  Zahl  in  Q  zu  ermitteln,  wenden 
wir  die  Darstellung  der  Gruppe  5^  durch  eine  Basis  und  die 
Bezeichnungsweise  der  Indices  an,  wie  wdr  sie  im  §.  16  eingeführt 
und  erklärt  haben,  und  bezeichnen  danach  die  zu  Q  reciproke 
Gruppe  mit  P. 

Die  Indices  einer  Zahl  in   Q  bezeichnen  wir  mit 

y-u  yo,  yi^ ' ' '  r«, 

und  einer  Zahl  in  P  mit 
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Dann  müssen  die  y  der  Bedingung  genügen: 

(1)  C'^_~'  Ci'  Ci"  .  .  .  Cl^  =  1  (mod  m'). 

Diese  Bedingung  fordert,  dass  alle  Indices  mit  Ausnahme 
des  der  Primzahl  q  entsprechenden,  den  wir  mit  y  bezeichnen, 
Null  sein  müssen.  In  Bezug  auf  y  ist  aber  zu  unterscheiden,  ob 
q  noch  in  m'  aufgeht  oder  nicht,  d.  h.  ob  q  ein  mehrfacher  oder 
nur  ein  einfacher  Factor  von  m  ist.  Ist  q  nicht  mehr  in  m'  ent- 
halten, so  enthält  die  Congruenz  (1)  gar  keine  Beschränkung 
für  y,  und  y  kann  jeden  Werth  nach  dem  Modul  c,  d.  h.  jeden 
Werth  0,  1,  .  .  .  (/  —  2  annehmen. 

Ist  aber  q  noch  in  m'  enthalten,  also  m  durch  q^-  theilbar, 
und  X  >  1,  so  fordert  die  Bedingung  (1): 

C'  =  1  (mod  g^-i), 
also 

(2)  Y  =  o(rnoA^y 

und  y  kann  also  jeden  der  Wertlie 

,.    c_    '2c  (q-l)c 

erhalten.  Im  ersten  Falle  ist  der  Grad  der  Gruppe  Q  gleich  q — 1, 
im  zweiten  gleich  q. 

Die  Indices  8  einer  Zahl  aus  der  Gruppe  P  erhält  man 
nach  §.  12,  7.  und  §.  16,  (7)  aus  der  Bedingung,  dass  für  alle 
zulässigen  y 

(3)  «1-7''^"'  ^l"^"  ^^'  .  .  •  f.V"'^"  =  1 

sein  soll.  Nach  dem,  was  eben  über  die  Indices  y  bewiesen  ist, 
fordert  aber  (3)  nur  das  eine,  dass  der  der  Primzahl  q  ent- 
sprechende Index  d  durch  q  oder  durch  q  —  1  theilbar  sein 
soll,  je  nachdem  q  mehrmals  oder  nur  einmal  in  m  aufgeht.  Wir 
heben  also  den  Satz  hervor: 

7.  Die  zu  Q  reciproke  Gruppe  F  ist  dadurch 
charakterisirt,  dass  der  q  entsprechende  Index  8 
aller  seiner  Zahlen  durch  q  oder  durch  q  —  \ 
theilbar  ist,  je  nachdem  q  mehrmals  oder  nur 
einmal  in  m  aufgeht. 

Und  daraus: 

8.  Ein  nicht  primärer  Theiler  %  von  5^  ist  dadurch 
charakterisirt,  dass  in  der  reciproken  Gruppe  ^ 
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der  einer  Primzahl  ^  entsprechende  Index  ß 
aller  Zahlen  h  durch  q  oder  durch  q  —  1  theilbar 
ist,  je  nachdem  q  mehrmals  oder  nur  einmal 
unter  den  Primfactoren  von  m  vorkommt. 


§.  20. 
Die  Kreist heilungsperioden. 

Als  die  einfachsten  Functionen,  durch  die  man  die  Kreis- 
theilungskörper  darzustellen  versuchen  kann,  bieten  sich  die 
Kreistheilungsperioden  dar,  die  eine  unmittelbare  Ver- 
allgemeinerung der  im  §.  167  des  ersten  Bandes  betrachteten 
Gauss'schen  Perioden  sind.     Wir  verstehen  darunter  Folgendes. 

Es  bedeute  51  einen  Theiler  der  Gruppe  5^  vom  Index  e  und 
a  durchlaufe  die  Zahlen  von  %  Ist  r  eine  primitive  m^^  Ein- 
heitswurzel, so  heisst  die  Summe 

a 

(1)  }^   r=    V    ^a 

eine  zu  der  Gruppe  %  gehörige  Kreistheilungsperiode 
vom  Index  e. 

Machen  wir  in  (1)  eine  der  Substitutionen  (r,  r"),  so  bleibt 
f]  ungeändert,  wie  unmittelbar  aus  der  Gruppeneigenschaft  der 
a  folgt. 

Um  ^  in  die  zu  51  gehörigen  Nebengruppen  zu  zerlegen, 
müssen  wir  die  Zahlen  1,  ?^l,  Wg,  .  .  .  >^e_l  aus  91  passend  aus- 
wählen, dass  man 

(2)  ^^'^J^s^iin.-J^^n,-^ h5l)ie-i 

erhält.     Machen  wir  dann  in  rj  die  Substitutionen 

(3)  (r,  r),  (r,  r'H),  .  .  .  (r,  r"e-i), 
so  geht  rj  in  die  conjugirten  Perioden 

(4)  7),  i?i,  .  .  .  rje-i 

über,  und  wenn  diese  alle  von  einander  verschieden  sind,  so 
gehört  rj  zur  Gruppe  51.  Der  zu  5t  gehörige  Körper  Sl^tj)  be- 
steht aus  allen  rationalen  Functionen  von  rj^  und  die  Zahlen 
rji  .  .  .  rje—i  gehören  alle  zu  derselben  Gruppe  51. 

Wenn  aber  die  Grössen  (4)  nicht  alle  von  einander  ver- 
schieden sind,  so  gehört  die  Zahl  ri  nicht  zu  der  Gruppe  51,  son- 
dern zu  einer  umfassenderen  Gruppe  51',  von  der  51  ein  Theiler 
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ist.  Um  die  Bedingungen  für  diesen  Fall  zu  ermitteln,  erweitem 
wir  den  Begriff  der  Resolventen,  wie  wir  ihn  schon  im  §.17 
betrachtet  haben,  noch  etwas. 

Wir  lassen  n  die  Reihe  der  Zahlen  der  Gruppe  9^  durch- 
laufen und  bezeichnen  mit  %  (n)  einen  der  Charaktere  dieser 
Gruppe.  Die  erweiterten  Resolventen  sind  dann,  wenn  r  eine 
m^^  Einheitswurzel  ist: 

(5)  ix.r')  =  ix(n)r-. 

Verstehen  wir  unter  33  die  zu  51  reciproke  Gruppe  und  lassen 

b  die  Zahlen  von  33  durchlaufen,  so  giebt  es  nach  §.  12,  7.  eine 
dem  Grade  von  ^  gleiche  Anzahl  von  Charakteren  Xi,,  die  da- 
durch ausgezeichnet  sind,  dass 

Xi,  (a)  =  1 

ist,  für  jede  Zahl  a  aus  der  Gruppe  5(.  Daraus  folgt  dann  nach 
der  Definition  der  Charaktere  §.  11,  (4)  für  jedes  n: 

(6)  X,{an)  =  X,(n\ 

d.  h.  der  Charakter  Xj,  hat  für  alle  Zahlen  einer  jeden  Neben- 
gruppe ^Hj,  51 /?2  •  .  .  einen  und  denselben  Werth.  Demnach  wird 
die  Resolvente  (Xi,  r)  nur  von  den  Perioden  rj  abhängen,  und 
den  Ausdruck  erhalten: 

(7)  (X,,  r)  =  ri  +  X,  (nO  rj,  -] ^  X,  0?,_0  rj,_,. 

Wenn  r]  zu  einer  Gruppe  51'  gehört,  so  gehören  die  con- 
jugirten  Zahlen  %^  rj2<,  .  .  .  >^e_i  zu  derselben  Gruppe  (weil  5('  ein 
Normaltheiler  von  5^  ist,  Bd.  I,  §.  154).  Wenn  also  a'  irgend 
eine  Zahl  aus  51'  ist,  so  bleiben  die  Grössen  >;,  t^j,  y]2^  •  .  •  ^e-i 
durch  die  Substitution  (r,  r"')  ungeändert  und  nach  (7)  ist  auch 

(8)  {X,,  r)  =  (X,,  K). 

Andererseits  erhält  man  aus  (5),  wenn  man  bedenkt,  dass 
a' n  zugleich  mit  n  die  ganze  Gruppe  51  durchläuft, 

(Xi,  r)  =  V  X,(na')r--'  =  X,{a')  v  X,(n)r--' 

=  X,  (a')  (3f„  r-O, 
also  nach  (8): 

(9)  (X,,r)  =  X,(a')(X,,r\ 

Ist  51  nicht  mit  51'  identisch,  sondern  ein  echter  Theiler 
von  51',  so  ist  die  zu  51'  reciproke  Gruppe  53'  ein  echter  Theiler 
von  33  (nach  §.  12,  8.);  wenn  also  b  eine  Zahl  in  53  ist.  die  nicht 
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zugleich   in   33'  enthalten   ist,   so  kann   man   a'  so  wählen,   dass 

tf,  (a')  nicht  .-=  1  ist.     Dann  folgt  aber  aus  (0) 

(10)  (X,,  r)  =  0; 
also  der  Satz: 

1.  Wenn  die  Periode  r}  nicht  zu  31,  sondern  zu  einer 
umfassenderen  Gruppe  W  gehört,  dann  ver- 
schwind e  t  j  e  d  e  R  e  s  o  1 V  e  n  t  e  (5^^ ,  r) ,  wenn  b  eine 
Zahl  aus  33  ist,  die  nicht  in  33'  vorkommt. 

Um  nun  die  Bedingungen  für  diesen  Satz  weiter  zu  ver- 
folgen, müssen  wir  die  Bildungsweise  der  Charaktere  berück- 
sichtigen. 

Wir  wählen  die  Bezeichnung  so,  wie  wir  sie  am  Schluss  des 
§.16  eingeführt  haben.  Dann  ist,  wenn  ^_i,  ^o,  A,  •  •  •  ßu  die 
Indices  von  h  und  v_i,  Vq,  Vi^  .  .  .  Va  die  von  n  sind, 

(11)  X,(n)  =  6^1-1  fj^«"»  F^''  .  .  .  f^VV. 

Bezeichnen  wir  mit  ro,  rj,  .  .  .  r,i  primitive  Einheitswurzeln 
der  Grade  2\  gj^i,  gj'^,  .  .  .  gf;.«,  so  können  wir  jede  primitive  m^^ 
Einheitswurzel  in  der  Form  darstellen  (Bd.  I,  §.  132) 

(12)  r  =  r^Ti  .  .  .  Tu, 

und  wenn  wir  Wq,  ^i,  .  .  .  flu  aus  den  Congruenzen  bestimmen 

(13)  n ^ no  (mod  2 %    n ^  n^  (mod ^jfj^i),  . . .  n^ na (mod g^;,'«) , 

so  zerfallt  (3f?,,  r)  nach  (5)  in  das  Product  der  folgenden  Summen  : 

Wenn  nun  h  eine  Zahl  ist,  die  in  ^,  aber  nicht  in  *Ö'  vor- 
kommt, so  muss  nach  dem  Satze  1.  eine  von  diesen  Summen 
verschwinden. 

Dafür  ist  aber  nach  §.17  die  noth wendige  und  hinreichende 
Bedingung  die,  dass  eine  der  Congruenzen 

(15)       ß,  =  0  (mod  2),     ß,  =  0  (mod  ^0,  •  •  •  ßn  =  0  (mod  q,) 

befriedigt  ist,  und  zwar  eine  solche,  deren  Modul  mehrfach  in  m 
aufgeht. 

Diese  Bedingung  muss  zunächst,  wenn  die  Voraussetzung 
des  Satzes  1.  zutrifft,  für  jede  Zahl  &,  die  in  33,  aber  nicht  in  S' 
vorkommt,  erfüllt  sein.  Ist  aber  h'  eine  Zahl  in  33',  so  ist  für 
jeden   ganzzahligen  Exponenten  x  das  Product  h'^h  in  5^,   aber 
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nicht  in   ^'  enthalten,   und   also   muss,  wenn  ßö^  ß[^  .  .  .  ßü  die 
Indices  von  b'  sind,  fiir  jedes  x  eine  der  Congruenzen 

xßö  +  ßo  =  0(mod   2) 
(16)  a;/^;  +  ^1  =  0  (mod  q,) 


X  ßu  -ir  ßu  =  0  (mod  q,,) 
befriedigt  sein. 

Sind  nun  zwei  Zahlen  /3',  ß  nicht  beide  durch  eine  Prim- 
zahl q  theilbar,  so  kann  man  immer  über  x  so  verfügen,  dass 
xß'  -\-  ß  nicht  durch  q  theilbar  wird;  man  braucht  nur,  wenn  ß 
durch  q  theilbar  ist,  x  durch  q  nicht  theilbar,  und  wenn  ß 
durch  q  nicht  theilbar  ist,  x  durch  q  theilbar  anzunehmen.  Man 
kann  also  x  auch  so  bestimmen,  dass  es  gleichzeitig  mehreren 
solchen  Forderungen  genügt.  Es  folgt  also  aus  (16),  dass  ent- 
weder ßö,  ßo  durch  2  oder  /3i,  ßi  durch  qi  .  .  .  oder  /3Ü,  /3u  durch 
qa  theilbar  sein  müssen;  d.  h.  eine  der  Congruenzen  (15)  muss 
auch  erfüllt  sein,  wenn  b  irgend  eine  Zahl  aus  33  ist,  gleichviel 
ob  sie  in  33'  vorkommt  oder  nicht.  Endlich  folgt  wieder  aus  (16), 
indem  wir  unter  6,  b'  zwei  beliebige  Zahlen  aus  33  verstehen, 
dass  von  den  Congruenzen  (15)  eine  und  dieselbe  für  alle  Zahlen 
aus  33  bestehen  muss.    Dies  können  wir  nun  so  zusammenfassen : 

2.  Wenn  die  Periode  rj  nicht  zu  31  gehört,  so  muss 
es  unter  den  Primzahlen  (einschliesslich  2),  die 
mehr  als  einmal  in  m  aufgehen,  eine  geben,  q. 
so  dass  für  jede  Zahl  b  aus  ^  der  dem  q  ent- 
sprechende Index  ß  durch  q  theilbar  ist. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Gruppe  §,  die  nach  der  Be- 
zeiclmungs weise  (5)  des  §.18  durch  die  Congruenz 

(17)  Q  =  1  (mod  I) 

definirt  ist,  und  bezeichnen  mit  P  die  dazu  reciproke  Gruppe. 
Nach  dem  Satze  7.,  §.  19  ist  jede  Gruppe,  die  wie  33  die 
Eigenschaft  hat,  dass  der  dem  q  entsprechende  Index  ß  durch  q 
theilbar  ist,  ein  Theiler  der  Gruppe  P,  und  folglich  ist  nach 
§.  12,  8.  Q  ein  Theiler  von  31,  also  3(  nach  §.  19.  8.  ein  nicht 
primärer  Theiler  von  51,  und  damit  sind  wir  zu  dem  Satze 
gelangt: 

3.  Ist  31  ein  primärer  Theiler  von  5c,  so  gehört  die 
Periode  rj  zu  der  Gruppe  31. 
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Alle  primären  Theiler  des  vollen  Kreistheilungskörpers  Sl^ 
sind  demnach  in  der  P'orm  ^(rj)  darstellbar,  d.  h.  alle  Zahlen 
eines  solchen  Theilers  sind  rational  durch  die  Kreistheilungs- 
perioden  rj  darstellbar,  und  da  man  die  nicht  primären  Theiler 
von  Sl,n  als  primäre  Theiler  von  niedrigeren  Kreistheilungskörpern 
wiederfindet,  so  folgt: 

4.  Alle  Kreistheilungskörper  sind  in  der  Form  Sl{r}) 
darstellbar. 

Oder  auch: 

5.  Jede  rationale  Function  von  Einheitswurzeln 
kann  als  rationale  Function  einer  Kreistheilungs- 
periode  dargestellt  werden. 

Und  dieser  Satz  lässt  sich  auch  in  der  Form  aussprechen: 

6.  Ist  ^  ein  beliebiger  primärer  oder  nicht  primärer 
Theiler  von  5^  vom  Index  e,  so  giebt  es  einen 
Theiler  m^  von  m  und  eine  in  Slm^  gelegene  Kreis- 
theilungsperiode  rj  vom  Index  e,  so  dass  rj^  als 
Function  von  r  aufgefasst,  eine  zur  Gruppe  ^ 
gehörige  Function  ist,  also,  wenn  a  zu  51  gehört, 
durch  die  Substitution  (r,  r")  ungeändert  bleibt 
und  für  alle  Substitutionen  von  5^  e  verschiedene 
Werthe  erhält. 

Durchläuft  a  eine  Gruppe  ^,  die  ein  primärer  Theiler  von 
5^  ist,  und  setzen  wir 

a 

auch  wenn  h  nicht  relativ  prim  zu  m  ist,  so  können  wir  diese 
Grössen  r}h,  die  alle  die  Permutationen  der  Gruppe  ^  gestatten, 
rational  durch  ?^  =  v  >-«  darstellen.  Andererseits  lässt  sich  aber 
auch  jede  rationale  Function  von  r]  linear  durch  die  7]k  dar- 
stellen. Dies  wird  bewiesen  sein,  wenn  gezeigt  ist,  dass  man 
das  Product  zweier  rj^^  linear  durch  die  rjh  ausdrücken  kann.  Es 
ist  aber: 

a,  n' 
7]hfl],    =    V    fha  +  ka'.^ 

nimmt  man  zuerst  die  Summe  nach  a'  bei  feststehendem  a,  so 
kann  man  a'  durch  aa'  ersetzen,  da  aa'  zugleich  mit  a'  die 
Gruppe  ^  durchläuft.     Man  erhält  so 
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Wenn  die  Primzahl  (£  nur  einfach  in  m  aufgeht  und  %  durch 
Q  theilbar  ist,  so  ist  zwar  51  nicht  primär;  es  gehört  aber  trotz- 
dem die  Periode  r]  zu  der  Gruppe  ^. 

Es  kann  aber  in  diesem  Falle  r]  durch  Einheitswurzeln  von 
niedrigerem  Grade  dargestellt  werden.  In  folgender  Weise  lässt 
sich  diese  Darstellung  finden.  Alle  Zahlen  von  Q  sind  von  der 
Form  1  ^  hm\  worin  li  die  Reihe  der  Zahlen  0,  1,  ...  r/  —  1 
durchläuft,  mit  Ausnahme  des  einzigen  Werthes,  für  den 

(18)  1  +  hm'  =  l^fi 

durch  q  theilbar  wird.  Setzt  man  also  unter  der  Voraussetzung, 
dass  51  durch  Q  theilbar  ist, 

^=  «+  Ö«!  +  Qa-2  .  .., 
so  folgt,  dass  jede  Zahl  a  in  51  von  der  Form  ist: 

(19)  a  =  a'  (1  +  hm'\ 

worin  a'  die  Reihe  der  Zahlen  1,  aj,  «2  •  •  •  durchläuft.  Daraus 
ist  noch  zu  schliessen ,  dass  die  Reste  der  Zahlen  1 ,  a',  a"  .  .  . 
nach  dem  Modul  m'  eine  Gruppe  bilden.  Nimmt  man  nun  die 
Summe  über  alle  Werthe  ä  =  0,  1,  ...  ^  —  1  und  nimmt  dann 
den  einen  durch  (18)  bestimmten  Werth  wieder  weg,  so  folgt: 

a  a'     h  a' 

yj     —-     \     yCl    —-     \     \     .yO.'il  -Ifhm')    V     J-^'/i-g 

oder,  da  ^  r«''»''*  ==0  ist: 

a' 

Nun  ist  >*5  eine  m'^^  Einheitswurzel,  und  yj  also,  vom  Vor- 
zeichen abgesehen,  gleich  einer  aus  ?>^'^^"  Einheitswurzeln  ge- 
bildeten Periode  i). 

§.  21. 
Kreistheilungskörper  mit  gegebener  Gruppe. 

Im  Vorhergehenden  hat  sich  also  ergeben,  dass  jede  Kreis- 
theilungsperiode  „ 

in  der  r  eine  primitive  in^^  Einheitsw^urzel  ist  und  a  die  Zahlen 
einer  Gruppe  51  durchläuft,  wenn  51  ein  primärer  Theiler  von  5^ 


1)  Hier  ist  die  Abhandlung  von  Fuchs  zu  vergleichen:  lieber  die 
Perioden,  welche  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  w»  =  1  gebildet  sind, 
wenn  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist.     Crelle's  Journal,  Bd.  61  (1863). 
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ist,  die  Wurzel  einer  Abel' sehen  Gleichung  ist,  deren  Gruppe  mit 

der  zu  %  reciproken  Gruppe  ^  isomorph  ist. 

Die   Aufgabe,   die   wir  jetzt   stellen    und   lösen    wollen,    ist 

folgende : 

I.  Es  soll  der  Modul  m  und  die  Gruppe  %  auf  alle 
mögliche  Arten  so  bestimmt  werden,  dass  33  ein 
beliebig  gegebenes   System  von   Invarianten  hat. 

Oder  was  dasselbe  ist: 

Es    sollen    alle    Kreistheilungskörper    von    ge- 
geben er   Gruppe   bestimmt   werden. 

Wir  machen  dabei  immer  die  Voraussetzung,  dass  ^  ein 
primärer  Theiler  von  ^  sein  soll,  weil  wir  sonst  einen  und  den- 
selben Körper  mehrmals  erhalten  würden.  Die  Aufgabe  zerfällt 
in  zwei  Theile,  nämlich: 

II.    Welche  Moduln  m  sind   geeignet,  eine  Gruppe  33 

von  gegebenen  Invarianten  zu  erzeugen? 
III.    Wie    findet   man    diese    Gruppe   58    und   die    zu- 
gehörige Gruppe  31? 
Wir  müssen  bei  dieser  Untersuchung  die  Bezeichnung  gegen 
das   Frühere    etwas   ändern,   damit   die   Uebersichtlichkeit   nicht 
verloren   geht.     Die   exceptionelle   Stellung   der   Primzahl  2,   die 
bei  den  bisherigen  Betrachtungen   immer   berücksichtigt  werden 
musste,  machte  eine  etwas  umständliche  Bezeichnung  nothwendig. 
Diese    Unterscheidung    ist    im    Folgenden    nicht    mehr    in    dem 
Maasse  nothwendig,  und  darum  lässt  sich  die  Bezeichnung  jetzt 
vereinfachen. 

W^ir  bezeichnen  die  Indices  einer  Zahl  a  aus  der  Gruppe 
31  mit 

«1,  «2,  .  .  .  ccu      (Indices  von  a) 

und  die  entsprechenden  Indexmoduln  mit 

Ci,  c^a,  ...  Ca       (Indexmoduln), 
so  dass  ^  gleich  der  Anzahl  der  in  m  aufgehenden  Primzahlen, 
oder  wenn  m  durch  8  theilbar  ist,  um  1  grösser  ist. 
Es  seien  ferner 

Wi,    Wg,    ...    09^ 

primitive  Einheitswurzeln  der  Grade  c^,  ^2?  •  •  •  ^,u.     Sind  nun  die 
Indices  einer  Zahl  h  in  der  zu  31  reciproken  Gruppe  33 
ßi^  ß-2^  '  •  •  ßu     (Indices  von  h), 
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SO   ist    die   Beziehung    z\s'ischen    den    «   und    den    ß    durch    die 
Gleichung 

(1)  «r^'^  ay?'''  .  .  .  02."'"."  =  1 
ausgedrückt. 

Die  Invarianten  der  Gruppe  ^,  die  nach  §.10  lauter  Prim- 
zahlpotenzen sind,  wollen  wir  mit 

?*! ,  ?2  v  •  •  h     (Invarianten  von  ^) 
bezeichnen.    Wir  nehmen  diese  Invarianten  als  beliebig  gegebene 
Primzahlpotenzen  an  und  bezeichnen  mit  J  ihr  kleinstes  gemein- 
schaftliches Vielfache,  so  dass 

(2)  J   =    ?'i  / 1'    =    /..,  /o    :=   •   •   •    =    ?',.  iy 

gesetzt  werden  kann. 

Ausserdem  soll  ^ä  als  primärer  Theiler  von  DZ  vorausgesetzt 
werden,  was  nach  §.  19,  8.  mit  der  Bedingung  gleichbedeutend  ist: 

IV.  Keiner  der  Indices  ß  soll  für  alle  Zahlen  6,  wenn 
die  entsprechende  Primzahl  q  mehrmals  in  m 
aufgeht,  durch  ^,  oder  wenn  q  nur  einmal  in  m 
aufgeht,  durch  q  —  1  theilbar  sein. 

Nach  der  Definition  der  Invarianten  muss  die  Gruppe  33 
eine  Basis  haben,  deren  Elemente 

^     T  yi^  92,  •  '  •  9v      (Basis  von  SB) 

von  den  Graden 

sind,   so  dass  jede  Zahl  b  einmal  und  nur  einmal  in   der  Form 

(3)  b  =  gt'gt'  .  .  .  g'^^  (mod  m) 

enthalten  ist,  wenn  die  Exponenten   a\^  x.2^  .  .  .  Xy  je  ein  volles 
Restsystem  nach  den  Moduln  Z^,  ^2,  .  .  .  iv  durchlaufen. 

Alle  Grössen  von  der  Form  (3)  bilden,  wenn  g^,  g.2^  -  •  -  gv  be- 
liebige Zahlen  sind,  bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit  der 
ganzzahligen  Exponenten  x  gewiss  eine  Gruppe.  Sollen  aber 
die  gh  die  Elemente  einer  Basis  dieser  Gruppe,  und  ihre  Grade  u 
sein ,  so  darf  1  ^  gl^  gl'  •  -  ■  ^v'  (mod  m)  nur  dann  erfüllt  sein, 
wenn  Xu  durch  i],  theilbar  ist,  also: 

1.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  g-^^  g-i-.  -  -  -  9y  ^^^  Elemente  einer  Basis 
einer  Gruppe  33  von  den  Graden  ?i,  i^.  .  .  .  iv  seien, 
ist  die,  dass  die  Congruenz 

(4)  r/f  gt'  ...  g^/  =1  (mod  m) 

Weber,  Algebra.     II.  r 
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dann    und   nur   dann    besteht,    wenn    zugleich    die 
Congruenzen 

(5)  ^1^0  (mod  i'i),  ^2  ^  ^  (mod  i^),  .  .  .  ^^  =  0  (mod  ? ,) 
erfüllt  sind. 

Hiernach  ist  also  J  die  kleinste  positive  Zahl,  die  für  alle  h 
der  Congruenz 

h'^  ^  1  (mod  m) 

genügt,  oder  die  kleinste  positive  Zahl,  für  die  für  alle  Systeme 
der  ß 

(6)  J/3,  =  0  (mod  Ci),  .7/3.2  =  0  (mod  c.^),  . . .  J ß,,  =  0  (mod  Ca). 

Daraus  ergeben  sich  die  ersten  Schlüsse  über  die  Zusammen- 
setzung der  Zahl  m. 

■a)   Eine   ungerade  Primzahl  g,  die  nicht  in  J  ent- 
halten ist,  kann  nur  einfach  in  m  aufgehen. 

Denn  ist  m  durch  (f  theilbar,  so  ist  eine  der  Grössen  c, 
etwa  Ci  =  qp  {ff)  =  (2^~^  (q  —  1),  also  wenn  x  >  1  ist,  so  ist  r^ 
noch  durch  q  theilbar,  und  aus  (6)  folgt  dann,  dass  alle  ß^ 
durch  q  theilbar  sein  müssten,  was  der  Voraussetzung  IV.  wider- 
spriclit. 

b)  Eine  ungerade  Primzahl  r/,  die  in  J  aufgeht, 
kann  höchstens  einmal  mehr  in  m,  als  in  J  ent- 
halten sein. 

Denn  man  kann  ebenso  schliessen,  dass,  wenn  Ci  =  (f~'^  (q  —  1), 
und  J  nicht  durch  ^^-^  theilbar  ist,  alle  /3i  durch  q  theilbar  sein 
müssten. 

c)  Ist  J  ungerade,  so  muss  auch  m  ungerade  sein. 

Denn  ist  m  durch  eine  Potenz  von  2,  also  mindestens  durcli 
4  theilbar,  so  ist  der  der  Zahl  2  entsprechende  Indexmodul 
gerade,  und  die  entsprechenden  ß  müssten  nach  (G)  alle  gerade 
sein,  entgegen  der  Forderung  IV. 

d)  Ist  J  durch  eine  Potenz  von  2  theilbar,  so  kann 
m  den  Factor  2  höchstens  zweimal  öfter  ent- 
halten, als  J. 

Denn  ist  m  durcli  2'-  theilbar  und  A  >  2,  so  sind  zwei  der 
Indexmoduln 


I 
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Wäre  also  J  nicht  durch  2'-^  theilbar,  so  müssten  alle  ß.2 
durch  2   theilbar  sein,   was  wieder  gegen  die  Forderung  IV  ist. 

e)  Wenn  q  eine  einfach  in  m  aufgehende  Primzahl 
ist,  so  muss  q  —  l  wenigstens  durch  eine  der  in 
J  aufgehenden  Primzahlen  theilbar  sein. 

Denn  wäre  Ci  =  5  —  1  relativ  prim  zu  J,  so  müssten  alle  ßi 
durch  q  —  1  theilbar  sein,  im  Widerspruch  mit  IV.  Die  weiteren 
Bedingungen  für  m  ergeben  sich  später. 

Bestimmung  der  Gruppe  53: 

Die  Gruppe  ^  ist  bestimmt,  wenn  ihre  Basis  gi,  g^,  -  •  -  gv 
gegeben  ist.  Die  Elemente  der  Basis  wollen  wir  durch  ihre 
Indices   bestimmen,   und  führen   also   folgende   Bezeichnung   ein. 

Es  seien 

yi,i,  yi,2,  .  .  •  yi,»  ^ie  Indices  von  g^ 

.„.  72,1,    72,2,    .    •   •   72,  u        „  7,  V       92 

y.,1,  7>,2,  •  •  •  7v,.u    V       r       75    gy 

Die  Indices  ß^,  /^o,  •  •  •  ßu  eines  beliebigen  Elementes  h  erhält 
man  dann  nach  (3)  in  der  Form: 

ß^  =  7i,i  X,  +  r2.i  ^2  +  •  •  •  +  r.,1  ^'v  (mod  Ci) 

^^,  /32  =  ri.2  -^^  +  72,2  ^2  + h  7.,2  Xy  (mod  C2) 

(^) 

ßa  =  /i,u  x^  -L  72,  u  «^2  +  •  •  •  +  7'-,.u  Xy  (mod  c«), 
und  wir  fragen  nun  nach  den  nothwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen   für   die   Zahlen  yh,k^  damit  g^^,  g.,  .  •  •  ^v  die  Basis 
einer  Gruppe  i8   von  den  verlaugten  Eigenschaften  ist.     Nach  1. 
ist  hierfür  zuerst  nothwendig: 

2.    Die   Zahlen  y,,,^.  müssen    so   beschaffen   sein,   dass 

die  Congruenzen 

71,1  x^  +  72,1  x^-^  ' h  7,.  1  x,  =  0  (mod  c^) 

7i,2  a:i  +  72.2  %+•••  +  7.,2  ^.  =  0  (mod  C2) 

7i.,u  ^1  +  72.«  ^2  H h  7.,»  a;,  =  0  fmod  ^u) 

dann   und   nur   dann    erfüllt    sind,   wenn   zugleich 
die  Congruenzen 
(10)        j;i  =  0(mod?i),    :ro  =  0 (mod  Z.^),  ...  x,  =  0{mo^i,) 

bestehen. 

6* 


(9) 
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Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  gewiss  g^,  g.2,  .  .  .  Qv  die 
Basis  einer  Gruppe  mit  den  Invarianten  i^^  i^^  .  .  .  ^^,.  Wenn  aber 
auch  noch  die  in  IV.  aufgestellte  Forderung  erfüllt  sein  soll, 
dann  folgt  noch  weiter: 

8.  Ist  Qu  eine  in  m  aufgehende  Primzahl,  der  der 
Index  ßh  entspricht,  so  dürfen  die  r  Grössen 

wenn    qu    mehrfach    in    m    aufgeht,    nicht    alle 
durch   qn,  und  wenn  q^  nur  einmal  in  m  aufgeht, 
nicht  alle  durch  qu  —  1  theilbar  sein. 
Die   Bedingungen    2.,   3.   sind    dann    also   die   nothwendigen 

und  hinreichenden,  und  es  kommt  jetzt  nur  noch  darauf  an,  sie 

in  eine  Form   zu  bringen ,   dass   die  Möglichkeit  ihrer  Erfüllung 

beurtheilt  werden  kann. 
Wir  bezeichnen  mit 

d/.-^/j   den   grössten    gemeinschaftlichen   Theiler   von   u- 

und  Ch  und  setzen 

(11)  iu  =  öi-^h  ik,h-,     Cn  =  d]:^h  %h,     7'  "~  -,'  o'  '  *  '     ' 

/t  r=    1,   2,   .   .   .  fl, 

so   dass   ij;^h  und  C/c,/^  relativ   prim   sind.     Es  ist  dann  zu  be- 
merken, dass  die  Grössen 

durch  m  und  die  Invarianten  ij,  völlig  bestimmt  sind.    Nach  der 

Definition  der  Invarianten   müssen  die  d/,^/i  und  i^j^  Primzahl - 

potenzen  sein. 

Aus   den   Voraussetzungen,   die  wir  in   a)   bis   d)   über   die 

Zahl  m  gemacht  haben,  ergiebt  sich  eine  Folgerung  für  die  C/,-,  ;„ 

die  wir  hervorheben  müssen. 

4.  Ist  qf^  einer  der  Factoren  von  m,  der  dem  Index 
/3^  entspricht,  ist  also  c^^=^  q^-^(q^ — 1),  oder  wenn 
q  =  2  und  x  >  2  ist,  c^^  =  2""-^,  und  wenn  x  =  2 
ist,  Cj^  =  2,  so  können,  wenn  x  >  1  ist,  die  Zahlen 

(12)  Ci,;*,  c.2,h,  •  •  .  Cy^h 

nicht  alle  durch  q^^  und  wenn   x  =  1  ist,  nicht 
alle  durch  q  —  1  theilbar  sein. 
Wenn  nämlich  die  Grössen  (12)  alle  durcli  q^^  tlieilbar  sind, 
so  sind  nach  (11)  die  Zahlen 

(13)  d\/,,  02,;,,  .  .  .  Öy^u 
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alle  nicht  durch  (j'^-^  theilbar,  und  die  Zahlen 

(14)  ^1,  ;t,    <2, 7n    •    .    •    ir,h 

sind  alle  nicht  durch  q^^  theilbar,  folglich  ist  nach  (11)  keine  der 
Zahlen  i^,  l^,  .  .  .  i,,  und  also  auch  ./  nicht  durch  gj;-^  theilbar, 
was  den  Annahmen  aj  und  b)  widerspricht.  Für  q^  =  2  ist  in 
diesem  Schlüsse  nur  x  —  1  oder  2  (bei  x  =  2)  an  Stelle  von  x 
zu  setzen,  um  denselben  Widerspruch  gegen  c)  und  d)  zu  er- 
halten. 

Ist  aber  x  =  1  und  sind  die  Zahlen  (12)  alle  durch  q^^  —  1 
theilbar,  so  müssen  sie  gleich  q^^  —  1  sein;  die  Zahlen  (13)  sind 
alle  =  1  und  es  würde  also  folgen,  dass  die  Zahlen  ifc  und 
also  auch  J  relativ  prim  zu  qy^  —  ^  wären,  was  der  Voraus- 
setzung e)  widerspricht. 

Wenn  wir  jetzt  zu  der  in  2.  ausgesprochenen  Forderung  für 
die  Grössen  y^, ;,  zurückkehren,  so  ergiebt  sich  zunächst,  dass 
die  Congruenzen  (9)  erfüllt  sein  müssen,  wenn  Xu  =  ij,  und  die 
übrigen  x  =  0  gesetzt  werden,  also: 

yj,,n  H  =  0  (mod  C;,), 
und  daraus  mit  Berücksichtigung  von  (11): 
iu^  h  yu,  /i  =  0  (mod  c^,  h)- 

Weil  aber  4-,^  und  Cfr, ;»  relativ  prim  sind,  so  folgt,  dass  7?.,  ^ 
durch  Cfc,  7t  theilbar  sein  muss.  Wir  führen  also  ein  neues  System 
von  ganzen  Zahlen  (?/.,/*  ein  durch  die  Gleichungen 

(15)  n-,7t  =  C^,hei:j, 

und  suchen  nun  für  diese  Zahlen  die  aus  2.  folgenden  Bedin- 
gungen. Da  die  Zahlen  yi^^u^  wie  aus  ihrer  Detinition  hervor- 
geht, nur  nach  dem  Modul  Cu  bestimmt  sind,  so  ist  e;.^/,  nur  nach 
dem  Modul  8^,^,  zu  bestimmen.  Nehmen  wir  eine  von  den  Con- 
gruenzen (9): 

Vhh  Xy  +  72,/.  ^2  +  •  •  •  +  yy,h  Xy  =  0  (mod  C/,), 
und  führen  darin  (15)  ein,  so  erhält  sie  die  Form 

(16)  Ci,7.ei,7*^"i  +  C2,;i^2,7i^2  +  •  •  •  +  Cyjiey^hXv  =  0  (mod  C7J. 
Hierin  setzen  wir  nun  nach  (11): 

c-k,  h  =  j —  =  — -• 

Ok,h  n 

Demnach   sind    die   Congruenzen   (16)    gleichbedeutend   mit 

der  Forderung,  dass 
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^1,71  h,h  ^1      I       (^2,  h  h,  h  ^'2       I  Cv,  h  ^y,  7t  :3?  r 

ganze  Zahlen  sein  müssen,  oder,  mit  Rücksicht  auf  die  Bezeich- 
nung (2),  mit  den  Congruenzen: 

(17)  ei^h  h,h  h  Xi  +  ^2,h  H,h  ^2  ^2  +  •  •  •  ^v,h  iv,h  h  Xv  =  0  (mod  /). 
Diese  Congruenzen  sind,  wie  man  sieht,  immer  erfüllt,  wenn 

Xi  durch  ii,  X.2  durch  1.2  .  .  .,  Xv  durch  iy  theilbar  ist,  und  die 
Forderung  2.  reducirt  sich  also  jetzt  darauf: 

5.  dass  die  ej^^n  so  zu  bestimmen  sind,  dass  die  Con- 
gruenzen (17)  für  keine  anderen  als  den  Con- 
gruenzen iCfc  ^  0  (mod  ifc)  genügende  Wer the  der 
X  befriedigt  sein  sollen. 

Dazu  kommt  noch  als  Umformung  der  Forderung  3.: 

6.  Die  Zahlen 

Ci,  71^1,  7t,     C2,hG2,h,    •    •    •    Cv,h(^v,h 

dürfen    nicht   alle    durch   (/;»,   wenn    %  >  1,    und 
durch  (qji  —  1),  wenn  oi  =  1  ist,  theilbar  sein. 
Die  Forderung  6.  enthält  wegen  4.  keine  Unmöglichkeit. 

Durch  5.  und  6.  sind  die  noth wendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  für  die  Zahlen  en^k  ausge- 
drückt. 

Es  handelt  sich  also  jetzt  noch  um  die  Frage,  ob  und  unter 
welchen  Voraussetzungen  diese  Forderungen  durch  geeignete 
Wahl  der  en^j^  befriedigt  werden  können. 

Diese  Frage  wird  dadurch  sehr  vereinfacht,  dass  sich  die 
Congruenz  (17)  in  mehrere  spalten  lässt.  Die  Invarianten  i^ 
sind,  wie  wir  angenommen  haben,  Primzahlpotenzen.  Es  möge 
eine  von  diesen  Primzahlen  mit  p  bezeichnet  sein,  und  es  sei 

(18)  ii  =  |)^s   ^2  =  p^S  .  .  .  i,  =  p^c, 

während  die  übrigen  4?  wenn  noch  solche  vorhanden  sind,  nicht 
mehr  durch  p  theilbar  sein  sollen.  Den  grössten  der  Expo- 
nenten ;ri,  jTg,  .  .  .  TTn  wollen  wir  mit  n  bezeichnen. 

Dann  ist  ,  ,, 

J  ^  p^  J\ 

und  J'  ist  nicht  mehr  durch  p  theilbar.     Es  ist  ferner 

i{  =  _p^-^i  J',    (2  z=  p^-^^ij\  .  .  .  ^■,;  =  p'^-'^qJ', 
während  ^'^  +  1,  .  .  .  h  durch  p"^  theilbar  sind. 
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Demnach  hat  die  Congruenz  (17)  zur  Folge: 

=  0  (mod  p"")  //  =  ],  2,  . . .  fi, 

und  die  übrigen  in  J  aufgehenden  Primzalilen  ergeben  jede  ein 
eben  solches  System  von  Congruenzen,  die  in  ihrer  Gesammtheit 
vollständig  gleichbedeutend  mit  der  Congruenz  (17)  sind.  Diese 
Congruenzen  (19)  dürfen  nicht  anders  befriedigt  werden  können, 
als  dadurch,  dass  die  Zahlen 

durch  p'^  theilbar  sind. 

Setzen  wir  also  zur  Abkürzung: 

p^-^i  X^    =  y^.       p^-^'i  ^2   =  !/2,    •    .    .  P^'-'^Q  ^'o   =    IJn, 

so  erhält  (19)  die  Form: 

(20)  ei^ni^hVi  +  «2, /*  ^2, /t i/2  +  •  •  •  e^,/W'«,;,2/?  =  ^  (»lotl  p""), 
und  diese  Congruenzen  sollen 

•    i/i  =  0,     ?/,  =  0,  .  .  .  ij,  =  0  (mod  p^) 
zur  nothwendigen  Folge  haben. 

Das  System  von  linearen  Congruenzen  (20)  kann  nun  mit 
denselben  Mitteln  discutirt  werden,  wie  ein  System  linearer  Glei- 
chungen, nämlich  durch  die  Determinanten  (vgl.  den  Abschnitt  II 
des  ersten  Bandes). 

Wir  wollen  zur  besseren  Üebersicht  die  Congruenzen  (20) 
für  den  Augenblick  so  schreiben: 

«1,1  Dl  +  «2,1  i/2  -^  •  •  •  +  Si2/cJ  —  ^ 

(21)  ^^M  ^1  +  «2,2  2/.  +  •  •  •  +  ^%  2 11,  ^  0  ^^^^^^^  ^^^^^ 

Wenn  die  Coefticienten  cij;^],.  alle  durch  p  theilbar  sind,  dann 
sind  diese  Congruenzen  schon  befriedigt,  wenn  die  y  alle  nur 
durch  p""-^  theilbar  sind,  und  dieser  Fall  darf  also  nicht  ein- 
treten. 

Wir  wollen    nun    annehmen,    es  lasse   sich   aus   der   Matrix 

«1,1)  «2,1)    •    •   •    «0,1 
/22\  ^l>2)  «2,2)    •   ♦   •    «0,2 

«1,«)  «2,,U)     •    »    .    ^i',,'t 
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eine  Determinante  von  t  Reihen  bilden,  die  nicht  durch  p  theil- 
bar  ist,  während  alle  Determinanten  von  mehr  als  r  Reihen, 
wenn  solche  vorhanden  sind,  durch  p  theilbar  sind.  Wir  können 
voraussetzen,  dass  die  Indices  so  angeordnet  sind,  dass 

nicht  durch  p  theilbar  ist.  Bezeichnen  wir  mit  ziy^-^^  die  Unter- 
determinanten von  z/  und  setzen 

SO  ist  Dks  =  z/,  wenn  jt  =  s,  und  =  0,  wenn  s  ^  r  und  von 
k  verschieden  ist,  und  ist,  wenn  s  >»  r  ist,  eine  t -reihige  Deter- 
minante der  Matrix  (22).  Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnung  lassen 
sich  nun  aus  den  r  ersten  Congruenzen  (21)  die  folgenden  her- 
leiten : 

zJy^ -{- lJi,t  +  iyt+i  + '  '  '  l)i,(,yr>  =  0 

(23)  ^^^  +  ^^^^-^^2/.  +  .  +  •  •  •  A,,2/,  ^  0  ^^^^  ^^^ 

zlyr  -f-  Dt,t  +  iyt  +  i  -f-  .  •  .  l)t,oy(i  =  0. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 

7c  h     k 

Äs^r  =  ^as,r   —    ^    aTc,rDk,s  =  ^  Cl,^  r   —    ^    ^    ^k,h  (^s.  h  Cl^,  r, 
l,r  l,r  i,r 

SO  ist  Äs,  r  nach  Bd.  I,  §.  23  eine  (r  -|-  l)-reihige  Determinante  der 
Matrix  (22)  und  also  nach  Voraussetzung  durch  p  theilbar. 
Nach  dieser  Bezeichnurigsweise  erhalten  wir  aus  (23): 

=  Är  +  i,r  yt  +  i   H •    +   Ä^,^ryQ  (mod  J>^), 

und  es  zeigt  sich  also,  dass,  wenn  v  <  q  ist,  die  Congruenzen  (20) 
schon  befriedigt  sind,  wenn  yt  +  i^  ...  2/?  ^^urch  p"^—^  theilbar  an- 
genommen werden,  weil  alle  J.«, ,.  durch  p  theilbar  sind.  Dies 
ist  also  nicht  zulässig.  Es  muss  also  t  =  q  sein,  und  dies  genügt 
auch,  weil  dann  (23)  sich  auf 

z/^/i  ^  0,     z/i/2  ^  0  .  .  .  z/i/^  ^  0  (mod  p^) 

reducirt,  und  folglich,  da  z/  durch  p  nicht  theilbar  ist,  2/1, 2/2^  ••  •  yo 
durch  p"^  theilbar  sein  müssen. 

Hierdurch  ist  die  Forderung  6.  in  eine  andere  Form  ge- 
bracht, die  wir,  indem  wir  zu  unserer  ursprünglichen  Bezeichnung 
in  (20)  zurückkehren,  so  aussprechen  können: 
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7.  Es  muss  die  Anzahl  g  der  durch  eine  Primzahl  p 
theilbaren  Invarianten  gleich  oder  kleiner 
als  die  Anzahl  fi  der  Indexmoduln  sein,  und  es 
muss  sich  aus  der  Matrix 


(24) 


^1,1  H.lf    ^2,1  ^2,1",    •    •    •    ^o,  1   ^Q,l 
^'l,2  ^1,2^     ^2,2  ^2,2i    •    •    •    ^'i',2^o,  2 


^l,u^l,ju,i     ^2,  ,u^2,  ,U7    •    •    •    ^i),u^Q,u 

wenigstens    eine    durch   p   untheilbare   Deter- 
minante von  Q  Reihen  bilden  lassen. 

Dies  involvirt  zunächst  eine  Forderung  für  die  4^^,  d.  h.  also 
in  letzter  Instanz  eine  Bedingung  für  die  Zahl  m. 

Alle  Glieder  irgend  einer  p- reihigen  Determinante  der  Ma- 
trix (24)  enthalten  einen  Factor  der  Form 

h,hi  H,hi')   •    •    •   *o,  ft^i 

worin  h^,  h^^  ,  .  .  Jiq  irgend  eine  Combination  von  q  verschiedenen 
Zahlen  der  Reihe  1,  2,  .  .  .  |[i  bedeuten.  Wären  nun  alle  diese 
Producte  durch  p  theilbar,  so  wären  sicher  alle  Determinanten 
der  Matrix  (24)  von  q  Reihen  auch  durch  p  theilbar,  und  es 
muss  also  wenigstens  eine  solche  Combination  geben,  die  nicht 
durch  p  theilbar  ist.  Weil  aber  die  iuji  nur  Potenzen  von  p  sein 
können,  so  muss 

h,hi  =    Ij       ^2,7*2  =    li    ••    •    %/i(^,   =    1 

sein.  Geht  man  nun  auf  die  Bedeutung  der  4, /t  in  (H)  zurück, 
so  können  wir  die  letzte  Forderung  für  den  Grad  m  folgender- 
maassen  ausdrücken: 

f)  Wenn  eine  Primzahl  p  in  q  Invarianten  «i,  io^  ...  i,, 
aufgeht,  so  muss  die  Anzahl  [i  der  Indexmoduln 
gleich  oder  grösser  als  q  sein,  und  es  müssen 
sich  Q  dieser  Indexmoduln  C/^^,  C/^,,  .  .  .  C;,,,  so  aus- 
wählen lassen,  dass  Cu^  durch  ^'i,  C/^  durch  i^  .  .  ., 
C;,    durch  io  theilbar  isti). 


^)  Der  Nachweis  der  Thatsache,  dass  dieser  Forderung  immer  auf 
unendlich  viele  Arten  entsprochen  werden  kann ,  stützt  sich  auf  den  Satz 
der  Zahlentlieorie,  dass  unter  den  Zahlen  einer  arithmetischen  Progression, 
deren  Anfangsglied  und  Differenz  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  un- 
endlich   viele   Primzahlen    vorkommen,    ein   Satz,    der   bis  jetzt   nur   von 
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Hiermit  aber  ist  alles  erschöpft,  was  wir  von  m  fordern 
müssen.  Denn  wenn  diese  Bedingung  f)  befriedigt  ist,  so  brauchen 
wir  z.  B.  nur  die  ei,/»^,  62^ n,^,  .  .  .  ^^o^^^^  durch  p  untheilbar,  die 
übrigen  e  durch  p  theilbar  anzunehmen;  dann  ist  die  Deter- 
minante 

'  •     •       =  ^1,/n  e2,7»2  .  .  .  eo^h^^  (modj;) 

^(j, hl  ^o, hii    •   •   •    (^Q,  h,^  '^Q, h^, 

also  sicher  durch  jj  untheilbar. 

Und  bei  dieser  Annahme  kann  auch  noch  die  Bedingung  6. 
befriedigt  werden.     Um  dies   einzusehen,   bezeichne  man  mit  p^ 
irgend  eine  der  Invarianten,  etwa  ^\,  und  mit  Cu  den  Indexmodul, 
der  nach  f)  durch  p^  theilbar  ist,  so  dass 
(25)  Ck  =  p""  Ci^h 

ist.  Ist  dann  q^  der  zum  Indexmodul  Cu  gehörige  Primtheiler 
von  m,  so  ist  p  entweder  gleich  qu  oder  ein  Theiler  von  qu  —  l. 
Nach  der  zuletzt  gemachten  Annahme  ist  Ci, /j  nicht  durch  p 
theilbar,  während  ^2,71,  ^3,74,  •  .  .  ^vji  durch  p  theilbar  sind.  Es 
sollen  dann  die  Producte 

Gi,h   6i,7m      ^2, 7i   ^2, 7t,    •    •    •    ^'v,  7i   Gv.h 

nicht  alle  durch  qu  oder  durch  (//j  —  1  theilbar  sein. 

Ist  zunächst  qu  ein  einfacher  Theiler  von  «i,  so  ist 
C/i  =  qu  —  1,  und  wegen  (25)  ist  Ci, /^  nicht  durch  qu  —  1  theilbar. 
Man  kann  also  Ci^u  noch  so  annehmen,  dass  Ci^kCi^,  nicht  durch 
qu  —  1  theilbar  ist.  Ist  aber  qj,  ein  ;f-facher  Theiler  von  m 
und  x>  1,  und  ist  qj,=p^  so  ist,  wenn  p  ungerade  ist, 
Ch  =  p''-'^{p  —  1),  und  nach  der  Voraussetzung  b)  ;r  5  ^  —  1- 
Wenn  also  Cu  durch  p"^  theilbar  sein  soll,  so  muss  %  ^=  7,  —  1 
sein,  und  (25)  ergiebt  c^^u  =  p  —  \.  Ist  aber  p  zr=  2^  so  ist 
Cu  =  2  oder  =  2"^"^,  und  es  muss  also  nach  der  Voraussetzung  d) 
%  z=  \  oder  =:  X  —  2  sein,  und  es  ist  c^  ;j  =  1.    Man  kann  also 


Dirichlet  mit  Anwendung  der  Intcgralreclmung  bewiesen  ist.  (Abliand- 
luugen  der  Berliner  Akademie  1837;  Dirichlet's  Werke,  Bd.  I,  Nr.  21; 
Dirichlct-Dedekind,  Vorlesungen  über  Zalilentheorie ,  Supplement  VI; 
Bachmann,  Analytische  Zahlentheorie,  Abschn.  IV).  Behalten  wir  die 
oben  benutzte  Bezeichnung  bei,  so  kann  man,  um  für  ein  gegebenes  p  der 
Forderung  f)  zu  genügen,  ^^  +  i  als  Factor  in  m  aufnehmen.  Dann  aber 
müssen,  wenn  p^l  ist,  noch  q  —  1  Primfactoren  q  in  m  vorkommen,  die 
an  Congrucnzen  von  der  Form  g'  =  1  (med  i^)  .  .  .  gebunden  sind. 
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auch  in  diesen  Fällen  Cij^  so  annehmen,   dass  Ci,^^,,/*  durch  <//, 
nicht  th eilbar  wird. 

Die  Forderungen,  die  hiermit  für  die  e^,;,  gestellt  sind,  be- 
stehen also  nur  darin,  dass  sie  durch  gewisse  Primzahlen  theil- 
bar,  durch  andere  nicht  theilbar  sein  sollen,  und  sind  also  noch 
auf  unendlich  viele  Arten  mit  einander  verträglich.  Aber  diese 
letzte  Annahme  über  die  e^,;,  hatte  nur  den  Zweck,  zu  zeigen, 
dass  die  früheren  allgemeineren  Forderungen  immer  befriedigt 
werden  können.  Es  kann  noch  viele  andere  Arten  geben,  ihnen 
zu  genügen.  

Uebersicht  der  Resultate. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  alle  Kreistheilungskörper.  und 
jeden  nur  einmal,  und  zwar  auf  möglichst  einfache  Art,  durch 
Kreistheilungsperioden  darzustellen,  so  verfahre  man  so: 

Man  nehme  ein  beliebiges  System  von  Primzahlpotenzen  als 

Invarianten 

2*1,  i.2,  .  .  .  iv 

an,  und  wähle  dann  eine  Zahl  m  nach  folgenden  Bedingungen. 

Wenn  p""  die  höchste  Potenz  einer  Primzahl  p  ist.  die  unter 
den  Invarianten  vorkommt,  so  nehme  man  p  höchstens  (tv  -\-  Ij-, 
oder,  wenn  p  =  2  ist.  (ti  +  2)  mal  in  tu  auf. 

Eine  Primzahl  q,  die  gar  nicht  in  den  Invarianten  aufgeht, 
darf  nur  einfach  in  m  aufgenommen  werden;  aber  nur  solche 
einfache  Primfactoren  q  darf  m  haben,  bei  denen  q  —  1  durch 
einen  der  Primfactoren  p  der  Invarianten  theilbar  ist.  Also  kann 
auch  p  selbst  nur  dann  einfach  in  m  vorkommen,  wenn  j)  —  1 
durch  eines  der  anderen  p  theilbar  ist. 

Ferner  muss  m  noch  der  Bedingung  genügen,  dass  unter 
den  Indexmoduln 

Cj  ,     Cy^     •     •     •     Cu 

Q  verschiedene,  wie  Ci,  c^,  .  .  .  Cn,  durch  ^i,  «2,  •  •  •  ^'>  theilbar  smd, 
wenn  /j,  i^,  .  .  .  /o  Potenzen  von  einer  und  derselben  Primzahl 
sind.  Dann  bestimme  man  die  Grössen  h,h  und  Ck,h  nach  den 
Formeln  (11)  und  theile  die  gegebenen  Invarianten  in  Systeme 
ein,  so  dass  alle  Potenzen  einer  und  derselben  Primzahl  in  einem 
Systeme  vereinigt  sind. 

Für  jedes  dieser  Systeme  bilde  man  die  Matrix  (24)  und 
wähle  die   Zahlen   Ch,h  so,   dass  aus  jeder   solchen   Matrix   eine 
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Determinante  von  q  Reihen  gebildet  werden  kann,  die  durch 
die  betreffende  Primzahl  nicht  theilbar  ist,  und  dass  nicht  alle 
Produete 

durch  qh  oder  durch  qn  —  l  theilbar  werden.     Dann  setze  man 

'yk,h   =    C]{,h  Cfr, /i, 

und  hat  so  nach  (7)  die  Indices  einer  Basis  einer  Abel' sehen 
Gruppe  35,  deren  reciproke  Gruppe  %  ein  primärer  Theiler  der 
ganzen  Gruppe  !Jl  ist. 

§.  22. 
Bestimmung  der  Gruppe  X 

Das  letzte  Ziel  dieser  Untersuchung  ist  nicht  sowohl  die 
Bestimmung  der  Gruppe  SB,  als  die  der  Gruppe  5(,  aus  der 
man  direct  die  Kreistheilungsperioden  t^  ==  v  ^«  bilden  kann. 
Diese  Aufgabe  kann  man  auf  folgende  Art  lösen:  Nach  (1)  sind 
die  Indices  a  der  Zahlen  in  51  von  den  ß  abhängig  durch  die 
Gleichung 

(1)  G)"'^'  (O?^'  .  .  .  (ö>^."  =  1, 

worin  öj,  Wg^  •  •  •  ^»i  feste  primitive  Einheitswurzeln  der  Grade 
Cj,  ^2,  .  .  .  c^  bedeuten.  Versteht  man  aber  unter  C  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache  von  q,  Cg,  .  .  .  Cu  und  setzt 

(2)  C  =    CiCi    =   C^C2   =    '    '    '    =    Cf,  C'u, 

und  bezeichnet  mit  «  eine  primitive  0*«  Einheitswurzel,  so  kann 
man  statt  (1)  auch  setzen 

^ci'  a,  i^i  +  cg'  «2 ,1^  +  . . .  +  c'u  "u  ;^u  __   i 

und  bekommt  daher  für  die  a  die  Congruenz 

Cl  «1  /^l    +   ^2  «2  1^2    +   •    •    •   +   ^,"  S  ßl^   ^   ^   (l^od   6'), 

die   gleichbedeutend  ist  mit   der  Bedingung,  dass   die   Summen 

«1  ßl       ,       C<2  /^2       I      ...       I       "!^  /^M    ^    Ot/i  ßh 

1,,« 

ganze  Zahlen  sein  müssen.  Wenn  man  darin  für  ß^^  die  Aus- 
drücke |.  21,  (8)  substituirt,  so  folgt,  dass  auch 


/t 


S  -'■  2 
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oder,  da  die  ganzen  Zahlen  Xu  beliebig  sind,  die  Summen 

V  «AZM.  k=h%...v 

ganze  Zahlen  sein  müssen.    Setzt  man  dann  nach  (15)  und  (11)  §.  21 

so  folgt,  dass 

h  h 

-s-^  «;>  gfc,  h  (i-^  ^h  H,  h  ßk,  h 

^     ök,h     ~  ^  ü- 

ganze   Zahlen    sein    müssen,    und    diese    Forderung    ist    gleich- 
bedeutend mit  dem  System  der  Congruenzen 

h 

1  cch  h,h  f'j:,h  =  0  (mod  u-), 
oder,  ausführlicher  geschrieben 

ei,i«'i,i«i  -f-  ei,2?i,2«2  +  •••  +  ^i,Hih,u(^u  =  0  (mod  i^) 

.^x         ß2,l?2,iai    +   ^2,2^*2,2  «2    +    '••   +   ^2, ,«  ?2,  »  «u    =   0   (mod   ?  3  ) 
^►•,l^"v,iai    +   e.,2  2*r.2«2   +  •'•   +  (^i;uh;uCiu  ^   0   (mod  4). 

Durch  diese  Congruenzen  sind,  wie  es  sein  muss,  die  Zahlen 
«1,  «2?  •  •  •  S  ^^^'  nach  den  Moduln  c^,  Cj,  .  .  .  c«  bestimmt,  weil 
fk^u  Ch  =  ik  Ck,h  durch  u-  theilbar  ist,  und  um  die  Indices 
aller  Zahlen  der  Gruppe  %  zu  finden,  hat  man  einfach 
alle  Lösungen  der  Congruenzen  (3)  aufzusuchen. 


Vierter  Abschnitt. 
Oubische  und  biquadratische  Abel'sclie  Körper, 


§•  23. 
Cu  biso  he  Kreistheilungskörper. 

Die  allgemeinen  Untersuchungen,  die  in  den  letzten  Para- 
graphen dargestellt  sind,  gestatten  mannigfache  Anwendungen 
auf  specielle  Fälle,  von  denen  die  einfachsten  hier  betrachtet 
werden  sollen.  Es  ist  dabei  bemerk enswerth ,  dass  schon  die 
einfachsten  Fälle,  wenn  man  sie  direct  angreift,  fast  in  dieselben 
Schwierigkeiten  hineinführen,  die  wir  durch  die  allgemeine  Unter- 
suchung überwunden  haben. 

Wir  wollen  zuerst  die  Aufgabe  behandeln,  alle  cubischen 
Kreistheilungskörper,  also  alle  Kreistheilungsperioden, 
die  einer  rationalen  Gleichung  3*^"^  Grades  genügen, 
aufzufinden,  und  zwar  so,  dass  von  mehreren  Ausdrücken,  deren 
dieselbe  Grösse  fähig  ist,  der  einfachste  gesetzt  wird. 

Wir  haben  hier  nur  eine  Invariante  ?j  =  3,  und  nach  den 
Vorschriften  in  der  Zusammenstellung  des  §.21  dürfen  in  m 
aufgenommen  werden  der  Factor  9,  nicht  aber  3,  ferner  Prim- 
zahlen in  beliebiger  Menge  von  der  Form  (i  iV  -f-  1 ,  also  die 
Primzahlen  7,  13,  19,  31,  37,  43,  61,  67,  73,  79,  97  .  .  .,  und  so 
bekommen  wir  also  als  geeignete  Werthe  von  m  unter  200: 

m  =  7,  9,  13,  19,  31,  37,  43,  61,  63,  67,  73,  79,  91,  97,  103,  109, 
117,  127,  133,  139,  151,   157,  163,  171,  181,  193,  199, 

unter  denen  die  Zahlen  mit  mehreren  Primtheilern  durch  fetten 
Druck  ausgezeichnet  sind.  Die  kleinste  Zahl  m,  in  der  mehr  als 
zwei  Primzahlen  aufgehen,  ist  7.9.13  =  819, 
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Verstehen  wir  also  unter  (h^  (h-,  (h  -  -  -  Zahlen,  die  aus  der 
Reihe  der  Zahlen  9  und  der  Primzahlen  7,  13,  19,  31  ...  ge- 
nommen sind,  so  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  m : 

(1)  tn  =  qi  ^2  33".  qu- 

Die  Indexmoduln  sind,  wenn  Qi  =9  ist,  Ci  =  6,  c.2  =  (/o  —  1? 
Co  =  q-i  —  1  .  .  .  Wenn  9  und  7  unter  den  Factoren  von  m 
nicht  vorkommen,  so  fällt  der  Indexmodul  6  weg. 

Die  Grössen  öi^i,  di,2,  •  .  •  Si^u  sind  die  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  von  %  =  3  mit  den  Ci,  Cgi  •  •  •  ^,u;  sie  sind 
also  alle  =  3,  und  es  folgt  nach  §.  21,  (11): 

h,h  =1,  Ci^h  =  Vs^i- 
Die  Matrix  §.  21,  (24)  besteht  hier  nur  aus  der  einen  Ver- 
ticalreihe  ei.i.  ^1.2,  .  •  .  ^i,«,  und  diese  Grossen  kann  man  beliebig 
wählen,  wenn  nur  wenigstens  eine  darunter  ist,  die  durch  3  un- 
theilbar  ist.  Diese  Zahlen  ei,i,  61^2-,  •  •  '.^i,u  sind  übrigens  nur 
nach  dem  Modul  3  bestimmt,  und  können  also  gleich  0,  1  oder  2 
angenommen  werden.  Die  Bedingung  6.  des  §.21  verlangt  aber 
auch,  dass,  wenn  q^  =  9  ist,  Ci,i  ^1.1  =  2 61,1  nicht  durch  3 
theilbar  sein  soll,  und  wenn  q^  eine  Primzahl  ist,  dass 

^1.2^1,2   =-    V?.te  —  1)  ^1,2 

nicht  durch  qo  —  1  theilbar  sei,  d.  h.  also,  es  darf  keine  der 
Zahlen  ^1,1,  ^1,2,  .  •  •  Ci.u  durch  3  theilbar  sein,  und  wir  können 
für  jede  von  ihnen  :h  1  wählen. 

Um  also  die  Indices  «j,  «21  •••«'/  aller  Zahlen  a  zu  finden, 
die  in  der  Periode 

(2)  ^  =  X  »•" 

vorkommen  können,  hat  man  nach  §.  22,  (3)  alle  Zahlen  a  (nach 
dem  Modul  3)  zu  nehmen,  die  einer  Congruenz 

(3)  ±  fq  ±  K,  ±  «.,  .  .  .  ±  «„  =  0  (mod  3) 

genügen,  wobei  für  eine  bestimmte  Gruppe  eine  V or- 
zeiche n -Comb  ination  festgehalten  werden  muss. 

Die  Anzahl  der  möglichen  cubischen  Körper  hängt  bei  ge- 
gebenem m  nur  von  der  Zahl  ;t  der  Indexmoduln  ab  und  beträgt, 
da  eines  der  Vorzeichen  in  (3)  willkürlich  angenommen  werden 
kann,  2^-\ 

Ganz  ähnlich  würde  sich  das  Resultat  gestalten,  wenn  man 
statt  3  eine  andere  Primzahl  p  für  i\  setzen  würde.  Es  würde 
dann   nur  in   die   Congruenz   (3)   an   Stelle   der  doppelten   Vor- 
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zeichen  je   ein  volles  Restsystem   von  p   (mit  Ausschluss   der  0) 
treten. 

Wir  wollen  aber  bei  der  Annahme  i-^  =  3  stehen  bleiben, 
und  unter  fj,  Sg?  •  •  •  ^,"  irgend  eine  Combination  der  Zahlen  +  1 
verstehen.    Dann  können  wir  die  Congruenz  (3)  auch  so  schreiben 

(4)  «1  «1  +  «2  «2  +  •  •  •  +  f  u  «u  ^  0  (mod  3). 

Die  Zeichencombination  f^,  fgi  •  •  •  f<M  i^^  fler  ein  Zeichen 
willkürlich  angenommen  werden  kann,  da  die  gleichzeitige  Aende- 
rung  aller  Vorzeichen  in  (4)  nichts  ändert,  bestimmt  die  einzelne 
Gruppe  51,  und  offenbar  sind  diese  Gruppen  %  auch  alle  von 
einander  verschieden.  Denn  ist  z.  B.  in  einer  Gruppe  f^  ==  f.,  =  -^  1, 
in  einer  anderen  s^  =  -|-  1 ,  a ^  =  —  1 1  so  enthält  die  erste  die 
Zahlencombination : 

«1^1,    «2^—1,   W;^  ^  0,  .  .  .  au  ^  0  (mod  3), 
die  in  der  zweiten  nicht  vorkommt. 

Um  die  Gruppen  ^  definitiv  zu  finden,  legt  man  ein  System 
primitiver  Wurzeln  ^i,  g^^  -  -  -  Qu  von  q^^  ^2^  •  •  •  Qu  zu  Grunde  und 
bestimmt  a  nach  dem  Modul  m  aus  den  Congruenzen: 

(5)  a^  gl'   (mod  q^) 

=  gp   (mod  q,) 


=  g"r  (mod  gu). 
Setzen  wir,  indem  wir  unter  ö  einen  der  Reste  0,  +  1  verstehen, 

(6)  ö  =  £i  1^1  -[-  f2 1^2  +  •  •  •  +  £,u  Va  (mod  3), 

so  besteht  51  aus  allen  Zahlen  a,  deren  Indices  v^  =  Wj,  V2  =  «2, 
.  .  .  Vu  =  «u  der  Bedingung  0  =  0  genügen.  Die  beiden  anderen 
Werthe  0=1,  0  =  —  1  bestimmen  die  beiden  Nebengruppen 
51',  51"  von  51,  so  dass 

^  =  51  +  51'  +  51" 
ist.    Ist  a'  und  a"  je  eine  Zahl  aus  51'  und  51",  so  ist  51'  =  51  r/, 
5l"  =  5Ia". 

Wir  bezeichnen  nun  mit  rj  die  Kreistheilungsperiode,  die  zu 
51  gehört,  und  mit  rj'^  rj"  die  conjugirten  Perioden,  also 

(7)  rj  =  ^  r'\     t?'  =  S  r"\     rj"  =  ^  r"". 

Wenn   dann   q  eine  imaginäre   dritte  Einheitswurzel  ist,  so 
erlialten  wir  die  Resolvente 
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und  dafür  können  wir  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  (6)  setzen 

(8)  {q.  V)  =  1  Q""  r-, 

worin  n  alle  Zahlen  der  Gruppe  5^  durchläuft,  und  in  ö  für 
Vj,  i'2  •  •  •  ■^.u  jedesmal  die  Indices  von  n  zu  setzen  sind. 

Es  mögen  nun  mit  rj,  r.2,  ...  r«  primitive  Einheitswurzeln 
der  Grade  ^i,  q.,,  .  •  .  2.u  bezeichnet  sein,  und 

r  z=r^r2,  .  .  .  ^u 
gesetzt  werden.     Dann   lässt  sich   der  Ausdruck  (8)   in  ein  Pro- 
duct  zerlegen,  nämlich,  wenn  wir 

n  =  Uh  (mod  qn) 
setzen,  in: 

(9)  (q,  ri)=l  q'^'^C  1  Q'^^'^r;^  .  •  •  S  r^"^"rj'. 

Die  Factoren  dieses  Productes  sind  nun  genau  die  Resol- 
venten, die  wir  in  §.  172  des  ersten  Bandes  untersucht  haben, 
und  wir  erhalten,  wenn  wir 

(10)  V  ^v,,  r"h  =  (q,  rjnl     h  =  1,  2,  .  .  .  ^ 
setzen : 

(11)  (q,  ri)  =  (^^1,  7?i)  (^%  7].,)  .  .  .  (pV,  riu). 

Wenn  wir  hierauf  die  Formeln  (5),  (6),  (2.5),  (26)  des  eben 
angeführten  Paragraphen  anwenden,  so  erhalten  wir: 

(12)  (9,  ,i)  {Q-\  ri)  =  m, 

(13)  {q,  i?)3  =  m  (ci -\-hQl     {q\  mY  =  m  (a  +  b  q^), 

worin  a  und  b  gewisse  ganze  Zahlen  sind,  die  sich  aus  den  ge- 
nannten Formeln  berechnen  lassen,  die  aber  nach  der  Wahl  der 
s  verschieden  ausfallen. 

Aus  (12)  und  (13)  folgt  dann  noch: 

(14)  m  =  a^  —  ab  -^  b^. 

Hiernach  können  wir  die  cubische  Gleichung  aufstellen,  deren 
Wurzeln  die  Grössen  ?^,  r}\  rj"  sind.     Sie  möge  lauten: 

(15)  n-^-ari-^  +  ßrj-y  =  0, 

worin  a,  /3,  y  ganze  Zahlen  sind.  Was  zunächst  cc  betrifft,  so  ist 
es  gleich  der  Summe   aller  primitiven  w*^"  Einheitswurzeln,  also 

und  dieser  Werth  ist  =  0  oder  =  ( —  1)",  je  nachdem  9  unter 
den  Factoren  von  w  vorkommt  oder  nicht.  Die  beiden  anderen 
Coefficienten    lassen    sich    ganz    so    berechnen,    wie   an    der    er- 

Weber,  Algebra.     II.  7 
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wähnten   Stelle   gezeigt  ist.     Wir  wollen   hier   die   Rechnung  in 
etwas  veränderter  Form  anordnen.     Wir  setzen: 

was  zur  Folge  hat,  dass  ((),i^)  =  ((>,  0  i^^?  wegen  1 -[-^ -|-^2  =^  0. 
Dann  ergieht  sich  für  J  die  cubische  Gleichung: 

(16)  ^^  +  PJ  -  Ö  =  0, 

worin 

Nun  ergieht  sich  aus  (12): 

=  —  3P 

oder 

(18)  P  =  -f, 

und  aus  (13),  nach  einigen  einfachen  Rechnungen,  wenn 

'S  =  S2  ^' + r^  s" + r 2  ?,  ^'  ==  s  s'^ + g'  e"2 + s"  s^ 

gesetzt  wird: 

m  (a  +  59  )  =  9§l-3(>  >S+3^2^' 

m  (a  +  ^()2)  =  9^  +  3^2^+3^  S' 

0  =  9^  +  3      >S+3      S\ 

woraus  durch  Addition: 

(19)  27  Q  =  m(2a  —  b), 
und  durch  Subtraction  der  beiden  ersten: 

(20)  mb±=S{S-S')  =  ^(i-i')  (V  -  0  a" - S'). 

Wenn  m  durch  9  theilbar  ist,  so  ist  oc  =  0,  und  P  und  Q 
sind  ganze  Zahlen  und  P  durch  3  theilbar.  Ist  aber  m  nicht 
durch  9  theilbar,  so  sind  erst  3P  und  27  Q  ganze,  nicht  durch 
3  theilbare  Zahlen. 

Ist  D  die  Discriminante  der  Gleichung  (15),  also  eine  ganze 
Zahl,  so  ist  auch 

(21)  yD  =  (ri-n'){ri"-V)iri"-n')  =  it-t')(t"-t)(t"-n 

mb 

~~  ~3~ 
eine   ganze  Zahl,   und  also  ist,   wenn  m  nicht   durch   9  theilbar 
ist,  b  durch  3  theilbar.     Nun  ist  nach  (14) 
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(22)  4  m  =  (2  a  —  hy  +  3  62, 

und  wenn  m  durch  9  theilbar  ist,  so  ist  2  a  — h  nach  (19)  durch 
3  theilbar,  und  aus  (22)  folgt  dann,  dass  auch  in  diesem  Falle 
h  durch  3  theilbar  ist.     Wir  können  also  in  allen  Fällen   setzen 

2a  —  h  =  A,h  =  '^B, 

so  dass  A,  B  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Bedingung 

(23)  4m  =  ^^  +  27^2 
genügen,  und  die  Gleichung  für  5  wird  dann 

(24)  ^'-y  ^-^  =  ^' 

und  für  die  Discriminante  dieser  Gleichung  folgt 
(25)  VD  =  niB. 

Um  für  die  einfachsten  Beispiele  die  Rechnung  durchzu- 
führen, nehmen  wir  für  gi  =  9,  g.,  =  ^^  ^3  =  13  aus  §.  172  des 
ersten  Bandes  die  VVerthe: 

ci^z=    9,         a  +  &p  =  3o, 
q,=^    7,         a  +  &  ^  =  -  (1  +  3  9), 
33  =r  13,         a  +  6()  =  — (4  +  3  p). 
Daraus  ergeben  sich  für  m  =  63  die  beiden  Werthe : 

m  =  63:    a  +  bQ  =  —  nQ(l  +  SQ)=        9  + 6p, 
a  +  6p  =  -3p(l  +  3p2)  =  -9-3p, 
für 
m=:.91:    a  +  &p  =  (l  +  3p)(4  +  3p)  =  -  5  +  6p, 

a  4-  &  p  =  (1  +  3  p)  (4  +  3  p-^)  =       10  +  9  p, 
und  für  m  =  819  die  Werthe: 

a  +  hQ  =  ^Q  (l+3p)(4  +  3p)  ==  -  3  (6  +  11  p), 
=  3p  (l  +  3p)  (4  +  3p2)  =  -  3  (9  —  p), 
=  3p  (l  +  3p2)(4  +  3p)=:        3  (9  +  lOp), 
=  3p  (l  +  3p2)  (4  +  3p2)  =        3  (6  -5p). 
Daraus  finden  sich  die  cubischen  Gleichungen  für  rj  in  diesen 
drei  Fällen: 

m  =  63:     i}^  -  21  t?  -  28  =  0,  (rj  =  t) 

li^  —  2\y]  +  35  =  0, 
m  =  91:     7]^  -  if  —  30 »?  4-  64  =  0,    (tj  =  ^  +  V'3) 
jY^  __  ,.-2  _  30  ,^  —  27  =  0, 
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m  =  819:    t?-^  —  273^  +  91         =0,        (i?  =  0 
7]-'  —  273  7?  +  91.19  =  0, 
Tj-^  —  273  t?  +  91.    8  =  0, 
^3  _  273  t?  +  91.17  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  einzelnen  Gleichungen  findet  man  am 
besten  aus  der  Gleichung  (9)  oder  (11),  indem  man  darin  nach 
Potenzen  von  q  ordnet,  dabei  aber  nur  q^  =  1,  nicht  ^2  _|_  ^  _j_  i 
=  0  benutzt. 

So  bekommt  man  z.  B.  für  den  Fall  m  =  63: 

(9^  n)  =  {ni  +  9  vi  +  Q^n'i)  (%  +  9V2  +  Q-vd 

oder 

=  (Vi  +  Qni  +  9' Vi)  {ri2  +  ^^2  +  ev^\ 
worin 

V\=n+  '^\    vi  =  rf  +  rY%    v'i  =  ^t  +  ^r* 

V2  =  ^2  +  r^\    t?2  —  rl  -f-  r-3,     t?2  =  r^  -\-  r-^ 

zu  setzen  ist  (Bd.  I,  §.  172),  und  man  findet  so: 

^  =  ^1  ^2  +  vi  V2  +  V'i  V2 

oder 

V  =  V1V2  +  vi  V2  +  Vi  V2' 
Um  die  Gruppen  %  daraus  zu  finden,  hat  man  zwei  Zahlen 
X,  y  so  zu  bestimmen,  dass  7 x  -\-  9y  :=  1  wird,  und  dann 

^  =  ^1^2,    also    Vi  =  r^%  r.2  z=  r^y 

zu  setzen.     Nimmt  man  x  =  4:,  y  =  —  3  an,  so  erhält  man  für 
X  die  beiden  Werthe  von  t? : 

t?  =  (r28  -|-  r-  28)  (^27  _|_  r-  27)  -^  (r^  -f  r- 7)  (^^  +  r-  9) 

^    _   (^28_|_^-28)    (^L>7_^^-27)_|_(;^^7_|_^.-7)   (.^^18  _|_  ^- 18) 
_|_(^14_[_^-14)   (^9_^^-9)^ 

also 

^:a  =  ±  1,  ■  ±  8,     ±    2,     ±16,     ±4,     ±  32, 
oder 

^  =  ±  1,     ±  8,     ±  11,     ±  25,     ±  5,     ±  23. 

Die  beiden  Gruppen  können  durch  die  Potenzen  von  2  und 
von  11  dargestellt  werden. 

Die  cubischen  Gleichungen,  deren  Bildungsgesetze  wir  jetzt 
kennen  gelernt  haben,  enthalten  mit  ihren  Tschirnhausen- 
Transformationen  alle  cubischen  Kreistheilungsglei- 
chungen.    Aber  diese  Gleichungen  sind  auch  alle  von  einander 
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verschieden  und  können  nicht  durch  Tschirnhausen -Trans- 
formation in  einander  übergeführt  werden,  weil  sie  zu  primären 
Theilern  von  verschiedenen  vollen  Kreistheilungskör^^ern  gehören, 
oder,  wenn  sie  in  demselben  vollen  Kreistheilungskörper  ent- 
halten sind,  verschiedene  Gruppen  haben. 

Man  kann  freilich  noch  aus  anderen  Einheitswurzeln  Kreis- 
theilungsperioden  bilden,  die  zu  cubischen  Gleichungen  führen. 
Diese  Perioden  können  aber  durch  niedrigere  Einheitswurzeln 
ausgedrückt  werden,  und  sind  nicht  primär.  So  erhält  man  z.  B., 
wenn  r  eine  35^*^  EinheitsAVurzel  ist,  eine  Periode  von  8  Gliedern, 
deren  Exponenten  aus  den  Potenzen  von  — 8  gebildet  sind: 

7y  =  r  +  r-i  4-  r<^  +  r-^  +  r«  -\-  t-^  -f  r^»  -\-  r-i3, 

die  also  auch  einer  cubischen  Gleichung  genügt. 
Es  ist  aber 

1  +  r-  +  r-7  -f  ri^  +  r-^*  =  0, 

und  wenn   man   diese  Gleichung  mit  (r^^  -\-  r^^^j   multiplicirt : 
also 

n  =  -  (»•'■■■  +  r-'% 

was  unter  den  Perioden  der  7*^^  Einheitswurzeln  schon  vor- 
kommt. Diese  Erscheinung  erklärt  sich  daraus,  dass  m  =  35 
nicht  die  in  §.  21  verlangte  Eigenschaft  hat,  dass  q — 1  für  alle 
in  m  aufgehenden  Primzahlen  q  durch  3  theilbar  ist. 


•   §•  24. 
B  i  q  u  a  d  r  a  t  i  s  c  h  e   Kreistheilungskörper. 

Bei  den  biquadratischen  Kreistheilungsgleichungen  hat  man 
zwei  Arten  zu  unterscheiden.  Wir  können  zwei  Invarianten 
i^  =  ?2  =  2  oder  nur  eine  Invariante  /i  =  4  annehmen.  Wir 
wollen  den  ersten  Fall  voranschicken. 

Für  m  haben  wir  in  diesem  Falle  nach  der  Zusammen- 
stellung §.21  folgende  Bedingungen: 

m  kann  ungerade  sein,  durch  4  oder  durch  8.  aber  durch 
keine  höhere  Potenz  von  2  theilbar  sein.  Keine  ungerade  Prim- 
zahl kann  mehr  als  einmal  in  m  aufgehen,  und  es  müssen  minde- 
stens zwei  Indexmoduln   vorhanden  sein;   also   müssen   ausser  in 
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dem  Falle  m  =  8   mindestens   zwei   verschiedene  Primzahlen   in 
m  enthalten  sein. 
Setzen  wir: 

wenn  m  ungerade  oder  nur  durch  4  theilbar  ist, 

m  -==  q^  ^3  •  •  •  9',«, 

wenn  m  durch  8  theilbar  ist,  so  dass  gj  =  4  sein  kann  und  in 
der  zweiten  Formel  q^  =  S  ist,  während  die  übrigen  q  ungerade 
Primzahlen  sind,  so  sind  die  Indexmoduln  in  den  drei  Fällen: 

(/i  — 1,     ^2  — 1,  •  •  -1  ^7,"—  1 
2  ,     ga  — 1,  .  .  .,  qa—l 

2,         2         ,     g,  —  1,  .  .  .,  g«—  1. 

Weil  hiernach   alle  Indexmoduln   durch  2   theilbar  sind,  so 
sind  die  Bedingungen  für  m  erschöpft. 
Es  ist  [§.  21,  (11)]: 

(1)      Sk,h  =  2,  ^^h  =  1,  Cu,h  —  ^Uch,  'k  =  1,2,  h  —  1,2,  ...  ^, 

Nun  hat  man  die  Grössen  e^^h  so  zu  bestimmen,  dass  aus 
der  Matrix 

.    .  «1,1,    ei,2,    .    .    .    ei,a 

«2, 1  5    «2, 2 1    •    •    •    ^2,  u 

wenigstens  eine  ungerade  zweireihige  Determinante  gebildet 
werden  kann. 

Damit  51  primärer  Theiler  von  '^  sei,  kommt  noch  die  Be- 
dingung §.21,  G.  hinzu,  wo  nun  zu  unterscheiden  ist,  ob  m  durch 
8  theilbar  ist  oder  nicht.  Ist  m  durch  8  theilbar,  so  ist  die 
Anzahl  der  Indexmoduln  um  eins  grösser,  als  die  Anzahl  der 
Primfactoren  von  w,  und  es  giebt  einen  Indexmodul,  dem  kein 
Primfactor  von  m  entspricht;  im  anderen  Falle  stimmen  beide 
Zahlen  überein.  Nach  §.  21,  6.  hat  man  die  ej^^h  so  zu  wählen, 
dass  in  keinem  der  Paare 

<5i,l,    «2,1  5     «1,2,    «2,2  5    •    •    •    «1,«,    «2.(t, 

denen  ein  Primfactor  von  m  entspricht,  beide  Zahlen  gerade 
sind.  Wenn  m  durch  8  theilbar  ist,  so  ist  ein  dem  Indexmodul 
Cfc  =  2  entsprechendes  Paar  darunter,  dem  keine  solche  Be- 
schränkung auferlegt  ist. 

Sind   die  Zahlen  eic,h  (nach   dem  Modul  2)   so  bestimmt,   so 
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erhält  man  nach  §.  22  für  die  Indices  der  Zahlen  in  %  die  beiden 
Congruenzen : 

(3)  ^M  «.  +  «M  «.  +  •••  +  «,,. «,.  =  0 

^2,1«!    +    ^2,2  «2    +    •    .    .    -f-    e2,uCiu   =    0  ^ 

Um  die  Zahl  der  möglichen  Gruppen  %  zu  ermitteln,  be- 
denke man,  dass  man  die  Relationen  (3),  ohne  ihren  Inhalt  zu 
ändern,  durch  zwei  von  einander  unabhängige  lineare  Combi- 
nationen  ersetzen  kann.  Danach  kann  man  eines  der  Zahlen- 
paare in  der  Matrix  (2),  z.  B.  gj^i,  6^2.1  =  1,  0  annehmen  und  so 
für  (2)  setzen: 

1,  ^1,2,  .  .  .  ei^u 

0,    ^2,2,    •    •    .    ^2,.u. 

Jetzt  kann  man  für  die  ^2,2  •  •  •  ß2,.u  irgend  eine  Combination 
der  Zahlen  0,  1  setzen,  mit  Ausnahme  der  einen,  bei  der  alle 
^2, 7i  =  0  werden.  Zu  jedem  ^2,  ;i  =  0  muss  das  zugehörige  ei^i  =  1 
sein,  während  einem  ^2, 7i  =  1  ein  ei^  h  =  0  oder  =  1  entsprechen 
kann.  Die  Anzahl  der  auf  diese  Weise  entstandenen  Combi- 
nationen  ist: 

l_|-(a_l)2+ÖilllLÖi-Zlr)22_^ po"-!  — 1  =  3"-i  — 1. 

Xun  kann  man  aber  die  zweite  der  Gleichungen  (3),  ohne 
ihre  Bedeutung  zu  ändern,  zu  der  ersten  noch  addiren,  so  dass 
also  je  zwei  der  gewonnenen  Combinationen  dieselbe  Gruppe  er- 
geben.    Es  bleiben  also 

QU  — 1  1 

(4)  ^-^- 

verschiedene  Combinationen  der  ^7,,^.,  die  auch,  wie  leicht  einzu- 
sehen ist,  zu  verschiedenen  Gruppen  ^  führen.  Denn  ange- 
nommen, man  habe  das  eine  Mal  ^1,2,  ^2,2  =  1,  0,  das  andere 
Mal  =  0,  1  genommen,  so  genügt  der  ersten  Annahme  a^  =  0, 
«2  ^  1,  «3  ==  0,  .  .  .  «u  =  0,  was  der  zweiten  nicht  genügt. 

Die  Zahl,  die  wir  eben  bestimmt  haben,  ist  nur  dann  er- 
schöpfend, wenn  m  nicht  durch  8  theilbar  ist,  weil  dabei  ange- 
nommen ist,  dass  dabei  niemals  t-i, /»,  62,  n  =  0,  0  sei.  Wenn  aber 
m  durch  8  tlieilbar  ist,  dann  kann  bei  einem  Paare  diese  Werth- 
combination  vorkommen,  und  wir  müssen  also  noch  die  Fälle 
hinzufügen,  die  durch 

1  0  ei.3  '  .  .  ei,,a 
0  0  62,3  '  .  •  e2,u 
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angedeutet  sind,  und  deren  Zahl  man  ebenso  wie  oben 

_         ____ 

findet.     Wenn  also  m  durch  8  theilbar  ist,   so  ist  die  Gesammt-- 
zahl  der  Gruppen  51 

^K\  3^-1  —  1    ,    3^-2—1 

(5)  ^ +  2 =  2.3."-2  _  1. 

Die  kleinsten  Werthe,  die  m  in  diesem  Falle  annehmen 
kann,  sind 

m  =  8,  12,  15,  20,  21,  24,  28,  33,  35,  39,  40,  44  .  .  . 

Die  kleinste  Zahl,  die  zu  mehr  als  einer  solchen  Gruppe 
Anlass  giebt,  ist  m  =  24,  für  die  man  ,u  =  3  hat,  und  die  also 
nach  (5)  fünf  verschiedene  Gruppen  giebt.  Man  erhält  nämlich 
folgende  zulässige  und  von  einander  verschiedene  Combinationen 
der  eh,k' 

101      110      110      100      100 
0  10,     0  0  1,     0  11,     0  11,     0  0  1, 

was  zu  folgenden  Bestimmungen  über  die  Indices  führt: 
OCj  ^EE  cc-^,     «2  =  0, 
«1  =  CC2,      «3  =  0, 

«1  ^E  «2  ^  «3,  (mod  2) 

«1^^  0,  «2    ^   ^3 

Wj    EEE   0,  «3    =   0, 

und  wenn  man  also  die  Zahlen  a  durch  die  Congruenzen 

a  =  {-~  1)«2  5«!  (mod  8),     a  =  2«3  (mod  3) 
bestimmt,  so  ergeben  sich  folgende  fünf  zweigliedrige  Gruppen: 

511  =  1,    5 

%  =  1,  19 

^3  =  1,  11 

%  =  1,  23 

%  =  1,     7. 
Um  die  Perioden  rj   zu  berechnen,  können  wir  ähnlich  ver- 
fahren,   wie    im    vorigen    Paragraphen.      Wir    bezeichnen    mit 
Vi,  ^21...  v«  die  Indices  einer  Zahl  n  und  setzen 

^1,1  Vi   +   ^1,2^2   -\ •   4-  Ci^uVu  =   (?i, 

^2,1  Vi    -J-   ^2,2^2    +    •    •    •   +   e2,u  Va   =   (?2, 
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und  erhalten,  wenn  fj,  £2  den  Werth  0  oder  1  haben,  die  Resol- 
venten 

(6)         ^.1,*,  =  1  (_l)*i"i  +  *.'^.r" 

=  v  +  (-irv  +  i-iy^n"  +  (- 1/1+ ^.v". 

Ist  nun  m  =  q^  q^  .  .  .  qu  nicht  durch  8  theilbar,  so  können 
wir,  wenn  r^,  rs,  -  .  .  Tu  primitive  Wurzeln  der  Grade  (Zi,  (/2i  •  •  •  Q.u 
bedeuten, 

r  =  /-j  r2  .  .  .  ru 
setzen,  ferner 

n  ^  Wj  (mod  gi) 
EEE  ^2  (mod  ^2) 


I 


^E  >iu  (mod  qu), 
wodurch  sich  ergiebt: 

(7)  5^,^,,^  =  n  i  (—  !)'■'* ^'^ '^'*  ^ '^'^'^^  r?. 

l,u 

Die  einzelnen  Factoren  dieses  Productes  sind  die  in  §.  171 
(Bd.  I)  bestimmten  Gauss'schen  Summen,  die  dort  durch 
Quadratwurzeln  ausgedrückt  sind.  Nur  wenn  q^  z=  4=  ist  und 
«1  ^1,1  +  «2  ^1,2  =  0,  ist  ii,j,,^  =  0. 

Ist  aber  m  durch  8  theilbar  und 

m  =  q^qz  '  '  '  qu,     ^2  =  8, 
so  erhält  man,  wenn  man  r  =  r.2  r-j.  .  .  .  r«  setzt: 

Slt^^  f^  =    V    ^ —  1^1  («1,1  »1  +  ei,^r^)   ^ l/2(f2.ivi  +  eg.gVg)    y.ni 

^    »h 

In  den  fünf  oben  aufgestellten  Gruppen ,  die  zu  w  =  24 
gehören,  kann  man  die  Perioden  aus  dieser  Formel  oder  auch 
leicht  direct  berechnen,  wenn  man 

7t  i  7t  i  71  i 

r  =  e^^  =  e  ^    e     * 
setzt.     Man  erhält  dann  für  die  fünf  Grössen: 

(1  +  0  VI 


210      n  = 


_V2 
V3  — < 
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«r  ^  .  VI  -    1 

Es  soll  nun  zuletzt  noch  der  Fall  einer  einzigen  Invariante 
?\  =:  4  betrachtet  werden.  Die  Bedingungen  für  m  bestehen 
dann  einfach  darin,  dass  m  durch  4,  8,  16,  aber  keine  höhere 
Potenz  von  2  theilbar  sein  kann,  dass  ungerade  Primzahlen  nur 
einfach  in  m  aufgehen  können,  und  dass  mindestens  einer  der 
Indexmoduln  durch  4  theilbar  sein  muss.  Die  ersten  Werthe 
sind  also 

m  ==  5,  13,  15,  16,  17,  20,  29,  33,  37,  39,  40  .  .  . 

Wir  wollen  annehmen ,  es  seien  von  den  Indexmoduln 
Cy,  Cc^,  .  .  .  c,^  durch  4  theilbar,  c,,  +  i,  Co  +  2,  •  .  .  c,,  durch  2,  aber 
nicht  durch  4  theilbar.  Es  muss  dann  q  mindestens  gleich  1 
sein,  und  folglich  ist 

^1,1     =     ^1,2    =    •••==     ^1,0    =    4:,  Öl^o_(_l    ==  .     .     .    =    Ol,u     =    2 

'^1,1    ==    ^1,2    =    •    •    *   =    'l,  ('    ^^^    •^')         '^1,  o  +  l    ==  .    •   .   =   ^1    ,(    =    2 

Ci  _   Co  C,,  +  i  _   Ca 

C],]  —  -^, ,    Ci,o  —  -j^,    Ci,  0  +  1  —     2    '  '  '  ' '    ^''^         2  ' 

Nun  sind   die  Cx^h  so  zu  bestimmen,   dass   von   den   Zahlen 

Ci,i,    Ci^2i    •    •    •    Ci^  o 

wenigstens  eine  ungerade  ist,  und  dass  (wegen  §.21,  6.)  von  den 
Zahlen 

Ci,i,    ^1,2,    .    .    •    Cl,  (J 

keine  durch  4,  und  von  den 

Ci,  0  +  1,    C],o  +  2i    •    •    •    ^1,," 

keine  durch  2  theilbar  sei.  Eine  Ausnahme  bildet  hierbei  wieder 
im  Falle,  wo  m  durch  8  oder  durch  16  theilbar  ist,  die  Zahl  Ci,/,, 
der  keiner  der  Primfactoren  von  m  entspricht,  die  auch  gerade 
sein  kann. 

Dann  erhalten  wir  für  die  Indices  a  der  Zahlen  a  die  Con- 
gruenz: 
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Nehmen   wir  als  Beispiel  m  ::=  48,  so  haben  wir  zwei  Mög- 
lichkeiten, nämlich: 

^1,1   =    1,       ^1,2   =   0,       ^'1,3   =    1 
«],1   =    1,       ei,2   =    1,       f],3   =    1, 

und  man  findet  aus  ihnen  die  beiden  Gruppen: 

%,  =  1,  17,  31,  47 

%,  ^  1,     7,  41,  47. 


§•  25. 
Cubische   AbeTsche   Gleichungen. 

Wir  wollen  diese  Betrachtungen  über  die  cubischen  und 
biquadratischen  Kreistheilungsgleichungen  mit  dem  Beweise  eines 
merkwürdigen  Satzes  abschliessen,  der  geeignet  ist,  diesen  Glei- 
chungen ein  weit  höheres  und  allgemeineres  Interesse  zu  ver- 
leihen und  der  ein  specieller  Fall  eines  ganz  allgemeinen  Satzes 
ist,  den  wir  erst  später  kennen  lernen  werden. 

Der  Satz  lautet  so: 

Alle  cubischen  und  l)iquad ratischen  Abel'schen 
Gleichungen  im  Körper  der  rationalen  Zahlen  sind 
Kreistheilungsgleichungen. 

Dadurch  gewinnen  die  Resultate  der  beiden  letzten  Para- 
graphen einen  höheren  Werth.  Es  folgt  dann  nämlich,  dass 
durch  die  dort  gebildeten  Kreistheilungsperioden  n]  alle  Abel'- 
schen Zahlkörper  dritten  und  vierten  Grades  dargestellt  sind, 
dass  andere  als  die  dort  besprochenen  Körper  dieser  Art  nicht 
existiren. 

Die  Möglichkeit,  diesen  Satz  für  die  speciellen  Fälle  der 
cubischen  und  biquadratischen  Gleichungen  einfach  und  ohne 
weitere  Vorbereitung  zu  bew^eisen,  beruht  darauf,  dass  in  den 
Körpern  der  dritten  und  vierten  Einheitswurzeln  B.  (p),  -R  (/)  die- 
selben Gesetze  der  Zerlegung  der  Zahlen  in  ihre  Primfactoren 
gelten,  wie  in  den  Körpern  der  rationalen  Zahlen,  wie  in  den 
§§.  173,  174  des  ersten  Bandes  nachgewiesen  ist.  Es  ist  darum 
auch  von  Interesse,  diese  besonderen  Fälle  genauer  zu  be- 
trachten, weil  dadurch  der  Gang  und  das  Ziel  des  später  beizu- 
bringenden allgemeinen  Beweises  deutlicher  erkannt  wird. 
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Beginnen  wir  also  mit  den  cubischen  Gleichungen,  und  ver- 
stehen unter  x^,x^,x.^  die  Wurzeln  irgend  einer  Abel' sehen 
Gleichung  dritten  Grades.  Da  3  eine  Primzahl  ist,  so  muss  die 
Gleichung  cyklisch  sein,  d.  h.  die  cyklischen  Functionen 
der  Grössen  ^0,^1,^2  sind  rationale  Zahlen. 

Bezeichnen  wir  mit  q  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel, 
so  haben  wir  die  beiden  Resolventen 

deren  Guben  also. Zahlen  des  Körpers  2?(^)  und  deren  Product 
eine  rationale  Zahl  sein  muss. 

Wir  setzen  demnach,  indem  wir  mit  a,  i,  c  rationale  (ganze 
oder  gebrochene)  Zahlen  bezeichnen, 

(2)  {Q\x,y>:=  a-^l^^ 

{9 .  ^0)  ((>^  ^0)  =  c, 

also  auch 

(3)  (a-\-h^){a^l^'^y=c\ 

Nun  haben  wir  im  Körper  J{{q)  ausser  den  sechs  Einheiten 

±1,     ±  ^,     ±  q\ 

die  alle  als  Potenzen  von  —  ^  dargestellt  werden  können,  die 
Primzahlen  V—  3  =  ^  —  ^2^  die  reellen  Primzahlen  g  von  der 
Form  3  iV  -}-  2  und  die  beiden  complexen  Factoren  der  reellen 
Primzahlen  j)  von  der  Form  3  iV  -f-  1.  Die  Zerlegung  dieser 
Primzahlen  in  die  beiden  complexen  Factoren  n^  it': 

(4)  p    =    71%' 

haben  wir  im  §.  172  des  ersten  Bandes  dargestellt  in  der  Form 

(5)  i>  =  ^1  {q)  t^i  ((>2). 
Wir  können  also 

(6)  7t  =   jl^,  (q),       7t'   =   ^,  {q% 

setzen  und  haben  dadurch  unter  den  verschiedenen  zu  71  asso- 
ciirten  Zahlen  eine  bestimmte  ausgewählt,  und  diese  Zahlen  tt,  ti' 
stehen  in  einer  bestimmten  Beziehung  zu  den  Kreistheilungs- 
perioden  der  j9*^^  Einheits  würz  ein  ri : 

(7)  ^^^^y^j^^^     (^2^^)3^^;,' 

[Bd.  I,  §.  172,  (5)]. 
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Nun  ist  a  -\-  b  Q  eine  ganze  oder  gebrochene  Zalil  des  Kör- 
pers B  (q).  Wenn  wir  Zähler  und  Nenner  dieser  Zahl  in  ihre 
Primfactoren  zerlegen,  gemeinsame  Factoren  wegheben,  und  wenn 
wir  unter  ^j,  (/oi  •  •  •  reelle  Primzahlen  der  Form  S  N  -\-  2^  unter 
TT-i,  tt'i^  tTo-,  7t2,  ...  conjugirte  Paare  imaginärer  Primzahlen  der 
Form  (6)  verstehen,  so  erhalten  wir 

a  +  bQ  =(—Q  y      (V^)"  q\^  ffi  .  .  .  n*^  n'l^'  7r'|  n'^^'  .  .  . 
^  rt  +  &  ()2  =  (—  ^2)/  (_  y_  3)n  ^|i  g|. .  .  .  n'i'  jt'l^  ;ry  ;r;'2  .  .  . 

worin 

A,  ^i,  §1,  82  .  .  .  ii,  h,  r.2,  12  •  '  • 

ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 

Nun  ist  aber  nach  (3)  das  Product  der  beiden  Zahlen  (8) 
der  Cubus  einer  rationalen  Zahl,  und  dies  giebt,  da  eine  rationale 
Zahl  nur  auf  eine  Art  in  Primfactoren  zerlegbar  ist,  die  folgenden 
Bedingungen : 

und  wir  setzen  also 

n  =  3^,     Si  =  3  öl,     ^2  =  3  02  .  .  . 
^^  f,  +^;=:3r„      f2  +  ^2  =  3r2  .  .., 

so  dass  n,  öl,  öo  .  .  .  ti,  Tj  .  .  .  ganze  Zahlen  sind.  Nun  ist  nach 
den  Formeln  (7): 

^     ^  n''  n't  =  p-ii^n  (^,  7if''{Q\  rif*. 

Bezeichnen  wir  endlich  noch  mit  £  eine  9*^  Einheitswurzel, 
so  können  wir 

-Q  =  (-  ^y 

setzen,  und  stellen  dadurch  a  -\- b  q  und  a -\- b  q'^  als  Cuben 
dar.     Wir  erhalten  also  nach  (2): 

(11)       (9,  x,y  =  (—sf'  (V^^^-"  gf»  ql"'  .  .  .  PV^'^PV^'^Hl 
worin 

(12)  H,  =  (9,  ,,,)'■  (9^  'h)'''  (?,  vJ'  (e^  n2)v  ■  ■ . 

eine  Kreistheilungszahl  ist.  Bezeichnen  wir  mit  H^  die  aus  H^ 
durch  Vertauschung  von  q  mit  92  hervorgehende  Zahl,  so  ist 
H^  7/2  eine  rationale  Zahl. 

Wenn  wir  aus  (11)  die  dritte  Wurzel  ziehen,  so  folgt,  da 
hierbei  noch  eine  dritte  Einheitswurzel  q^  als  Factor  auftreten  kann, 

(13)      (q,  X,)  =  (-  ey  Q,  {y^^^Y  q",^  g?  .  .  .    7^^  P7'^  •  •  •  ^1, 
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und  ebenso  erhalten  wir 

(14)  (q^,  Xo)  =  (-  s^y  Q,  (—  V^^)"  q'l^  q'i^  . . .  pj^i  p-^^  . . .  H,. 

Weil    das   Product    dieser    beiden   Ausdrücke    rational   sein 

muss,  so  ergiebt  sich  noch  zwischen  den  Einheitswurzeln  q,Qi^Q2 

die  Relation 

Q^-  Qi  Q2  =  1- 
Setzen  wir 

(15)  iTo   +  ^1    +  ^2   =   A 

so  ist  auch  Ä  eine  rationale  Zahl,  und  aus  (13),  (14),  (15)  folgt, 
dass 

Xo    =    1/3    [Ä   +  (9,    Xq)   +  (^2^   ^0)] 

(16)  X,  =  lA  [Ä  +  ^2  (^,  a^o)  -f  ^   (^2,  ^0)] 
^2  =  Vs  [^  +  ^   (9,  ^0)  +  9^  (Q^  ^0)] 

Kreistheilungzahlen  sind.  Aus  den  Formeln  (13),  (14)  können 
wir  die  Zusammensetzung  dieser  Zahlen  aus  den  Perioden 
t^i,  rj2,  .  .  .  ersehen.  Ein  näheres  Eingehen  auf  diesen  Gegenstand 
ist  aber  nicht  mehr  erforderlich,  weil  wir  schon  im  §.  23  alle 
Kreistheilungszahlen ,  die  cubischen  Gleichungen  genügen,  voll- 
ständig gebildet  haben. 

§.  26. 
Biquadratische   Abel'sche   Gleichungen. 

Ganz  ähnlich  kann  der  Beweis  des  entsprechenden  Satzes 
für  die  biquadratischen  Abel'schen  Gleichungen  geführt  werden. 
Nur  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  nämlich  Gleichungen 
mit  nicht  cyklischer  Gruppe,  und  Gleichungen  mit  cyklischer 
Gruppe. 

Für  die  nicht  cyklischen  Abel'schen  Gleichungen  mit  den 
Wurzeln  Xq^  x^,  x^^  x^  ist  die  Gruppe: 

(1)  1,    (0,  1)  (2,  3),    (0,  2)  (1,  3),     (0,  3)  (1,  2), 
und  es  sind  also  die  drei  Quadrate 

(2)  (xq  —  Xi-\-  X2  —  x,>,y  =  h 

{xq  —  Xi  —  X2  -\-  x-^y  =  c 

und  das  Product 

(3)  (xQ^XT_  —  X2  —  x-i)  (^0—^1  +  ^*2  —  ^3)  (^0—^1  —  ^2  +  ^3)  —  ^1 
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und  ferner  die  Summe 

(4)  Xo  +  x^  +  X2  +  x-i  =  4:A 
rationale  Zahlen. 

Wenn  wir  aus  (2)  die  Quadratwurzeln  ausziehen  und  berück- 
sichtigen, dass  sich  Va  nacli  (3)  von  Vbc  nur  durch  einen 
rationalen  Factor  unterscheidet,  so  folgt  durch  Addition: 

(5)  x,=A  +  BVh+CV'^+D  VTc, 

worin  A^  B,  C,  D  rationale  Zahlen  sind;  und  daraus  erhält  man 
Xi,  rr.2,  iCs,  wenn  man  die  Vorzeichen  von  V  b,  ]/  c  ändert. 

Nach  Band  I,  §.  171  können  aber  alle  Quadratwurzeln, 
nöthigenfalls  unter  Zuziehung  von  «,  was  ja  selbst  eine  Kreis- 
theilungszahl  ist,  rational  durch  die  Kreistheilungsperioden  (die 
Gauss' sehen  Summen)  ausgedrückt  werden,  so  dass  also  in  (5) 
schon  der  Beweis  unseres  Satzes  liegt. 


Ist  die  Gruppe  der  biquadratischen  Gleichung  cyklisch,  so 
können  wir  die  Wurzeln  so  anordnen,  dass  die  Gruppe  aus  den 
Permutationen 

(6)  1,     (0,  1,  2,  3),     (0,  2)  (1,  3),     (0,  3,  2,  1) 

besteht,  und  dann  ist  zu  setzen: 

4:A  =  Xo-\-x^-}-X2-^x.i 

(?,  Xq)    =   Xq  -\-  IXi    —   X2   1 X-^ 

( —  1^  ^0)  =  ^0       ^1  ~r  ^2  —  ^3 

( ?,  Xq)   =   Xq  l  Xi  X2  — j—  1  X-_^  '■) 

darin  ist  A  und  ( —  l,:rö)2  =  m  rational,  und  daher  kann  ( —  I^Xq) 
durch  Kreistheilungszahlen  ausgedrückt  werden.  Die  vierten 
Potenzen 

(8)  («,  XqY  ■=  a  -\-  hi,    (—  ?,  XqY  z=  a  —  bi 

sind  Zahlen   des  Körpers  B  (i) ,  und  um  dieselben  Schlüsse   wie 

bei  den  cubischen  Gleichungen  ziehen  zu  können,  kommt  es  also 
nur  noch   darauf  an,  a  -\-  bi  und   a  —  bi  als  vierte  Potenzen 

von  Kreistheilungszahlen  darzustellen.  Dazu  dient  noch  der 
Satz,  dass 

(9)  (i,  Xq)  (—  ?,  Xo)  =  c 
eine  rationale  Zahl  ist. 
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Im  Körper  J^  (ir)  haben  wir  (Bd.  I,  g.  173)  die  Einheiten 
+  1,  +  2,  ferner  als  Primzahlen  die  associirten  Factoren  1  +  ^ 
von  2,  die  reellen  Primzahlen  q  der  Form  4iV  -|-  3  und  die 
beiden  complexen  Factoren  ;r,  ji'  der  reellen  Primzahlen  p  von 
der  Form  4i\^-|-  1- 

In  Band  I,  §.  172  haben  wir  die  Zerlegung 

P  =  ^1  (0  ^1  (—  i) 
gefunden,  die  uns  erlaubt, 

(10)  7t  =  i^,{i),     jt'  =  i;,{-i) 

zu  setzen,   und,  wenn  rj  eine  JV- gliedrige  Periode  von  j>*en  YAn- 
heitswurzeln  ist, 

ii  riY  =p^i  (i)\     (—  ^,  r^y  =  p^,(—  «)2, 
oder 

(11)  (^,  rjY  =  ;r3  7t\  (—  i,  rjY  =  n  n'\  {i,  rj)  (-  ^,  i;)  =  p. 

Zerlegen  wir  nun,  wie  bei  den  cubischen  Gleichungen,  die 
Zahlen  a-j-bi,  a  —  bi  in  ihre  Primfactoren  in  B  (^),  so  ergiebt 
sich  unter  Anwendung  einer  entsprechenden  Bezeichnung 

(12^        ^  +  ^  ^'  =  ^'^    (1  +  ^y  q\'  q_'i  •  .  .  ^{'  <*^'  ^*i  ^'t'  .  .  . 
a  —  bi  =  i-'^{\—  i)n  qsi  qs^  .  .  ^  j^w  ^'ty  ^t/  ^^'u,  ^  ^  ^ 

Das  Product  dieser  beiden  Zahlen  muss  aber  die  vierte 
Potenz  einer  rationalen  Zahl  sein  [nach  (8)  und  (9)],  und  daraus 
folgt: 


n 

=  0 

(mod  4) 

(13) 

h 

«1 

=  0, 
=  0, 

^2 

k  + 1; 

III  III 

o    o 

• 

.  (mod  2) 
.  (mod  4) 

h 

-t[ 

=  0, 

k-ti 

ezeO  . 

. 

.  (mod  2). 

Es 

folgt 

aber  jetzt  aus  (11): 

(14) 

;r'3r"' 

=r(^: 

t-t 

-{7t  71') 

2           __ 

-.{i 

.2«-0      - 

^n)        p 

-t-\-it' 

2 

und  ferner 

(15)  (l+0"  =  (-1)^  22, 

und  hiernach  können  wir  also,  mit  Rücksicht  auf  (13),  wenn  wir 
mit  7ii,  7/2  zwei  Kreistheilungszahlen,  nämlich  das  Product  aller 
in  der  Zerlegung  von  a  -^  bi  vorkommenden  Zahlen 

t—t> 

(«■,  n)'  , 
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und  die  durch  die  Vertauschung  von  i  mit  —  i  daraus  hervor- 
gehende Zahl,  ferner  mit  c  eine  rationale  Zahl  bezeichnen,  setzen 

a  —  hi  =  i-^c^H^. 

Aus  (8)  folgt  durch  Ausziehen  der  4**"°  Wurzel,  wodurch 
eine  Potenz  von  i  als  Factor  hinzukommen  kann, 

(15)  (-  i,  X,)  =--  i-^-  i '  \'~c  H, 

(—  \,X(s)  =  y  m, 

und  daraus  ergiebt  sich,  da  ]/^?,  ]/c  und  |/m  Kreistheilungs- 
zahlen  sind,  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  auch  in  diesem  Falle. 

Auch  hier  kann  die  weitere  Betrachtung  des  Baues  der  in 
(15)  vorkommenden  Ausdrücke  dazu  dienen,  die  Zusammen- 
setzung der  iCo ,  aTj ,  ^^2 ,  x-^  durch  die  Perioden  ri  näher  zu  er- 
forschen, was  aber  wieder  zu  keinen  anderen  Resultaten  führen 
kann,  als  zu  den  schon  in  §.  24  abgeleiteten. 

Wir  haben  also  hiermit  den  Satz  allgemein  bewiesen,  dass 
alle  Abel'schen  Körper  dritten  und  vierten  Grades 
Kreistheilungskörper  sind,  und  dass  alle  diese  Körper 
rational  durch  die  Kreistheilungsperioden  dargestellt 
werden  können. 


Weber,  Algebra.     II. 
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§.  27. 
Bildung  von  Gruppen  nach  Cayley. 

Die  allgemeine  Definition  der  Gruppe,  die  im  §.  1  gegeben 
ist,  lässt  über  die  Natur  dieses  Begriffes  noch  manches  im 
Dunkel,  und  auch  die  verschiedenen  einzelnen  Gruppen,  die  wir 
im  Verlauf  unserer  Betrachtungen  kennen  gelernt  haben,  geben 
nur  Hinweise  auf  allgemeine  Gesetze,  und  zeigen,  dass  der 
Gruppenbegriff  an  sich  nichts  Widersprechendes  hat.  In  der 
Definition  der  Gruppe  ist  mehr  enthalten,  als  es  auf  den  ersten 
Blick  den  Anschein  hat,  und  die  Zahl  der  möglichen  Gruppen, 
die  aus  einer  gegebenen  Anzahl  von  Elementen  zusammengesetzt 
werden  können,  ist  eine  sehr  beschränkte.  Die  allgemeinen 
Gesetze,  die  hier  herrschen,  sind  erst  zum  kleinsten  Theile  er- 
kannt, so  dass  jede  neue  specielle  Gruppe,  namentlich  bei  kleinerer 
Gliederzahl,  ein  neues  Interesse  bietet  und  zu  eingehendem  Stu- 
dium auffordert. 

Welche  Gruppen  sind  zwischen  einer  gegebenen 
Zahl  von  Elementen,  d.  h.  bei  gegebenem  Grade  über- 
haupt möglich?  Das  ist  die  allgemeine  Frage,  um  die  es 
sich  handelt,  von  deren  vollständiger  Lösung  wir  aber  noch  weit 
entfernt  sind.  Cayley  hat  diese  Aufgabe  zuerst  für  die  niedrig- 
sten Gradzahlen  in  Angriff  genommen  i). 


1)  On  the  theory  of  groups ,  as  dependingf  on  the  symbolic  equation 
©n  =  1.  Philosophical  Magazine,  Yol.  II,  1854.  (Cayley 's  raatheraatical 
papers,  Vol.  II,  125.)     American  Journal  of  mathematics,  Vol.  I. 


§.27. 


Bildung  von   Gruppen. 


115 


Für  jede  beliebige  Gradzahl  n  baben  wir  immer  eine,  näm- 
lich die  cykliscbe  Gruppe,  die  wir  erbalten,  wenn  wir  a"  =  1 
und  die  n  Elemente 

1,  a,  a2  .  .  .  a"-i 

als  versebieden  annehmen. 

Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  ist  diese  die  einzige  Gruppe 
vom  Grade  n  (wenn  isomorphe  Gruppen  als  identisch  betrachtet 
werden).  Denn  der  Grad  eines  jeden  Elementes  einer  Gruppe 
ist  ein  Theiler  des  Grades  der  Gruppe,  und  also  hat  in  einer 
Gruppe  von  Primzablgrad  jedes  Element,  mit  Ausnahme  des 
Einheitselementes,  den  Grad  n. 

Um  eine  Gruppe  vom  Grade  n  vollständig  darzustellen, 
müsste  man  eine  quadratische  Tafel  construiren  mit  n'^  Feldern, 
die  in  n  Zeilen  und  n  Colonnen  angeordnet  sind.  Man  be- 
zeichnet jede  Zeile  und  jede  Colonne  durch  eines  der  gegebenen 
Elemente,  und  setzt  in  das  Feld,  in  dem  diese  beiden  sich 
schneiden,  das  zusammengesetzte  Element,  wobei  etwa  der  Zeilen- 
zeiger die  erste,  der  Colonnenzeiger  die  zweite  Componente 
bedeutet: 


1 

a 

ß 

7     •  •  • 

1 

1 

(C 

ß 

7     •  •  • 

« 

« 

«2 

aß 

«r  •  •  • 

ß 

ß 

ßa 

ß' 

ßr  . .  . 

7 

7 

ya 

7ß 

7'    '" 

Man  kann  aber  die  Felder  einer  solchen  Tafel  nicht  ganz 
beliebig  mit  den  Elementen  ausfüllen,  sondern  man  muss  sich 
dabei  an  das  associative  Gesetz  halten,  so  dass  man,  wenn  man 
aßy  aufsucht,  indem  man  zuerst  in  der  Zeile  a  und  in  der 
Colonne  ß  das  Element  (a/3),  dann  in  der  Zeile  (a/3)  und  der 
Colonne  y  das  Element  (a  ß)  y  aufsucht,  dasselbe  Resultat  findet, 
wie  wenn  man  zuerst  {ß  y)  in  der  Zeile  ß  und  der  Colonne  y  und 
dann  a  (ß  y)  in  der  Zeile  a  und  in  der  Colonne  {ß  y)  aufsucht. 

Für  n  =:  4  haben  wir,  wenn  ein  Element  vom  4*'^"  Grade 
existirt,  die  cykliscbe  Gruppe 


1,  a,  a-,  a« 


8* 
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und  wenn  alle  Elemente  vom  P*®»  oder  2*^^  Grade  sind,  die 
Gruppen 

1,  cc,  ß,  aß 

mit  der  Bedingung  ccß  =r  ßa.  Es  giebt  also  nur  diese  zwei 
Gruppen  vom  4*^"  Grade.  Wenn  die  Elemente  mit  1,  a,  ^,  y 
bezeichnet  werden,  so  haben  wir  die  beiden  Tabellen: 


1 

a 

ß 

7 

1 

1 

a 

ß 

7 

« 

ti 

ß 

7 

l 

ß 

ß 

7 

1 

(i 

7 

7 

1 

a 

ß 

1 

(( 

ß 

7 

1 

1 

a 

ß 

7 

« 

« 

1 

7 

ß 

ß 

ß 

r 

1 

a 

7 

7 

ß 

« 

1 

Der  Fall  w  =  6  lässt  sich  in  folgender  Weise  vollständig 
erledigen:  Wir  bezeichnen  die  sechs  Elemente  mit  1,  w,  /3,  y,  ö,  £, 
so  dass  1  die  Einheit  der  Gruppe  ist.  Wenn  darunter  ein  Ele- 
ment vom  Grade  6  vorkommt,  so  ist  die  Gruppe  cyklisch. 

Wenn  wir  also  von  diesem  Falle  absehen,  so  können  die 
Grade  der  Elemente  w,  ^,  y,  d,  s  nur  2  oder  3  sein.  Sind  a 
und  ß  vom  2*^"  Grade,  so  kann  aß  nicht  vom  2*^"  Grade  sein; 
denn  sonst  wäre 

a  =  a-\    ß  =  ß-\   aß  =  ß--"  «-i  =  /3a, 

und   es    wäre   also    1,  04,/3,  aß    eine    Gruppe    4^^^   Grades;    eine 
solche  kann  aber  nicht  Theiler  einer  Gruppe  6*^^  Grades  sein. 

Es  muss  also  mindestens  ein  Element  3*'^"  Grades  vor- 
kommen, und  wenn  wir  ein  solches  mit  a  bezeichnen  und  y  nicht 
in  1,  cc,  o£2  enthalten  ist,  so  ordnet  sich  die  Gruppe  so: 


(1) 


S  =  1,  w,  a^^  y,  ya^  y  a^. 


Um  die  Bedingung  zu  ermitteln,  dass  dies  eine  Gruppe  sei, 
bilden  wir 


yS 


y,  ya,  ya^  y^,  y'^a,  y^a^, 


was  mit  S  identisch  sein  muss;  und  es  muss  also 
y^  7=  l  oder  =  a  oder  =  «^ 


sein.     Ist  aber 


oder 


c«2,   so  ist  y-  =  ay  oder  r=  a^y, 


und  y%   aber   keine   niedrigere    Potenz   von   );  =  1 ,    d.  h.  >S  ist 
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cyklisch   (S  =^  1 ,  7,  y"^,  y^  y*,  y'^).     Es  bleibt  also   nur  die  An- 
nahme, class  y  vom  'i*^'^  Grade,  also 
(2)  y^  =  1 

ist.     Da   wir   aber    y    durch    y  a   oder    y  u?    ersetzen    können ,    so 
müssen  auch  diese  vom  2*^"  Grade  sein  und  es  folgt: 
(.S)  j;  a  r=r  «-  7,      y  u?  ==  «  7, 

mit  deren  Hülfe  man  jedes  Compositum  aus  beliebig  vielen 
Potenzen  von  a  und  y  immer  auf  eines  und  nur  eines  der  Ele- 
mente S  zurückführen  kann.     Und  wenn  man  jetzt 

1,  «,  «-,  7,  y  OL^  7  «2 

1,  «,   /3,   >/,    d,     f 
bezeichnet,  so  erhält  man  folgende  Tabelle: 


mit 


1 

(C 

^ 

7 

d 

s 

1 

1 

a 

ß 

7 

d 

6 

« 

cc 

ß 

> 

e 

7 

d 

f^ 

ß 

1 

ec 

(f 
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7 

y 

7 

d 

e 

1 

(C 

ß 

6 

cf 

s 

7 

ß 

1 

cc 

€ 

£ 

7 

(f 

a 

ß 

1 

Es  kommen,  wie  es  sein  muss,  in  jeder  Zeile  und  in  jeder 
Colonne  alle  Elemente  vor. 


§.  28. 

Beziehung   der   allgemeinen   Gruppen   zu   den 
Permutationsgruppen. 

Die  Gruppen,  die  wir  bisher  am  meisten  angewandt  haben, 
sind  die  Permutationsgruppen;  diese  Art  von  Gruppen  gewinnen 
eine  erhöhte  Bedeutung  auch  für  die  allgemeine  Gruppentheorie 
durch  die  folgenden  Betrachtungen. 

Es  sei 
(1)  P  =  ao,  «1,  «2,  .  •  •'  «n-l 

eine  beliebige  Gruppe  vom  Grade  u.     Greifen  wir  aus  P  irgend 


118  Fünfter  Abschnitt.  §.  28. 

ein  Element  h  heraus,  so  ist  der  Complex  Fh  mit  F  völlig 
identisch.     Es  können  sich  also  die  beiden  Reihen 

Ab  =    «06,  «i^,   «2^5   •  •   -1   Ctn  —  lb 

nur  durch  die  Anordnung  von  einander  unterscheiden.  Der 
üebergang  von  Ä  zu  Ab  ist  also  eine  Permutation  von  n  Ziffern 
0,  1,  2  ...  w  —  1,  und  jedem  Elemente  b  von  P  entspricht  eine 
solche  Permutation,  die  wir  mit  7t i,  bezeichnen  wollen.  Zwei  ver- 
schiedenen Elementen  b,  c  entsprechen  immer  zwei  verschiedene 
Permutationen  tti,^  n^.^  und  dem  Einheitselemente  entspricht  die 
identische  Permutation.     Setzen  wir 

7t^  =  (Ä,  Ab),      7t,  =  (A,  Ac\ 
so  können  wir   7t^  auch  mit  {Ab^  Abc)  bezeichnen,   und   daraus 
ergiebt  sich 

(2)  7tj,  7tc    =    TCtjci 

d.  h.  die  Permutationen  7t  bilden  eine  mit  P  isomorphe  Permu- 
tationsgruppe. Diese  Permutationsgruppe  ist  transitiv,  da  z.  B. 
das  Element  a^  in  jedes  beliebige  andere  Element  von  P  über- 
gehen kann.     Also  haben  wir  den  Satz: 

1.    Jede  Gruppe  vom  Grade  n  ist  isomorph  mit  einer 
transitiven  Permutationsgruppe  von  n  Ziffern. 

Es  giebt  natürlich  noch  andere  mit  einer  gegebenen  Gruppe 
isomorphe  Permutationsgruppen,  und  es  wäre  von  besonderem 
Interesse,  eine  solche  Gruppe  mit  möglichst  geringer  Ziffernzahl 
zu  bilden.  Diese  Aufgabe  kann  bis  jetzt  nicht  allgemein  gelöst 
werden.    Wir  müssen  uns  hier  mit  wenigen  Sätzen  begnügen. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  B,  irgend  ein  Divisor  von  P  vom 
Index  j^  und  bezeichnen  die  Elemente  von  R  mit  c,  setzen  ferner, 
indem  wir  P  in  ein  System  von  Nebengruppen  zerlegen, 

(3)  F  =  B-\- Bb^  +  Eb^-\ h^^i-i- 

Ist  dann  a  irgend  ein  Element  von  P,  so  werden  die  beiden 
Systeme 

(4) 


JB      :=:    P,       P^i,       P  &2i       .   .   .,    P^y_i 


Ba  =  Ba^  Bb^a^  P^gt«,  .  .  .,  Bbj  —  ia^ 
von    der   Reihenfolge   abgesehen,   übereinstimmen,    und    es    ent- 
spricht also  jedem  Element  a  eine  bestimmte  Permutation  jTa  der 
j  Ziffern  0,  1  .  .  .  J  —  1,  die  wir  mit 
(5)  7ta  =  {B,Ba) 


§.  28.        Allgemeine   Gruppen   und   Permutationsgruppen.  119 

bezeichnen  können.     Auch  hier  gilt  das  Gesetz 

(6)  ^a  ^a'   =    ^aa'i 

wenn  a'  gleichfalls  irgend  ein  Element  aus  P  ist.  Es  ist  noch 
die  Frage,  ob  verschiedene  Elemente  a  dieselbe  Perniutation  tc 
hervorrufen  können.     Wenn  7r„  =  Jta'  ist,  so  folgt  aus  (6): 

und  wenn  wir  also  mit  ciq  alle  der  Bedingung 

(7)  ^a,    =    1 

genügenden  Elemente  bezeichnen,  so  ist  a'  ■=  a^ «,  und  es  kommt 
darauf  an,  die  Gesammtheit  der  Elemente  a^  zu  ermitteln. 
Wenn  aber 

(8)  Eba,  =  Rh 

sein  soll,  so  muss 

hüQ  =  cb 

sein,  d.  h.  a^  muss  der  Gruppe  b-'^  Rh  angehören,  und  dies  ist 
auch  hinreichend  für  das  Bestehen  von  (8). 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  der  Bedingung  (7)  genügenden 
Elemente  «o  die  ganze  Gruppe  Ro  erfüllen,  die  der  Durchschnitt 
aller  mit  R  conjugirten  Theiler  von  P: 

P,  hV'Rb,,  hT'Rh,,  .  .  .,  h-l,Rhj-u 
und,    wie   wir   früher    nachgewiesen    haben,    ein    Normal  theiler 
von  P  ist. 

Daraus  ergiebt  sich  für  den  Fall,  dass  Pö  =  1  ist,  der  Satz : 

2.  Hat  eine  Gruppe  P  einen  Theiler  vom  Index  j, 
der  mit  seinen  conjugirten  Theilern  ausser 
dem  Einheitselemente  kein  Element  gemein 
hat,  so  ist  P  (einstufig)  isomorph  mit  einer 
transitiven  Fermutationsgruppe  von  j  Ziffern. 

Dass  die  Permutationsgruppe  transitiv  ist,  sieht  man  aus  (4), 
wo  für  a  jedes  der  Elemente  61,  h.2,  . . .,  bj-i  gesetzt  werden  kann. 

Der  Satz  2.  findet  immer  statt,  wenn  P  eine  einfache  Gruppe 
und  R  ein  echter  Theiler  von  P  ist,  weil  dann  Pq,  als  Normal- 
theiler  von  P,  sich  auf  die  Einheitsgruppe  reduciren  muss  i). 

Es  mögen  jetzt  P  und  Q  irgend  zwei  Theiler  der  Gruppe  P 
bedeuten,  R  vom  Index  j,  Q  vom  Grade  q. 


1)  Holder,  Mathematische  Anualen,  Bd.  40,  S.  57. 
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Wir  zerlegen  P  wie  in  (4)  in  die  j  Nebengruppen  J5,  bezeichnen 
mit  e  alle  Elemente  von  §,  und  untersuchen  nun  die  Permutation 

7te  =  [B,  Be), 
die  durch  die  Elemente  e  unter  den  j  Elementen  (4)  hervorgerufen 
wird.     Diese  Permutationen  bilden  nach  (5)  und  (6)  gewiss  eine 
mit  Q  ein-  oder  mehrstufig  isomorphe  Gruppe  77. 

Ist  %  irgend  ein  Element  von  P,  so  werden  in  dem  nach 
der  Composition  der  Theile  gebildeten  Complex 

Pi  =  Ba,Q 
eine  gewisse  Anzahl  der  Nebengruppen  B  enthalten  sein.     Diese 
Anzahl   finden    wir,    wenn    wir    die    Bedingung   aufsuchen,    dass 
Bai  =  Ba^e  sei,  oder  dass  a^e  in  Ba^  oder  e  in  aj'^Bai  ent- 
halten sei.     Ist  also 

Qy  der  Durchschnitt  von   Q  und  a-'^Ba^ 

vom  Index  h^  in  Bezug  auf  §,  so  enthält  Pj  genau  h-^  und  nicht 
mehr  von  den  Complexen  B. 

Ist  «2  ein  zweites  Element  von  P,  so  ist  der  Complex 
P2  =  Ba^Q 
entweder  völlig  mit  P^  übereinstimmend,  oder  beide  enthalten 
gar  kein  gemeinsames  Element.  Denn  wenn  Pi  und  P^  ein 
gemeinsames  Element  enthalten,  so  haben  sie  einen  der  Com- 
plexe  B  gemein.  Das  ist  aber  nur  möglich,  wenn  ctg  e  in  P  «i  e\ 
also  «2  iii  -Pi  enthalten  ist,  und  dann  ist  P^  und  Pg  identisch. 
Wir  können  also  mit  der  Bildung  der  Complexe  Pj,  P2  .  .  .  fort- 
fahren, bis  die  Gruppe  P  erschöpft  ist,  und  erhalten  die  Zer- 
legung der  Gruppe  P  nach  den  zwei  Gruppen   Q  und  B: 

(9)  F  =  Ba,Q  +  Ba,Q-^ 

=  P,         +P,         +  .  .  . 
Aus   der   Bemerkung,    dass,   wenn   a^   nicht   in   Ba^Q  vor- 
kommt, a— 1  nicht  in  Qa~^B  enthalten  ist,  ergiebt  sich  die  zweite 
Zerlegung : 

(10)  P=  Qa-^B+  Qaj'B-] 1). 

Die  Bestandtheile  Pj,  Pg,  .  .  .  von  (9)  enthalten  je  /i^,  h2^  .  .  . 
Elemente  der  Reihe  P,  wenn  /ij,  h^^  .  .  .  die  Indices  der  Durch- 
schnitte von  Q  mit  «7-1  Paj,  a-^Ba^^  ...  in  Bezug  auf  §,  also 
Theiler  des  Grades  q  von  Q  bedeuten. 


^)  Diese  Zerleguugen  verdanke  ich  einer  Mittheilung  von  Dedekind. 
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Wenn  nun  e  ein  beliebiges  Element  aus  Q  ist,  so  ist  §e=  §, 
und  folglich  auch  RaiQe  =  RaiQ.  Daraus  folgt,  dass  durch 
Composition  mit  e  die  Gesammtheit  der  hi  Elemente,  aus  denen 
Pi  zusammengesetzt  ist,  nicht  geändert  wird,  und  dass  sie  also 
durch  die  Permutationsgruppe  /7  nur  unter  einander  vertauscht 
werden.  Man  sieht  aber  auch  unmittelbar,  dass  diese  A,-  Ele- 
mente B  durch  77  transitiv  verbunden  sind;  denn  Pj  besteht 
eben  aus  allen  den  Complexen  B,  die  aus  einem  unter  ihnen  durch 
Anwendung  von  Elementen  aus  Q  abgeleitet  werden  können,  und 
daher  kann  jeder  dieser  Complexe  B  aus  P,-  durch  Permutationen 
aus  77  in  jeden  anderen  übergeführt  werden. 

Wir  wollen  das  gewonnene  Resultat  in  folgender  Weise  als 
Theorem  formuliren: 

3.  Ist  P  eine  Gruppe  vom  Grade  >?,  R  ein  T heiler 
von  P  vom  Index  j,  Q  ein  Theiler  von  P  vom 
Grade  3,  so  ist  mit  Q  eine  Permutationsgruppe  77 
von  j  Ziffern  ein-  oder  mehrstufig  isomorph.  Die 
j  Ziffern  zerfallen  in  Reihen  von  je  /ij,  /ig,  /^s,  .  .  . 
durch   n  transitiv   verbundenen   Ziffern,   so   dass 

(11)  j  =  h,  +  ih  +  h^ — 

ist,  und  /ij,  7^2,  /«3,  ...  Theiler  von  5  sind.  Die 
Zahlen  Aj,  7*2,  7^3,  .  .  .  sind  die  Indices  von  Theilern 
von  y,  die  sich  als  Durchschnitte  von  Q  mit 
den  conjugirten  Gruppen  a~^Ra  ergeben. 

Haben  die  verschiedenen  Gruppen  §1,  Q.2,  .  .  .  ausser  dem 
Einheitselemente  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  was  bei  ein- 
fachen Gruppen  P  immer  eintritt,  so  ist  der  Isomorphismus 
einstufig. 

§.  29. 
Der  erste   Sylow'sche   Satz. 

Es  ist  nicht  leicht,  auf  dem  von  Cayley  eingeschlagenen 
directen  W^ege  bei  der  Bildung  von  Gruppen  über  die  niedrig- 
sten Grarlzahlen  hinauszugehen.  Für  weitergehende  Unter- 
suchungen in  dieser  Richtung  ist  ein  Satz  von  grossem  Nutzen, 
der  in  beschränktem  Umfange  von  Cauchy  herrührt,  allgemein 
aber  von  Sylow  bewiesen  ist.    Wir  wollen  diesen  wichtigen  Satz 
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hier  nach  einem  Verfahren  von  Frohen ius  heweisen,  das  sich 
nur  auf  den  allgemeinen  Gruppenbegrifi*  stützt  ^). 

Der  Satz  lässt  sich  einfach  so  aussprechen : 

I.  Ist  P  eine  Gruppe  von  irgend  welchen  Ele- 
menten vom  Grade  n  und  p'^  eine  in  n  aufgehende 
Primzahlpotenz,  so  hat  die  Gruppe  P  einen 
Theiler  vom  Grade  ^^ 

Cauchy  hat  diesen  Satz  für  x  =  1  bewiesen.  Für  den 
Fall,  dass  n  eine  Primzahl  ist,  i^t  er  evident;  für  n  =  4  und 
w  =  6  kann  man  ihn  aus  den  Zusammenstellungen  in  §.  27 
leicht  ablesen,  so  dass  er  also  für  die  Fälle  w  =  2,  3,  4,  5,  G,  7 
als  erwiesen  betrachtet  werden  kann.  Auf  Grund  dieser  Wahr- 
nehmung lässt  sich  die  vollständige  Induction  anwenden,  und 
wir  setzen  also  voraus,  der  Satz  sei  bewiesen  für  Gruppen, 
deren  Grad  niedriger  ist  als  n. 

Wir  wollen  die  Elemente  der  Gruppe  P  durch  die  Buch- 
staben a^  b,  c,  .  .  .  bezeichnen  und  unter  x  ein  Zeichen  für  ein 
veränderliches  Element  in  P  verstehen,  das  die  ganze  Gruppe  P 
durchläuft. 

Wir  fassen  zunächst  alle  die  Elemente  a  zusammen,  die  der 
Bedingung 

(1)  x—'^ax  =  a    oder     ax  =  xa 

genügen,  so  dass  a  jedes  Element  bedeutet,  das  mit  allen  Ele- 
menten von  P  vertauschbar  ist.  Dazu  gehört  jedenfalls  das 
Einheitselement,  und  die  Gesammtheit  dieser  Elemente  a  bildet 
eine  in  P  enthaltene  Gruppe  Ä.     Denn  aus 

x-^  ax  =  a^    x-^a'x  =  a' 
folgt 

x-'^aa'x  =  aa'. 

A  ist  eine  Abel'sche  Gruppe  und  ein  Normalt  heiler 
von  P;  denn  aus  der  Definition  (1)  folgt  x~^Äx  =  Ä,  und  für 
irgend  zwei  Elemente  a,  a'  von  Ä: 

aa'  =  a' a. 
Wir  bezeichnen  mit  v  und  j  Grad  und  Index  dieser  Gruppe,  so  dass 

(2)  n  =  vj 


1)  Cauchy,  Exerc.  d'analyse,  Tom.  III.  Sylow,  Mathem.  AnDalen, 
Bd.  5.  Frobenius,  Journ.  für  Mathematik,  Bd.  100.  Netto,  Mathem. 
Annalen,  Bd.  13;  Substitutionentheorie,  §.  48. 


r 
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ist.  Wenn  nun  c  ein  nicht  zu  Ä  gehöriges  Element  von  P  ist, 
so  wird  x-'^  c  X  nicht  für  alle  Elemente  x  gleich  c  sein.  Es 
werden  sich  aber  gewisse  Elemente  b,  h\  .  .  .  unter  den  x  finden, 
darunter  gewiss  das  Einheitselement,  die  der  Bedingung 

x—'^cx  =  c 
genügen,  und  diese  Elemente  bilden  eine  Gruppe,  weil  aus 

(3)  h-^ch  —  c,  y-^cy  =  c 

folgt,  dass  auch 

(&' 6)-i  c  {h' h)  =  h-^  V-^  ch'b  =  c 
sein  muss.     Diese  Gruppe  bezeichnen  wir  mit  B  und  ihren  Grad 
und  Index  mit  fu,  £,  so  dass 

(4)  n  =  ^E 

wird;  B  ist  ein  echter  Theiler  von  P,  und  daher  ist  s  jedenfalls 
grösser  als  1,  weil  sonst  c  in  Ä  enthalten  wäre,  gegen  die  An- 
nahme. 

Ist  g  ein  Element  von  P,   das  nicht  in  B  vorkommt,  und  h 
ein  beliebiges  Element  von  B.  so  ist  nach  (3): 

(5)  g-n-Uhg  ^  Q-^cg, 

was  von  c  verschieden  ist,  weil  g  nicht  in  B  vorkommt.  Wenn 
man  also  P  in  die  Nebengruppen  zerlegt: 

(6)  B  =  B  +  Bg,+Bg,^ +  ^^^-i^ 

so  erhält  man,  wenn  man  in  x-^cx  für  x  alle  Elemente  einer 
dieser  Nebengruppen  setzt,  immer  dasselbe  Element  g-^cg,  und 
man  erhält  also  a  und  nicht  mehr  Elemente,  und  jedes  gleich  oft: 

(7)  c,  gT^cg^,   9V^  c  g^,  •  .  .,  f/f-i^^e-i^ 

alle  diese  Elemente,  deren  Gesammtheit  wir  mit  C  bezeichnen 
wollen,  sind  unter  einander  und  von  den  Elementen  a  ver- 
schieden. C  ist  aber  keine  Gruppe,  da  das  Einheitselement 
darunter  nicht  vorkommt. 

Ist  nun  mit  A  und  G  die  Gesammtheit  der  Elemente  von  P 
noch  nicht  erschöpft,  so  nehme  man  ein  in  A  und  C  nicht  vor- 
kommendes Element  c'  und  bilde  nach  derselben  Vorschrift  die 
Gruppe  B'  vom  Grade  ^'  aller  Elemente,  die  der  Bedingung 

&'-!  c'  b'  =  c' 
genügen,  und  das  System  C: 
(8)  c',  g[-'c'g[,  ^;-^c'^;,  .  .  .,  g:;l,c'g^,_^, 
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und  man  sieht  dann,  dass  diese  Elemente  alle  von  den  Ele- 
menten C  verschieden  sind,  da,  wenn  g'~'^  c' g'  =  g-'^  cg  wäre, 
auch  c'  =  g' g~'^  c  g  g'-^  wäre,  und  es  würde  also  gegen  die 
Voraussetzung  c'  schon  in  C  vorkommen.  Auf  diese  Weise  fährt 
man  mit  der  Bildung  der  Gruppen  B,  B\  B",  .  .  .  und  der  Sy- 
steme (7,  6",  C",  .  .  .  fort,  bis  alle  Elemente  von  P  in  den  Sy- 
stemen A^  C,  C\  C'\  .  .  .  untergebracht  sind.  Man  hat  dann  die 
Zahlengleichungen: 

(9)  n  =  vj  =  ^8  =  ^'  f.'  z=  ^"  b"  .  .  . 

(10)  n--=v  +  e  +  8'  +  8"  -] 

Auf  Grund  dieser  Formeln  lässt  sich  nun  der  Sy low' sehe 
Satz  durch  vollständige  Induction  beweisen,  wobei  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden  sind: 

1)  Der  Grad  v  von  Ä  ist  durch  p  theilbar.  In  diesem 
Falle  giebt  es,  weil  Ä  eine  Abel' sehe  Gruppe  ist,  nach  §.  9,  2. 
ein  Element  a  in  Ä  vom  Grade  p,  und  die  cyklische  Gruppe 
p^^^  Grades 

1,  a,  «2^  .  .  .,  a^'-^ 

die  wir  mit  Q  bezeichnen,  ist  ein  Normaltheiler  von  P,  weil  ja 
für  ein  Element  a  von  Ä  immer  x-^ax  =  a  sein  sollte.  Die 
complementäre  Gruppe  zu  §,  F/Q  ist  vom  Grade  n  :  p^  und  ihr 
Grad  ist  also  kleiner  als  n  und  durch  p"^-^  theilbar.  Nach 
unserer  Voraussetzung  giebt  es  also  einen  Theiler  von  P/Q  vom 
Grade  p'^—^^  und  folglich  giebt  es  nach  §.  6,  2.  einen  Theiler 
von  P  vom  Grade  p)''-. 

2)  Der  Grad  v  von  Ä  ist  nicht  durch  p  theilbar.  Da 
n  durch  p  theilbar  ist,  so  können  in  diesem  Falle  nach  (10) 
nicht  alle  Zahlen  £,  «',  s'\  .  .  .,  die  alle  grösser  als  1  sind,  durch 
p  theilbar  sein.  Wenn  nun  8  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  ist 
ft  durch  jp^  theilbar.  Der  Grad  der  Gruppe  B  ist  kleiner  als  7i 
und  durch  p''-  theilbar,  und  also  giebt  es  nach  Voraussetzung 
einen  Theiler  von  B^  der  also  auch  Theiler  von  P  ist,  vom 
Grade  p'^. 

Hiermit  ist  der  Satz  I  bewiesen. 

Zu  diesem  Satze  kommen  aber  noch  wesentliche  Ergän- 
zungen. 
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§.   30. 
Der   zweite   Sylow'sche   Satz. 

Es  sei  mm,  wie  oben,  P  eine  Gruppe  vom  Grade  n  und 
p"  die  höchste  Potenz  der  Primzahl  p,  die  in  n  aufgeht;  Q  sei 
ein  Theiler  von  P  vom  Grade  p'',  der  nach  dem  Satze  I,  §.29 
existirt. 

Der  Inbegriff  aller  Elemente  c  von  P,  die  der  Bedingung 
genügen : 

(1)  c-'Qc=  ft 

unter  denen  gewiss  alle  Elemente  von  Q  enthalten  sind,  bildet 
eine  Gruppe;  denn  aus 

folgt,  dass  auch  Qcc'  =  cc'Q  ist.  Diese  Elemente  c  können  wir 
die  mit  der  Gruppe  Q  vertauschbaren  Elemente  von  P 
nennen.  Bezeichnen  wir  die  Gruppe  der  c  mit  P,  so  ist  P  ein 
Theiler  von  P,  und  Q  ein  Theiler  von  P,  und  zwar  ein  Normal- 
theiler.  In  besonderen  Fällen  kann  P  sowohl  mit  §,  als  mit  P 
identisch  sein.  Ist  aber  h  irgend  ein  nicht  in  P  enthaltenes 
Element  von  P,  so  giebt  es  unter  den  Elementen  der  Gruppe 
b—^Qb  gewiss  wenigstens  eines,  das  nicht  in   Q  enthalten  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  r  den  Index  von  Q  in  Bezug  auf  P, 
mit  j  den  Index  von  P  in  Bezug  auf  P,  so  ist 

(2)  n  =  ifrj, 
und  r  und  j  sind  durch  p  nicht  theilbar. 

Der  Satz,  den  wir  zu  beweisen  haben,  lautet: 

II.  Der  Index  j'  von  P  ist  von  der  Form  ph  -\-  \  ^ 
worin  Tv  irgend  eine  ganze  Zahl  ist  [.?  =  1  (modp)]; 
es  giebt  j  und  nicht  mehr  verschiedene  Theiler 
von  P  vom  Grade  ^^,  die  alle  mit  einander  con- 
jugirt  sind.  Jeder  Theiler  von  P,  dessen  Grad 
eine  Potenz  von  p  ist,  ist  in  einer  dieser  con- 
jugirten  Gruppen  enthalten. 

Ist  c  ein  Element  aus  P  vom  Grade  y,  und  s  der  kleinste 
positive  Exponent,  für  den  c^  in  Q  enthalten  ist,  so  muss  jeder 
andere  Exponent  f,   für   den   c^  zu    Q  gehört,  durch  s  theilbar 
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sein.  Denn  setzen  wir  t  =  ms  -|-  s^,  worin  .Sj  <  s  ist,  so  ist  c*i 
in  Q  enthalten,  und  Sj  muss  also  =  0  sein.  Demnach  ist  s  ein 
Theiler  von  y.     Nun  bilden  aber  die  Elemente 

wegen  (1)  eine  in  P  enthaltene  Gruppe,  und  zw^ar  vom  Grade  j^'^s, 
und  da  also  })''■  s  ein  Theiler  von  n  sein  muss,  so  folgt,  dass  s 
nicht  durch  p  theilbar  sein  kann.  Wäre  nun  der  Grad  y  von  c 
eine  Potenz  von  p^  so  müsste  auch  s  eine  Potenz  von  p)  sein,  was 
hiernach  nicht  möglich  ist. 

Es  kann  also  der  Grad  von  c  gewiss  nicht  eine  Potenz  von 
p  sein;  d.  h.  ausser  den  Elementen  Q  giebt  es  in  B  keine 
Elemente,  deren  Grad  eine  Potenz  von  p  ist. 

Bedeutet  nun  b  ein  Element  von  P,  das  nicht  zu  B  gehört, 
so  giebt  es  nach  der  Definition  von  B  in  der  Gruppe 

Q'  =  b-^Qb 

mindestens  ein  Element,  das  nicht  in  Q  vorkommt,  und  der 
Grad  dieses  Elementes  muss  eine  Potenz  von  p  sein,  weil  der 
Grad  von  Q'  gleich  p^.,  also  eine  Potenz  von  p)  ist.  Dies  Element 
kann  also  nicht  in  B  vorkommen,  und  Q'  ist  daher  kein 
Theiler  von  B. 

Wählen  wir  die  Elemente  ^j,  ?>2i  •  •  -^  ^i-i  ^^^^  P  so  aus. 
dass  wir 

(10)  P  =  P  +  P&i  +  Pia  H [-  R^j-i 

setzen  können,  so  sind  also  die  j  —  1  Gruppen : 

die  alle  vom  Grade  p''-  sind,  von  Q  verschieden.  Sie  sind  aber 
auch  von  einander  verschieden;  denn  wäre  z.  B. 

b-^Qb,  =  b-^Qb,, 
so  würde  folgen: 

d.  h.  &2^7^  =  c  wäre  in  P  enthalten,  also  b^  =  cb^  in  Bbi,  was 
wegen  (10)  nicht  möglich  ist.  Wir  haben  also  gewiss  j  ver- 
schiedene conjugirte  Gruppen  j^'^ten  Grades: 

(11)  §,  b7'  Qb,,  b^'  Qb,,  .  .  .,  b-}^  Qbj-,. 

Ist  Q'  :=  b~'^  Qb  eine  von  ihnen,  so  enthält  B'  =  b~^  Bb 
den  Theiler  Q\  aber  ausser  diesem  kein  Element,   dessen  Grad 
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eine   Potenz   von  p  ist.     B'  ist   der  Inbegritt   aller   mit    Q'  ver- 
tauschbaren Elemente  von  P. 

Wir  wenden  nun  weiter  den  Satz  3.,  §.  28  an,  indem  wir 
unter  P,  P,  Q  die  Gruppen  verstehen,  die  hier  mit  denselben 
Buchstaben  bezeichnet  sind.  Da  hier  Q  ein  Theiler  von  P  ist, 
so  ist  /ii  =  1.  Von  den  conjugirten  Gruppen  h-^  Eh  ist  aber 
keine  ausser  P  durch  Q  theilbar,  und  also  sind  die  übrigen 
/i.2,  hi,  .  .  .  alle  grösser  als  1.  Sie  sind  aber,  da  sie  Theiler  des 
Grades  von  Q  sein  müssen,  Potenzen  von  jj  und  aus  der  Glei- 
chung 

j  =  h,  +  h  +  h-^^ 

folgt  also  j  ^  1  (mod  p). 

Ist  aber  Q^  irgend  ein  Divisor  von  P,  dessen  Grad  eine 
Potenz  von  p  ist,  so  wenden  wir  wieder  die  Zerlegung  von  j  nach 
dem  Theorem  3.,  §.  28  an,  indem  wir  für  die  dort  vorkommen- 
den Gruppen  P,  R,  Q  die  Gruppen  P,  P,  öi  setzen.  Dann  ist 
wieder 

j  =  /'i  +  h  +  '^3  H , 

worin  jetzt  h^,  h.j,  h,  ,  .  .  die  Indices  (in  Bezug  aut  Q)  der  Durch- 
schnitte von  ft  mit  der  Gruppe  P  und  seinen  conjugirten  be- 
deuten, die  also  auch  Potenzen  von  p  sind.  Da  aber  j  =  1  (modp) 
ist,  so  muss  mindestens  eine  von  den  Zahlen  h  ^=  l  sein,  d.  h. 
eine  der  Gruppen  h-^  R  6-  und  folglich  auch  eine  der  Gruppen 
(11)  ist  durch  Q^  theilbar.  Ist  Q^  vom  Grade  p^  so  ist  es  mit 
einer  der  Gruppen  (11)  identisch. 

Damit  ist  also  das  Theorem  II  vollständig  bewiesen. 


§.  31. 
Gruppen   vom   Grade  p". 

Sylow  hat  aus  seinen  Sätzen  eine  merkwürdige  Eigenschaft 
der  Gruppen  abgeleitet,  deren  Grad  eine  Potenz  einer  Primzahl 
p,  p",  ist.  Es  sei  also  P  eine  solche  Gruppe  und  ß  eine  positive 
Zahl,  kleiner  als  «.  Dann  enthält  nach  dem  Satze  I,  §.  29  die 
Gruppe  P  einen  Theiler  Q  vom  Grade  J),^  deren  Index  _p«-/* 
ist.  Wir  wenden  den  Satz  3.,  §.  28  an,  indem  wir  für  P  und  Q 
diese  Gruppe   Q  vom  Grade  ^^.^  setzen,   dann  sind  /ij,  /ig,  h->  -  -  • 
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die  Indices  von  Q  und  den  mit  Q  conjugirten  Theilern  von  P 
in  Bezug  auf  Q.     Daher  ist  /^^  =  1  und 

pa-ß  ^  /^^  _fl  /.^  _^  /^^  .  _ 

Die  Summanden  7^i,  /ig,  h^^  .  .  .  können  hier  als  Theiler  des 
Grades  von  Q  nur  Potenzen  von  p  sein,  und  da  hi  =  l  ist,  so 
folgt,  dass  mindestens  p  dieser  Summanden  =  1  sein  müssen, 
da  sonst  ihre  Summe  nicht  durch  p  theilbar  sein  könnte.  Das 
heisst  aber  nichts  Anderes,  als  dass  wenigstens  p  —  1  der  con- 
jugirten Gruppen  b~^  Qb,  wo  b  nicht  in  Q  enthalten  ist,  durch 
Q  theilbar  und  also  gleich   Q  sein  müssen.     Wenn  aber 

b-'Qb  =  Q 

ist,  so  ist  auch  für  jeden  Exponenten  s 

b-sQb^=  Q. 

Ist  b''  die  niedrigste  Potenz  von  &,  die  in  Q  enthalten  ist,  so 
muss,  da  der  Grad  von  b  eine  Potenz  von  p  ist,  auch  r  eine 
Potenz  von  p  sein,  und 

b'^  =  c 

ist  ein  Element  von  P,  das  selbst  nicht  in  Q  vorkommt,  dessen 
j9*®  Potenz  aber  in  Q  enthalten  ist,  und  das  zugleich  der  Be- 
dingung 

cQc-^  =  Q 

genügt.     Daraus  folgt,  dass  die  Elemente 

R  =  QJ^  Qc+  Qc^-^ h  QcP--' 

eine  Gruppe  vom  Grade  pß  +  '^  bilden,  von  der  Q  ein  Normal- 
theiler  ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

III.  Ist  P  eine  Gruppe  vom  Grade  p"  und  Q  ein 
Theiler  von  P  vom  Grade  p'^  {ß  <i  o<)^  so  giebt 
es  einen  Theiler  P  von  P  vom  Grade  ^/^  +  i,  von 
dem    Q  Normaltheiler  ist. 

Nimmt  man  in  diesem  Satze  ß  =  a  —  1  an,  so  fällt  R  mit 
P  zusammen,  und  es  ergiebt  sich,  dass  Q  ein  Normaltheiler  von 
P  ist.  Wendet  man  denselben  Satz  auf  die  Gruppe  Q  an  u.  s.  f., 
so  erhält  man: 

IV.  Jede  Gruppe,  deren  Grad  eine  Primzahlpotenz 
ist,  ist  raetacyklisch  (§.  8). 
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§.  32. 
Satz   von   Frobenius. 

Frobenius  hat  einen  Satz  aufgestellt,  der  als  ein  Gegen- 
stück zum  vierten  Sylow'schen  betrachtet  werden  kann,  der 
sich  so  aussprechen  lässt  i) : 

V.    Jede  Gruppe,  deren  Grad  ein  Product  von  lauter 
verschiedenen   Primzahlen   ist,   ist   metacyklisch, 

^yir  setzen  also  voraus,  dass  der  Grad  7i  einer  Gruppe  P 
durch  keine  Quadrat  zahl  th  eil  bar  sei.  Ist  t  der  grösste 
Frimtheiler  von  n,  so  giebt  es  nach  dem  Cauchy- Sylow'schen 
Satze  (§.  29)  einen  Theiler  T  vom  Grade  t  von  P,  der,  weil  t  eine 
Primzahl  ist,  eine  cyklische  Gruppe  ist,  also  aus  den  Elementen 
r  r=r  1,  rt,  a%  .  .  .  a'-i 

besteht.  Wenn  sich  nun  nachweisen  Hesse,  dass  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  T  ein  Normaltheiler  von  P  ist,  so 
könnte  man  dieselbe  Schlussweise  auf  die  Gruppe  P/T,  deren 
Grad  n:t  ist,  anwenden,  und  würde,  wenn  t^  die  zweitgrösste 
in  n  aufgehende  Primzahl  ist,  auf  einen  Normaltheiler  N  der 
Gruppe  P/T  vom  Grade  f^  schliessen.  Daraus  würde  dann  aber 
folgen  (§.  G,  2.),  dass  P  einen  Normaltheiler  Ti  vom  Grade  tti 
hat,  von  dem  T  selbst  wieder  Normaltheiler  ist.  Indem  man  in 
gleicher  Weise  die  Gruppe  P,  T^  betrachtet  u.  s.  f.,  ergiebt  sich 
eine  Compositionsreihe  von  P: 

P,  Tfc,  l\—\^  .  .  .  Tj,  T,  1, 

in  der  die  Indexreihe  aus  den  der  Grösse  nach  aufsteigend  ge- 
ordneten Primfactoren  von  n  besteht,  und  P  ergiebt  sich  als 
metacyklisch.  Alles  kommt  also  darauf  an,  nachzuweisen,  dass 
T  ein  Normaltheiler  von  P  ist. 

Dieser  Satz  ist  leichter  zu  beweisen,  wenn  man  ihn  als 
speciellen  Fall  eines  allgemeineren  betrachtet,  als  wenn  man  ihn 
direct  angreift.  Dieser  allgemeinere  Satz  lautet  unter  den  über 
P  und  n  gemachten  Voraussetzungen: 

a)    Ist   n  =  ^  V   in   zwei    Factoren   zerlegt   und   ist 
jeder  Primtheiler  von   v  grösser  als  jeder  Prim- 


1)  Frobenius,  Sitzungsberichte  der  Berl.  Akademie,  4.  Mai  1893. 
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theiler  von  ft,  so  giebt  es  v  und  nicht  mehr  Ele- 
mente in  P,  deren  Grad  in  v  aufgeht. 

Wenden  wir  diesen  Satz  auf  v  =  t  an,  so  folgt,  dass  es 
ausser  T  keine  Elemente  in  P  geben  kann,  deren  Grad  =  t  ist. 
Wenn  aber  c  irgend  ein  Element  von  P  ist,  so  ist  die  mit  T 
conjugirte  Gruppe  c-^  T  c  gleichfalls  vom  Grade  t,  und  muss 
also  mit  T  identisch  sein.  Damit  ist  dann  bewiesen,  dass  T  ein 
Normaltheiler  von  P  ist. 

Zum  Beweis  des  Satzes  a)  wendet  man  die  vollständige 
Induction  an.  Derselbe  ist  offenbar  richtig,  wenn  ^  =  1,  v  =  n 
ist,  und  wir  setzen  also  als  bewiesen  voraus: 

«')   Ist  ^' v'  durch  kein  Quadrat  theilbar,  jeder  Prim- 

theiler    von   v'    grösser    als    jeder   Primtheiler 

von  ft',  und   die  Anzahl   der  Primtheiler  von  ^' 

kleiner  als  die  Anzahl  der  Primtheiler  von  ja, 

so   giebt    es   in   jeder   Gruppe    vom   Grade    ^' v' 

genau  v'  Elemente,   deren   Grad   ein   Theiler  von 

v'  ist. 

Um  daraus  den  Beweis  des  Satzes  ex)  abzuleiten,  bezeichnen 

wir  mit  p  den  grössten  Primtheiler  von  ft  und  mit  Q  eine  in  P 

enthaltene    Gruppe    vom    Grade  p,    deren    Existenz    nach    dem 

Cauchy-Sylow'schen  Theorem  feststeht.     Dann  sind  alle  Prim- 

factoren  von  v  grösser  als  p.     Wie  in  §.  30   bezeichnen  wir  mit 

B  die  Gruppe,  die  aus  allen  der  Bedingung 

c-'Qc  =  Q 
genügenden  Elementen  c  von  P  besteht,  deren  Grad  wir,  wie 
oben,  mit  pr  bezeichnen;  j  bedeutet,  wie  früher,  den  Index  des 
Theilers  B  von  P.  Wir  setzen  r  =  r^  r^ ,  und  verstehen  unter 
r^  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  fi  und  r,  so  dass 
f^   der  grösste   gemeinschaftliche   Theiler  von  v  und  r  ist.     Es 

ist  dann 

n  =  iiv  =  ripr^j- 

Nach  der  Hypothese  w')  enthält  nun  P  genau  pv  Elemente, 
deren  Grad  ein  Theiler  von  pv  ist;  es  möge  mit  TJ  die  Gesammt- 
heit  dieser  Elemente  bezeichnet  sein.  Die  Gruppe  B  enthält 
aber,  gleichfalls  nach  cc'),  genau  pr^  Elemente,  deren  Grad  ein 
Theiler  von  pr^,  also  ein  Theiler  von  pv  ist.  Dieses  System 
wollen  wir  mit  V  bezeichnen.  Offenbar  sind  alle  Elemente  von  V 
zugleich  in  ü  enthalten. 
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Wenn  wir  nun  noch  beweisen  können,  dass  es  in  ZJ  genau 
(p — l)v  Elemente  giebt,  deren  Grad  durch  p  theilbar 
ist,  so  sind  wir  am  Ziele;  denn  dann  folgt,  dass  es  unter  den 
Elementen   U  und  also  auch  unter  den  Elementen  von  P  genau 

pv  —  {p  —  l)  V  =  V 
giebt,  deren  Grad  ein  Theiler  von  v  ist. 
Dies  ergiebt  sich  aber  aus  Folgendem: 

ß)  Ist  V  ein  Element  aus  F,  so  gehören  alle  Ele- 
mente vQ  (deren  Anzahl  p  beträgt)  zu  V.  Es 
giebt  darunter  p  —  1,  deren  Grad  durch  p  theil- 
bar ist,  und  eines,  dessen  Grad  nicht  durch  p 
theilbar  ist.  In  V  giebt  es  {})  —  1)  r^  Elemente, 
deren  Grad  durch  pt  theilbar  ist,  und  r^  Elemente, 
deren  Grad  nicht  durch  p  theilbar  ist. 

Denn  ist  a  ein  von  1  verschiedenes  Element  von  Q,  so  ist, 
da  V  zu  i^  gehört,  also  v-^av  in  Q  enthalten  ist,  und  da  Q 
aus  den  Potenzen  von  a  besteht, 

(1)  v—'^av  =  a^. 

Durch  wiederholte  Anwendung  ergiebt  sich  daraus  für  jeden 
Exponenten  h 

(2)  v-^av^  =  a^. 

Nehmen  wir  für  h  den  Grad  des  Elementes  v,  der  nach 
der  Voraussetzung  ein  Theiler  von  pv  ist,  setzen  also  i'^*  =  1, 
so  folgt 

(3)  a  =  a^'',      s''  =  1  (mod  p). 

In  h  gehen  aber  keine  anderen  Primfactoren  auf  als  solche, 
die  gleich  oder  grösser  als  p  sind,  und  also  ist  p  —  1  relativ 
prim  zu  h  und  man  kann  der  Congruenz 

(4)  xh  ^  \  (mod  p  —  1) 

genügen;  demnach  ergiebt  sich  aus  dem  Eermat'schen  Lehrsatze: 

(5)  s^''  ^  s  ^  1  (mod  p\ 
also  nach  (1): 

(6)  av  ^  V  a^ 

d.  h.  a  und  v  sind  vertauschbar.    Daraus  folgt  für  jeden  Expo- 
nenten l 

(7)  {vay  =1  v''a\ 

9* 
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Ist,  wie  vorhin,  h  der  Grad  von  v,  und  setzen  wir,  wenn  h 
durch  p  theilbar  ist,  l  =  /<,,  und  wenn  h  nicht  durch  p  theilbar 
ist,  l  =  hp,  so  folgt  aus  (7)  {v  ciY  =  1,  d.  h.  der  Grad  von  va 
ist  ein  Theiler  von  h  oder  von  hp,  also  jedenfalls  ein  Theiler 
von  pv^   d.  h.  va  ist  in   F  enthalten. 

Ersetzen  wir  nun  in  (7)  a  durch  a^  und  lassen  x  die  Reihe 
der   Zahlen  0,  l,  .  .  .  p  —  l    durchlaufen ,   so   durchläuft   a^   die 
Gruppe   Q  und  v  a"^  das  System  v  Q,  und  es  ist  für  jedes  X 
(8)  (ua-^)^  =  v^a^l 

Wenn  nun  der  Grad  h  von  v  nicht  durch  p  theilbar  ist, 
so  ist 

also  nur  dann  =  1,  wenn  x  =  0  ist;  dagegen  ist 

d.  h.  der  Grad  von  v  a^  ist,  wenn  x  nicht  =  0  ist,  ein  Theiler 
von  ph,  aber  nicht  von  /^,  also  durch  p  theilbar;  dagegen  ist  er 
=:  /^,  wenn  :r  ==  0  ist. 

Ist  aber  der  Grad  h  von  v  durch  p  theilbar,  so  ist  er  von 
der  Form  pg,  und  g  ist  durch  p  nicht  theilbar,  weil  p  nur  ein- 
fach in  n,  also  auch  in  h  aufgeht.  Es  ist  also  v^  ein  Element 
aus  B  vom  Grade  p,  und  muss  also  nach  §.  30  in  Q  enthalten 
sein.     Setzen  wir  also  hiernach 

v3  —  ay, 
so  wird 

und  dies  ist  dann  und  nur  dann  =  1,  wenn  ij  -\-  g  x  ^ei  0  (mod  p) 
wird,  was  nur  für  einen  Werth  von  x  eintritt.  Für  diesen 
Werth  von  x  ist  der  Grad  von  v  a""  ein  Theiler  von  g\  für  die 
anderen  Werthe  von  x  ist  er  Theiler  von  pg,  aber  nicht  von  g, 
also  durch  p  theilbar.  Damit  sind  die  beiden  ersten  Behaup- 
tungen des  Satzes  ß)  erwiesen. 

Um  auch  den  letzten  Theil  einzusehen,  bemerke  man, 
dass,  wenn  v^,  v^  zwei  Elemente  aus  V  bedeuten,  die  Systeme 
^iQ-,  ^2  ö  entweder  ganz  identisch  sind,  oder  kein  einziges 
gemeinschaftliches  Element  haben.  Daraus  folgt,  dass  man  V 
in  der  Weise  darstellen  kann : 

V=v,Q-\-v,Q-\ \-Vr,Q 

(obwohl  V  im  Allgemeinen  keine  Gruppe  ist),  und  in  jedem 
dieser  r^  Theilsysteme  v  Q  giebt  esj}  — 1  Elemente,  deren  Grad 
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durch  p  tbeilbar  ist,  und  ein  Element,  dessen  Grad  nicht  durch 
2)  theilbar  ist. 

Nach  dem  Satze  II,  §.  30  giebt  es  j  und  nicht  mehr  von 
einander  verschiedene  conjugirte  Gruppen  Q,  Q\  Q",  .  .  .  Q^J~^^ 
in    P,    und   j    von    einander    verschiedene    conjugirte    Gruppen 

Es  lässt  sich  hiernach  der  Satz  beweisen: 
y)    Jedes    Element    von    P,    dessen    Grad    durch    p 
theilbar  ist,  kommt  in  einer  und  nur  in  einer 
der  Gruppen  P,  P',  P"  .  .  .  PO-D  vor. 
Die   Gruppen  §,  Q',  Q"  .  •  .  sind,   da   ihr  Grad   eine   Prim- 
zahl ist,  cyklisch,  und  je  zwei  enthalten,   weil  sie  von  einander 
verschieden  sind,  ausser  dem  Einheitselemente  kein  gemeinsames 

Element.    Es  sei 

(^  z=  1,  a,  a%  .  .  .  a^^-^ 

Die  Gruppe  P,  die  aus  allen  der  Bedingung 

genügenden  Elementen  besteht,  enthält  ausser  den  Potenzen  von 
a  kein  Element  vom  Grade  p\  und  Entsprechendes  gilt  für  die 
anderen  Gruppen  (?',  P',  Q'\  P"  .  .  . 

Ist  nun  h  ein  Element  von  P,  dessen  Grad  durch  p  theil- 
bar ist  und  gleich  p  s  sein  mag,  so  dass  s  nicht  durch  p  theilbar 
ist,  so  ist  h'  ein  Element,  dessen  Grad  p  ist,  und  das  also  in 
einer  und  nur  in  einer  der  cyklischen  Gruppen  Q,  Q\  Q"  ... 
vorkommt.     Ist  aber  6«  =  a  ein  Element  von  Q,  so  ist 

h-'^ah  =  a, 
d.  h.  h  kommt  in   der  Gruppe  P   vor,   und  kann  in   keiner  der 
anderen  Gruppen,  z.  B.  in  P',  vorkommen,  weil  sonst  h'  auch  in 
Q'  vorkäme,   was  nicht  möglich  ist,   da  Q  und  Q'  nur  das  Ein- 
heitselement  gemein  haben.     Damit  ist  y)  bewiesen. 

ö)    In  U  giebt  es  genau  jraO^— 1)  Elemente,  deren 
Grad  durch  p  theilbar  ist. 

Unter  U  haben  wir  die  Gesammtheit  der  Elemente  von  P 
verstanden,  deren  Grad  ein  Theiler  von  pr  ist.  Nun  giebt  es 
nach  ß)  in  P  genau  r^  (p  —  1)  Elemente  aus  U.  deren  Grad 
durch  p  theilbar  ist,  und  da  jede  der  j  Gruppen  P,  P',  P"  .  .  . 
an  Stelle  von  P  treten  kann,  so  folgt  d)  aus  7).  Um  also  noch 
zu  zeigen,   worauf  nach  dem  Obigen   alles  ankommt,   dass  in   U 


134  Fünfter  Abschnitt.  §.  33. 

genau  (p —  \)v  Elemente  vorkommen,  deren  Grad  durch  p  theil- 
bar  ist,  ist  also  nur  noch  die  Formel 

s)       V  =  j  rg 
zu  beweisen.   Diese  ergiebt  sich  aus  folgender  Ueberlegung.   Nach 
a')  ist  die  Anzahl  der  Elemente  U  gleich  p  v.    Unter  diesen  Ele- 
menten   U  ist   aber   gewiss    eines,   das   Einheitselement,   dessen 
Grad  nicht  durch  p  theilbar  ist,  und  folglich  ist  nach  d) 
jr^  (p  —  1)  <:pv. 
Andererseits  ist  n  =  ^v  ^=z  pr^r^j^  und  da  v  relativ  prim 
zu  pr^  ist,   so  ist  jr^   durch   v  theilbar.     Also  ist  jr^  :  v  eine 
ganze  positive  Zahl,  die  kleiner  Sih  p  :  p  —  1  und  folglich  auch 
kleiner  als  2  ist,  und  die  daher  nur  gleich   1  sein  kann.     Da- 
durch ist  s)  bewiesen  und  zugleich  das  ganze  Theorem. 


§.  33. 
Gruppen  vom  Grade  p^q. 

Frobenius  hat  in  der  erwähnten  Abhandlung  den  Satz 
ausgesprochen : 

VI.    Jede  Gruppe  vom  Grade  p" q  ist,  wenn  p  und  q 
von    einander    verschiedene    Primzahlen    sind 
und  a  einen  beliebigen  positiven  Exponenten 
bedeutet,  metacyk lisch. 
Der  folgende   Beweis   dieses   Satzes   entstammt  einer   brief- 
lichen Mittheilung  von  Frobenius  an  den  Verfasser. 

Zunächst  ist  klar,  dass  es  genügt,  zu  beweisen,  dass  keine 
Gruppe  P  vom  Grade  p^  q  einfach  ist.  Unser  Satz  ist  nämlich 
bewiesen  für  a  =  1.  Nehmen  wir  ihn  also  für  jedes  kleinere  a 
schon  als  bewiesen  an,  und  setzen  voraus,  dass  P  einen  echten 
Normaltheiler  Q  habe,  der  mehr  als  das  Einheitselement  um- 
fasst,  so  sind  die  beiden  Gruppen  §,  F/Q  nach  der  Voraus- 
setzung oder  nach  dem  Satze  IV  metacyklisch,  und  also  ist  auch 
P  metacyklisch. 

Wir  nehmen  also  jetzt  an,  es  sei  die  Gruppe  P  vom  Grade 
p'^q  einfach,  und  wir  haben  aus  dieser  Annahme  einen  Wider- 
spruch abzuleiten,  um  ihre  Unmöglichkeit  nachzuweisen. 

a)  Zunächst  haben  wir  nach  dem  Satze  I.,  §.  29  einen  Theiler 
von   P  vom   Grade   q.     Wir  wollen    annehmen,   es   gebe   einen 
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Theiler  von  P  vom  Grade  p^  q,  wobei  0  ^  /3<«  vorausgesetzt  ist, 
und  es  sei  /i  so  gross  als  möglich  angenommen.  Dann  ist  wegen 
der  vorausgesetzten  Einfachheit  der  Gruppe  F  der  Satz  §.  28,  2. 
anwendbar,  wonach  P  isomorph  ist  mit  einer  Permutationsgruppe 
von  j^"-.*^  Ziffern.  Unter  den  Permutationen  dieser  Gruppe  giebt 
es  auch  solche,  deren  Grad  durch  g  theilbar  ist,  und  die  also, 
in  ihre  Cyklen  zerlegt,  einen  Cyklus  von  q  Ziffern  enthalten 
müssen,  und  daraus  folgt: 
(1)  i>""'''  >  ^^ 

ß)  Es  sei  nun  zweitens  Q  ein  Theiler  von  P  vom  Grade  i)« 
und  Index  q.  Da  nach  der  Voraussetzung  P  einfach  ist,  so  kann 
die  in  §.  30  mit  R  bezeichnete  Gruppe,  die  aus  den  mit  Q  ver- 
tauschbaren Elementen  von  P  besteht,  nicht  mit  P  identisch 
sein,  da  sonst  Q  ein  Normaltheiler  von  P  wäre,  was  doch,  da  P 
als  einfache  Gruppe  vorausgesetzt  ist,  unmöglich  ist.  Da  aber  Q 
ein  Theiler  von  R  ist,  und  der  Index  von  Q  in  Bezug  auf  P 
eine  Primzahl,  so  muss  R=  Q  sein.  Nach  II,  §.  30  giebt  es  also 
q  und  nicht  mehr  von  einander  verschiedene  conjugirte  Gruppen 

die  alle  vom  Grade  ^j«  sind.  Unter  diesen  Gruppen  nehmen  wir 
zwei,  etwa  §,  ft,  die  einen  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
^0  vom  Grade  jj^  haben,  und  wir  nehmen  diese  beiden  Gruppen 
so  gewählt  an,  dass  y  so  gross  als  möglich  wird.  Es  ist 
dann  0  ^  7  <:  «.  Wenden  wir  nun  auf  die  Gruppe  P  das 
Theorem  §.  28,  3.  an,  indem  wir  für  die  beiden  Gruppen  Q,  R 
jenes  Theorems  die  Gruppe  Q  setzen,  so  ist 

^  —  7^1  4-  7^2  -|-  7^3  -^ • , 

und  darin  ist  \  =  1,  und  die  übrigen  Summanden  7^2,  Ih,  •  •  • 
sind  die  Indices  von  grössten  gemeinschaftlichen  Theilern  von  Q 
mit  je  einer  der  Gruppen  §1,  $2,  •  •  •  Also  sind  hi,  7*2,  .  •  •  durch 
p«-y  theilbar,  und  es  folgt 

q  =  1  (modi>«->), 
also 

(2)  ^>iJ"-^ 
und  folglich  wegen  (1): 

(3)  y>ß,    y>0. 

y)  Ist  nun  also  Qo  der  Durchschnitt  von  Q  und  Qi  vom 
Grade  y,  so  können  wir  nach  §.31,  III.  einen  Theiler  R  von  Q  vom 
Grade //  +  !  bestimmen,  von  dem  Q^  ein  Normaltheiler  ist,  und  R 
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ist  dann  in  keiner  der  Gruppen  Q^^  Q21  •  -  -,  Qq-i  enthalten,  weil 
angenommen  war,  dass  Q  mit  keiner  dieser  Gruppen  einen  Theiler 
gemein  hat,  dessen  Grad  grösser  als  py  ist.  Ebenso  können  wir 
einen  Theiler  R^  von  Q^  vom  Grade  py  +  '^  finden,  von  dem  Qq 
Normaltheiler  ist,  und  der  in  keiner  der  Gruppen  §,  Q^^  .  . .,  Qq-i 
enthalten  ist.  Nun  ist  R  sowohl  als  R^  in  P  enthalten.  Wir 
betrachten  die  kleinste  Gruppe  S^  die  i?  und  R^  zugleich  ent- 
hält, die  jedenfalls  in  P  enthalten  ist  (das  kleinste  gemeinschaft- 
liche Vielfache  von  R  und  R-^).  Der  Grad  dieser  Gruppe  S  kann 
nicht  eine  Potenz  von  p  sein,  da  sonst  nach  dem  Satze  IL,  §.  30 
S  und  mithin  R  und  R^  in  einer  der  Gruppen  Q,  Q^,  .  .  .,  Qq—i 
enthalten  sein  müssten.  Es  ist  aber  R  nur  in  §,  R^  nur  in  Qi 
enthalten;  also  ist  diese  Annahme  unzulässig.  Der  Grad  von  S 
muss  also  von  der  Form  p^q  sein. 

Es  kann  aber  A  nicht  kleiner  als  a  sein;  denn  es  ist,  da 
eine  Gruppe  vom  Grade  py  +  '^  in  S  enthalten  ist,  nämlich  R^ 

ß)  A^7  +  l>^. 

Nach  der  in  a)  gemachten  Voraussetzung  ist  aber  in  P  kein 
Theiler  vom  Grade  p^q  enthalten,  in  dem  X  zugleich  grösser  als 
ß  und  kleiner  als  a  ist.  Nach  (4)  ist  also  nothwendig  A  =  a, 
d.  h.  S  ist  mit  P  identisch. 

Nun  ist  Qo  ein  Normaltheiler  von  R  und  R^.  Fassen  wir 
also  alle  Elemente  c  von  P,  die  der  Bedingung 

genügen,  zu  einer  Gruppe  zusammen,  so  enthält  diese  Gruppe 
sowohl  R  als  P^,  und  ist  also  die  ganze  Gruppe  P.  Es  ist  also 
Qq  auch  Normaltheiler  von  P.  Da  nach  (3)  y  grösser  als  Null 
ist,  so  ist  der  Grad  von  Qq  grösser  als  1 ,  und  wdr  stossen  auf 
einen  Widerspruch  mit  der  Annahme,  dass  P  einfach  sei. 


§•  34. 

Einfach  eGruppen. 

Die  Sätze,  die  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  kennen 
gelernt  haben,  gestatten  ziemlich  weitgehende  Schlüsse  über  die 
Natur  der  Gruppen.  Sie  zeigen,  dass  wenigstens  bei  den  niedri- 
geren Grad  zahlen  die  metacyklischen  (und  cyklischen)  Gruppen 
entschieden  überwiegen.     Um  so  höheres  Interesse  beanspruchen 
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die  wenigen  darunter  enthaltenen  nicht  metacyklischen  und  be- 
sonders die  einfachen  nicht  cyklischen  Gruppen. 

Es  ist  bis  jetzt  nicht  gelungen,  die  Gradzahlen  der  einfachen 
Gruppen  in  einem  bestimmten  Gesetze  zusammenzufassen,  und 
man  hat  sich  begnügt,  einerseits  mit  Hülfe  der  oben  entwickelten 
Sätze,  andererseits  durch  besondere  Methoden  alle  einfachen 
Gruppen  bis  zu  gewissen  Grenzen  der  Gradzahlen  zu  ermitteln. 
Holder  hat  diese  Untersuchungen  für  die  Gradzahlen  bis  200 
und  Cole  für  die  Gradzahlen  bis  500  durchgeführt!).  Von  ein- 
fachen nicht  cyklischen  Gruppen  haben  sich  dabei  nur  die  auch 
schon  aus  anderen  Untersuchungen  bekannten  von  den  Graden 
60,  168,  360  ergeben.  Es  ist  ferner  noch  eine  einfache  Gruppe 
vom  Grade  660  bekannt,  und  neuerdings  haben  Cole  und  Moore 
noch  auf  eine  einfache  Gruppe  vom  Grade  504  aufmerksam  ge- 
macht 2).  Diese  Untersuchungen  werden  mit  dem  Wachsen  der 
Gradzahlen  sehr  mühsam.  Wir  wollen  uns  hier  auf  die  Betrach- 
tung der  Gradzahlen  des  ersten  Hunderts  beschränken. 

Hier  erweist  sich  nach  den  drei  allgemeinen  Sätzen  von 
Sylow  und  Frohen ius  die  Mehrzahl  der  Gruppen  als  meta- 
cyklisch,  und  es  bleiben  nur  die  Gradzahlen 

36,  60,  72,  84,  90,  100 
übrig.  Dass  aber  eine  Gruppe  36^*^"  Grades  nicht  einfach  sein 
kann,  ergiebt  sich  nach  dem  Sylow' sehen  Satze.  Denn  eine 
solche  Gruppe  müsste  einen  Theiler  9*^"  Grades  haben  und  müsste 
also  durch  die  Permutationen  von  vier  Ziffern  darstellbar  sein.  Das 
ist  aber  unmöglich,  weil  es  nur  24  Permutationen  von  vier  Ziffern 
giebt.  Eine  Gruppe  vom  Grade  72=  8 . 9  muss  nach  §.  30,  H.,  da 
8  nicht  ^  1  (mod  3)  ist,  einen  Theiler  vom  Grade  18  enthalten, 
und  wäre  also,  wenn  sie  einfach  wäre,  ebenfalls  durch  die  Per- 
mutationen von  vier  Ziffern  darstellbar,  was  noch  weniger  mög- 
lich ist.  Dass  einfache  Gruppen  von  den  Graden  84  und  100 
nicht  existiren  können,  ergiebt  sich  gleichfalls  sofort  aus  den 
Sylow 'sehen  Sätzen,  da,  wenn  wir  die  Gru^Dpen  7**^^  oder 
25sten  Grades  aussondern,  kein  Theiler  übrig  bleibt,  der  nach  dem 
Modul  7  oder  5  mit  1  congruent  ist.  Dass  alle  diese  Gradzahlen 
nur  metacyklischen  Gruppen  angehören  können,  folgt  dann  nach 
§.  6,  2.  ohne  Weiteres  daraus,   dass   die  Gruppen,  deren  Grade 


1)  Holder,  Mathematische  Anualen,  Bd.  40,     Cole,  American  Journal, 
Vol.  14.  —  2)  Bulletin  of  the  New  York  mathem.  society,  Oct.  1893. 
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echte  Theiler  dieser  Zahlen  sind,  schon  als  metacyklisch  er- 
wiesen sind. 

Es  bleibt  nur  noch  die  Untersuchung  der  Zahlen  60  und  90 
übrig.  Da  SS  eine  einfache  Gruppe  vom  60  ^'^^^  Grade  existirt, 
wissen  wir  schon;  nämlich  die  alternirende  Gruppe  der  Permu- 
tationen von  fünf  Buchstaben  (Bd.  I,  §.  177).  Es  ist  aber  noch 
fraglich,  ob  dies  die  einzige  ist. 

Eine  einfache  Gruppe  P  vom  Grade  60  enthält  nach  §.  29,  I. 
als  Theiler  eine  Gruppe  5*^"  Grades  und  eine  Gruppe  3*®'^  Grades. 
Nimmt  man  in  dem  zweiten  Sy low' sehen  Satze  (§.  30)  für  Q 
die  Gruppe  5*^^  Grades,  so  muss  R  vom  10*^"  Grade  sein,  weil 
der  Index  von  B  congruent  mit  1  nach  dem  Modul  5,  also  nur 
=  6  sein  kann.  Also  kann  die  Gruppe  P  vom  60 ^^''^  Grade 
nach  §.  28,  2.  als  transitive  Permutationsgruppe  von  sechs  Ziffern 
dargestellt  werden;  sie  kann  aber  keine  cyklische  Permutation 
von  nur  drei  Ziffern  enthalten,  weil  sie  als  einfache  Gruppe 
(nach  Bd.  I,  §.  158,  2.)  primitiv  sein  muss,  und  daher,  wenn  sie 
einen  dreigliedrigen  Cyklus  enthielte,  nach  Bd.  I,  §.  153,  10.  die 
ganze  alternirende  Gruppe  360^*^^  Grades  enthalten  müsste.  Wir 
können  also  eine  der  Permutationen  3*^"  Grades  in  der  Form 
annehmen : 

a  =  (1,  2,  3)  (4,  5,  6). 

Hierzu  wollen  wir  eine  Permutation  5*®"^  Grades,  &,  fügen, 
die  nur  eine  cyklische  sein  kann.  Lassen  wir  darin  die  Ziffer  6 
fehlen,  so  können  wir  statt  h  eine  solche  Potenz  von  h  nehmen 
(die  ja  auch  in  P  vorkommen  muss),  dass  etwa  1,  2  die  beiden 
ersten  Ziffern  werden,  und  dann  bleiben  noch  sechs  Möglich- 
keiten für  b  übrig: 

(1,  2,  3,  4,  5),    (1,  2,  4,  3,  5),    (1,  2,  4,  5,  3), 
(1,  2,  3,  5,  4),    (1,  2,  5,  3,  4),    (1,  2,  5,  4,  3); 

von  diesen  sechs  Annahmen  sind  aber  wieder  die  drei  in  einer 
Reihe  stehenden  nicht  wesentlich  (d.  h.  nur  durch  die  Bezeich- 
nung) verschieden.  Denn  ersetzt  man  z.  B.  bei  der  zweiten  An- 
nahme ö  =  (1,  2,  4,  3,  5)  das  Element  a  durch  a^  und  b  durch  b^, 
so  erhält  man 

(1,  3,  2)  (4,  6,  5);   (1,  3,  2,  5,  4), 

was  durch  Vertauschung  der  Ziffern  2  mit  3  und  4  mit  5  in  die 
erste  Annahme  übergeht.  Die  dritte  Annahme  &  =r  (1,  2,  4,  5,  3) 
geht,   wenn   man   b  durch  ^^   ^nd   a  durch  a^  ersetzt  und   dann 
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1  mit  2  und  4  mit  5  vertauscht,  in  die  erste  über,  und  ebenso 
lassen  sich  die  drei  anderen  Annahmen  über  h  auf  einander 
zurückführen.  Es  bleiben  also  nur  zwei  Möglichkeiten  zu  unter- 
suchen : 

a  =  (1,  2,  3)  (4,  5,  6),     h  =  (1,  2,  3,  4,  5) 

a  =  (1,  2,  3)  (4,  5,  6),     b  =  (1,  2,  3,  5,  4). 

Davon  ist  aber  die  erste  zu  verwerfen,  weil  sie  in 

a2/>  ==(1,  4,  6) 

einen  dreigliedrigen  Cyklus  ergeben  würde,  der  nicht  vorkommen 

kann.     Es  bleibt  also  nur  die  einzige  Möglichkeit: 

a  =  (1,  2,  3)  (4,  5,  6),     b  =  (1,  2,  3,  5,  4), 
und  es  giebt  also,  wenn  man  äquivalente  Gruppen  als  nicht  ver- 
schieden betrachtet,  nur  eine  einfache  Gruppe  60^*^"  Grades. 

Diese  beiden  Elemente  a,  b  kann  man  als   erzeugende  Ele- 
mente der  ganzen  Gruppe  betrachten  und  man  kann  durch  ihre 
wiederholte   Zusammensetzung    auf   sehr    mannigfaltige    Art   die 
ganze  Gruppe  vom  60^*®"  Grade  herleiten.    Wir  bekommen  ausser 
dem  Einheitselemente  die  Permutationen  5*^°  Grades: 
(2,3,6,5,4),    (1,3,5,6,4),    (1,2,5,4,6), 
(1,2,6,3,5),    (1,2,4,6,3),     (1,2,3,5,4), 
die   mit  ihren   Potenzen   24   ergeben;   ferner   die   Permutationen 
3*^°  Grades: 

(1,  2,  3)  (4,  5,  6),  (1,  3,  5)  (2,  4,  6), 

(1,  2,  4)  (3,  6,  5),  (1,  3,  6)  (2,  4,  5), 

(1,  2,  5)  (3,  6,  4),  (1,  4,  5)  (2,  3,  6), 

(1,  2,  6)  (3,  4,  5),  (1,  4,  6)  (2,  3,  5), 

(1,  3,  4)  (2,  6,  5),  (1,  5,  6)  (2,  3,  4), 

die  mit  ihren  Quadraten  zusammen  20  ergeben.     Endlich  erhält 

man  noch  15  Permutationen  2^*^"  Grades: 

(1,  2)  (3,  4),        (1,  2)  (5,  6),  (3,  4)  (5,  6), 

(1,  3)  (4,  5),  (1,  3)  (2,  6),  (2,  6)  (4,  5), 

(1,  4)  (2,  5),  (1,  4)  (3,  6),  (2,  5)  (3,  6), 

(1,  5)  (2,  3),  (1,  5)  (4,  6),  (2,  3)  (4,  6), 

(1,  6)  (2,  4),  (1,  6)  (3,  5),  (2,  4)  (3,  5), 

von  denen  je  drei  in  einer  Reihe  stehenden  mit  dem  Einheits- 
elemente zusammen  eine  Gruppe  4^^"  Grades  bilden. 

Dass  diese  Gruppe  auch  dargestellt  werden  kann  durch  die 
Permutationen  von   fünf  Ziffern,   ergiebt  sich  nun   schon  daraus, 
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dass    eine    einfache    Permutationsgruppe    60^*®''   Grades   bei   fünf 
Ziffern  wirklich  existirt,  nämlich  die  alternirende  Gruppe. 

Man  kann  aber  auch  die  Thatsache  dadurch  verificiren,  dass 
man  einen  Theiler  12^^"  Grades  von  P  nachweist  (§.  28,  8.).  Man 
erhält  diesen  Theiler  12*^°  Grades  z.  B.  daraus,  dass  die  Gruppe 
4*«"  Grades: 

0=1,  (1,  2)  (3,  4),     (1,  2)  (5,  6),     (3,  4)  (5,  6) 
mit  den  Permutationen  3*^"  Grades: 

c  =  (1,  3,  5)  (2,  4,  6) 
vertauschbar  ist,  d.  h.  der  Bedingung  c~'^  Q  c  =  Q  genügt,  und 
erhält  also  dann  eine  Gruppe  12*®"  Grades: 

Die  einfache  Gruppe  60^*®"  Grades  wird  auch  die  Ikosaeder- 
gruppe  genannt  aus  einem  Grunde,  den  wir  später  kennen 
lernen  werden. 

Dieselbe  Betrachtung  zeigt  auch,  dass  eine  einfache  Gruppe 
9Qsteu  Grades  nicht  existirt.  Denn  diese  Gruppe  müsste  ein  Ele- 
ment 5*®"  und  ein  Element  3*®"  Grades  enthalten.  Da  90  =  5.18 
ist  und  18  keinen  anderen  Theiler  als  6  hat,  der  nach  dem  Modul  5 
mit  1  congruent  ist,  so  muss,  wenn  wir  für  Q  eine  Gruppe 
5**^"  Grades  wählen,  U  vom  Index  6  sein  und  die  Gruppe  P  wäre 
also  als  transitive  Permutationsgruppe  von  sechs  Ziffern  dar- 
stellbar. Ganz  wie  oben  schliesst  man,  dass  sie  die  beiden  Ele- 
mente a,  h  enthalten  müsste,  was,  wie  wir  gesehen  haben,  zur 
Ikosaedergruppe  führt,  die  nicht  Theiler  einer  Gruppe  90^**^"  Grades 
sein  kann. 

§.  3.5. 
Gruppen   vom    Grade  p  (i. 

Es  ist  nun  noch  von  Interesse,  zu  untersuchen,  wie  bei  einer 
gegebenen  Gradzahl  die  Gruppen  constituirt  sind.  Dafür  sind 
die  Sätze,  die  in  den  vorangegangenen  Paragraphen  abgeleitet 
sind,  die  Grundlagen.  Freilich  sind  wir  bis  jetzt  nur  bei  den 
einfacheren  Gradzahlen  im  Stande,  die  vorhandenen  Gruppen 
vollständig  zu  übersehen.  Am  weitesten  geht  hierin  eine  Arbeit 
von   Holder  i).     Wir  betrachten   hier  nur   den    einfachen   Fall, 


^)  Holder,  Die  Gruppen  der  Ordnungen  p^,  p  q^^  PQ."»'^  P^-    Matheraa- 
tiscbe  Annalen,  Bd.  43. 
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dass   der  Grad  pq  das  Product  zweier  Primzahlen  ist,  die  auch 
einander  gleich  sein  können. 

Eine  solche  Gruppe  P  ist  metacyklisch  und  hat  einen 
JSormaltheiler  Q  vom  Grade  _p,  der  also  eine  cyklische  Gruppe 
ist,  die  wir  so  darstellen: 

(1)  <?  =  1:  «,  «',  .  •  •  «^'" '         («^  =  !)• 

Ist  nun  h  ein  nicht  in  Q  enthaltenes  Element  von  P,  so  ist 

Wenn  h^  die  niedrigste  Potenz  von  b  ist,  die  in  Q  vorkommt, 
so  ist  (?  4"  Ö^  +  •  •  •  ^^''"^  eine  Gruppe,  die  mit  P  identisch 
sein  muss,  und  folglich  muss  h  =  q  sein.  Wir  können  also  P 
so  darstellen: 

(2)  P  -=  Q+  Qh  +  QM-\ h  Q^'-'^ 

Ist  nun  y  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  p  und  v  ein 
vorläufig  noch  unbestimmter  Exponent,  der  nach  dem  Modul 
p  —  \  zu  nehmen  ist,  so  folgt,  da  h-'^  a  h  in  Q  enthalten  ist, 

(3)  h-'^ah  =  a^\ 
woraus  sich  für  jeden  Exponenten  a  ergiebt: 

(4)  &-ia«6  =  a"9\ 

und  durch  wiederholte  Zusammensetzung  mit  ^: 

(5)  h-?a^h:^  =  a"»'l 

Nun  ist  jedenfalls  hi'^i  =  l,  und  wenn  wir  also  in  (5)  ß  =pq 
setzen,  so  folgt,  dass  für  jedes  cc 

also  (fP'i  EEE  1  (mod  p)  oder 

(6)  vpq^^  0  (mod  p  —  1) 

sein  muss.  Hieraus  schliesst  man  weiter,  dass,  wenn  p—\  nicht 
durch  q  theilbar  ist,  was  immer  eintritt,  wenn  p  =  q  ist,  v  durch 
p—l  theilbar,  also  nach  (3) 

ah  =  ha^ 
und  in  Folge  dessen  auch  für  jedes  a,  /3,  «',  p': 

d.  h.  dass  die  Gruppe  eine  Abel' sehe  sein  muss.  Diesen  Fall 
haben  wir  aber  schon  im  zweiten  Abschnitte  dieses  Bandes  unter- 
sucht und  gefunden,  dass  es,  wenn  p  =  q  ist,  zwei  Gruppen  (mit 
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den  beiden  Invarianten  p,  p  oder  mit  einer  Invariante  p^)^  und 
wenn  p)  von  q  verschieden  ist,  eine  Gruppe  (mit  den  beiden  In- 
varianten j9,  q)  giebt. 

Es  bleibt  uns  also  noch  der  Fall 
p  ^  1  (mod  q) 
zu  untersuchen,  in  dem  v  jeden  der  Bedingung 


V  =  0  ("mod  ^ ^-\ 


genügenden  Werth  haben  kann,  deren  es  q  nach  dem  Modul 
p  —  1  verschiedene  giebt,  nämlich: 

(7)  v  =  0,    ISZI,    2  1^1,   ...(g-l)(P-l). 

^  ^  q  q  q 

Der  Fall  v  =  0  führt  auch  hier  auf  eine  Abel 'sehe  Gruppe. 
Es  sind  aber  auch  die  anderen  Werthe  von  v  zulässig,  die  zu 
ebenso  vielen  nicht  commutativen  Gruppen  führen.  Diese  nicht 
commutativen  Gruppen  sind  unter  einander  isomorph  und  werden 
auf  einander  zurückgeführt,  wenn  man  b  durch  ein  b(^  ersetzt, 
wie  die  Formel  (5)  zeigt. 

Wir  können  hf  =  l  annehmen,  denn  es  ist  gewiss  b^  in  Q 
enthalten  und  b^^  =  1.  Wenn  also  b^  nicht  =  1  ist,  so  ersetzen 
wir  b  durch  b^. 

Man  erhält  eine  der  nicht  commutativen  Gruppen,  wenn 
man  in 

(8)  ®  =  a^b? 

oc  die  Reihe  der  Zahlen  0,  1,  ,  .  .  p  —  \  und  ß  die  Zahlen 
0,  1,  ...  g  —  1  durchlaufen  lässt.  Die  Zusammensetzung  zweier 
Elemente  dieser  Gruppe  ergiebt  sich  nach  (5)  aus 

(9)  5.^a«  =  a'^d-'^bß,     a^  =  1,  J«  ==  1, 

wodurch  man  jedes  Compositum  aus  Elementen  &  auf  die  Form 
0  zurückführen  kann. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Elemente  (8)  nach  den  Compositions- 
regeln  (9)  wirklich  eine  Gruppe  bilden,  hat  man  die  Eigenschaften 
der  Gruppe,  nämlich,  dass  aus  0  0'  =  @  0"  und  aus  0'  0z=  0"  0 
folgt,  dass  0'  =  0"  ist,  und  ferner  das  associative  Gesetz 

0  (0'  0")  =  (0  0')  0" 

nachzuweisen.  Beides  aber  ergiebt  sich  sehr  leicht  aus  der  Zu- 
sammensetzung, die  aus  (9)  folgt: 

(10)  a^b?  a'^'b^'  =  a«  +  «'ö~'^  2>/*+i*'. 
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§•  36. 

Grenzen  des  Index  eines  Theilers  der  symmetrischen 
Permutationsgruppe. 

Wir  beschliessen  diese  Betrachtungen  mit  dem  Beweise  eines 
Satzes  über  Permutationsgruppen,  der  durch  die  Schwierigkeit, 
die  sein  Beweis  anfangs  bot,  eine  gewisse  Berühmtheit  erlangt 
hat,  und  der  für  die  Beurtheilung  algebraischer  Fragen  von 
Wichtigkeit  ist  1). 

Es  handelt  sich  dabei  um  die  symmetrische  Permutations- 
gruppe P  von  ti  Ziffern  und  um  ihre  Theiler  von  möglichst 
kleinem  Index.  Wir  wissen,  dass  die  Gruppe  P  immer  einen 
Theiler  vom  Index  2  hat,  nämlich  die  alternirende  Gruppe. 
Ausserdem  ist  noch  ein  Theiler  vom  Index  n  bekannt,  der  alle 
Permutationen  von  P  umfasst,  die  eine  Ziffer  ungeändert  lassen, 
der  also  intransitiv  ist. 

Zunächst  gilt  der  folgende  Satz: 

I.  Der  Index  eines  imprimitiven  Theilers  von  P  ist 
immer  grösser  als  »,  und  der  Index  eines  in- 
transitiven Theilers  ist  gleich  oder  grösser 
als  n^  und  nur  dann  gleich  «,  wenn  der  Theiler 
eine  Ziffer  in  Ruhe  lässt,  und  die  übrigen 
n  —  l  Ziffern  auf  alle  mögliche  Arten  per- 
mutirt. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  Q  ein  imprimitiver  Theiler  von  P 
vom  Index  j,  und  es  bestehen  r  Systeme  der  Imprimitivität  von 
je  s  Ziffern,  so  dass  n  ==  rs  ist.  Eine  Zahl,  die  der  Grad  der 
Gruppe  Q  sicher  nicht  übersteigen  kann,  erhalten  wir,  wenn  wir 
alle  Permutationen  in  jedem  einzelnen  der  r  Systeme  und  dann 
noch  sämmtliche  Permutationen  der  Systeme  abzählen.  Der  Grad 
von  Q  ist  also  kleiner  oder  gleich  dem  Producte  [77  (s)]  ^  77  (/•), 
wenn  für  jede  ganze  Zahl  n 

n  {}))  =r  1 . 2 . 3 .  .  .  W 

1)  Bertrand,  Journal  de  Mathematiques,  Tome  XV  (1845).  Serret, 
Algebre  super.,  Section  IV,  Chapitre  III.  C.  Jordan,  Traite  des  sub- 
stitutions,  p.  67.  Netto,  Substitutionentheorie,  Capitel  VI.  Crelle's  Journ., 
Bd.  100. 
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ist,  und  folglich  ist 

(1)  i-     ^("^ 


[n(s)yn{r) 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  Zahl,  wenn  keiner  der 
Factoren  r,  s  gleich  1  ist,  grösser  als  n  ist.  Dies  ergiebt  sich, 
wenn  wir  den  Quotienten  so  schreiben: 

n(n)         __  (r+1)  (r  +  2)  .  .  .n  __ 

[n{s)yn{r)  ~"       (2.3 .. .  sy       ~ 

n_  /r  +  l   r-|-2       2r—  1\  /2r  1r-\-\      3r— J\ 

/(s  —  1) r  (s  — l)r+l      w  — 1 
\       s  s  s 

Denn  hiernach  ist 

^    I  ■  12^            {.8  —  \\t 
Die  Factoren   — ^ —  ,-—,•••  ^^ ^-^—  sind  alle   gleich  oder 

grösser  als  1,  denn  es  ist 

(h-l)r  _  ,  _  (A-l)(,— 1)-1 
h  h 


also  immer 

positiv, 

und  der  erste  Factor 

f 

V-T 

-1 

ist  grösser 

als  2,  wenn  r  > 

2   ist. 

Ist  aber 

.  j. 

— 

^2, 

so 

ist 

das 

Product  der  beiden  Factoren 

(r  +  l\ 
\     2      > 

rm 

3 
"  2 

fty= 

8 
3 

> 

2, 

und  folglich  ist  unter  allen  Umständen  j  >  n. 

Ist  zweitens  die  Gruppe  Q  intransitiv,  und  zerfällt  das 
System  der  n  Ziffern  in  zwei  Systeme  von  je  a  und  h  Ziffern,  so 
dass  die  Ziffern  dieser  beiden  Systeme  durch  Q  nur  unter  ein- 
ander vertauscht  werden,  und  ii  =  a  -|-  ^  ist,  so  sind  alle  Per- 
mutationen von  Q  in  der  Gruppe  enthalten,  die  aus  allen  Per- 
mutationen der  a  und  der  h  Ziffern  besteht;  d.  h.  der  Grad 
von  Q  ist  gleich  oder  kleiner  als  77  (a)  77(6),  und  folglich  der 
Index  j  von  Q 

.  =_       77  (n)       n  n  —  l        h-\-l 

^^  ^  ^  njayjiih)  "  T  ~^        ~T~  * 
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Nehmen  wir,  was  freisteht,  an,  dass  6  ^  a  sei,  so  ist  der 
Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  dieser  Ungleichung  grösser 
als  n,  und  nur  dann  gleich  ??,  wenn  h  ^=  n  —  1,  a=l  ist.  In 
diesem  speciellen  Falle  kann  j  =  n  werden,  aber  nur  dann, 
wenn  die  n  —  1  Elemente  durch  Q  auf  alle  möglichen  Arten 
permutirt  werden,  was  in  dem  Satze  I.  ausgesprochen  ist. 

Die  Ausdrücke  (3)  für  die  untere  Grenze  von  j  sind  nichts 
Anderes,  als  die  Binomialcoefficienten  B^a\  deren  Bildung  sofort 
zeigt,  dass  sie  bis  zur  Mitte  hin,  d.  h.  so  lange  2a  ^  w,  eine 
wachsende  Zahlenreihe  bilden. 

Wir  wollen  für  den  weiteren  Gebrauch  hieraus  den  Schluss 
ziehen : 

a)  Ist  a  =  1,  lässt  also  die  Gruppe  Q  eine  Ziffer 
ungeändert,  so  ist  ihr  Grad  ein  Theiler  von 
U  (n — 1),  ist  aber  a>  1,  so  ist  der  Grad  von  Q 
5  n(n  —  2)  77(2). 

Der  Satz,  den  wir  ferner  noch  beweisen  wollen,  lautet  nun: 

IL  Ausser  der  alternirenden  Gruppe  giebt  es  keinen 
transitiven  und  primitiven  Theiler  Q  von  P, 
dessen  Index  ^  n  ist,  ausgenommen  in  den 
beiden  Fällen  9i  =  4,  w  =  6. 

Beim  Beweise  machen  wdr  Gebrauch  von  den  Sätzen  (§.  153, 
9.,  10.  des  ersten  Bandes),  dass  ein  transitiver  und  primitiver 
Theiler  von  P,  der  nicht  die  ganze  alternirende  Gruppe  enthält, 
und  daher  nicht  mit  der  alternirenden  oder  der  symmetrischen 
Gruppe  selbst  identisch  ist,  keine  Transposition  und  keine 
cyklische  Permutation  von  nur  drei  Ziffern  enthalten  kann. 

Es  sei  also  P  die  symmetrische  Permutationsgruppe  der 
n  Ziffern  0,  1,  2  ...  n  —  1  und  Q  ein  primitiver  und  transitiver 
Theiler  von  P  vom  Index  j,  der  nicht  die  alternirende  Gruppe 
enthält.     Es  sei  ferner  P  in  die  Nebengruppen  zerlegt: 

(4)  p=QJ^  Qn,+  Q^2-] h  Q^J-i- 

Wir  betrachten  das  System  der  Transpositionen: 

(5)  (0,1),  (0,2),  ...(0,^^-1), 

deren   keine  in   Q  vorkommen  kann.    Ist  nun  j  .<  n^  so  müssen 
wenigstens  zwei  dieser  Permutationen,  etwa  (0,  1),  (0,  2),  in  der- 

Weber,  Algebra.   II.  10 
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selben  Nebengruppe,  etwa  in  Qtt^,  vorkommen,  und  folglich  giebt 
es  zwei  Permutationen  jci,  ^3  in   ft  die  der  Bedingung 

JCl  JTi  =r  (0,  1),      7C2  %  =  (0,  2) 

genügen.     Es  ist  daher 

xi  7t,  71-^  %-^  =  }C,  7c-^  =  (0, 1)  (0,  2)  ==  (0, 1,  2) 

in  Q  enthalten.  Dies  aber  widerspricht  unserer  Voraussetzung, 
dass  Q  keinen  dreigliedrigen  Cyklus  enthalten  soll.  Demnach 
kann  j  nicht  <  n  sein.  Ist  aber  j  =  n,  also  der  Grad  von  Q 
gleich  n  (n  —  1),  so  müssen  die  n  —  1  Permutationen  (5)  in  n  —  1 
verschiedenen  Nebengruppen  vorkommen,  und  P  lässt  sich  so 
darstellen: 

(6)  P=Q+  0(0,1)  +  0(0,2)  H h  e(0,«-l). 

Betrachten  wir  irgend  eine  andere  Transposition,  z.  B.  (2,  3), 
so  kann  diese  nicht  in  Q  und  nicht  in  Q  (0,  2)  oder  in  Q  (0,  3) 
vorkommen,  weil  sonst  (2,  3)  (0,  2)  =  (0,  2,  3)  oder  (2,  3)  (0,  3) 
=  (0, 3, 2)  in  Q  vorkäme.  Wir  können  also,  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  beeinträchtigen,  annehmen,  dass  (2,3)  in  ^  (0,  1)  vor- 
kommt, und  daraus  ergiebt  sich: 

ß)   Die  Gruppe  Q  enthält  das  Transpositionspaar 

(7)  (0,  1)  (2,  3). 

Die  Gruppe  Q  hat  einen  Theiler  ^0,  ^^^^  ^us  allen  den  Per- 
mutationen besteht,  die  die  Ziffer  0  an  ihrer  Stelle  lassen.  Da 
Q  transitiv  ist,  so  ist,  wenn  y^,  X2,  .  .  .,  x^_i  Elemente  aus  Q 
sind,  die  0  in  1,  in  2,  .  .  .,  in  n  —  l  überführen, 

(8)  Q  ■-=  Qo+  Qo^i-] h  Qo J«n-i, 

und  da  Q  vom  Grade  77(^—1)  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  Qq 
vom  Grade 


(9)  9  = 


77(n— 1) 


n 


ist.  Da  g  eine  ganze  Zahl,  also  77  (n  —  1)  durch  n  theilbar  sein 
muss,  so  schliessen  wir  zunächst,  dass  der  Eall  j  =  n  niemals 
eintreten  kann,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  und  für  diesen  Fall 
ist  also  unser  Theorem  II.  bewiesen. 

Im  Allgemeinen  können  wir  aber  schliessen: 

y)  Ist  ^1  nicht  =  4,  so  sind  die  n —  1  Ziffern  l,2,.,.,w — 1 
durch  Qo  noch  transitiv  verbunden. 
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Wäre  nämlich  Q^  in  diesen  n  —  1  Ziffern  intransitiv,  so 
müsste  nach  a) 

entweder  77  (w  —  2)  theilbar  durch  g^ 
oder  77  (w  —  3)  77  (2)  5  ^ 
sein;  also  nach  (9): 

Vh 

entweder eine  ganze  Zahl,  also  n  ^  1  {n  —  1) 

oder  n2  —  5  n  +  2  ^  0. 

Das  Eine  ist  unmöglich,  wenn  w  >  2  ist,  das  Andere,  wenn 
n  >  4  ist. 

Wir  sehen  von  dem  Falle  w  =  4  ab  und  betrachten  jetzt 
den  Theiler  §o,  i  von  §,  der  die  beiden  Ziffern  0,  1  unge- 
ändert  lässt. 

Da    öo,  n    als   Permutationsgruppe    der    n —  1    Ziffern    be- 
trachtet, ein  transitiver  Theiler  von  (Jo  ist,  so  ist,  wie  man  durch 
nochmalige  Anwendung  der  Zerlegung  (8)  schliesst,  der  Grad  y^ 
von   Qq  1  gleich  g  \  n  —  1,  also 
(10)      '  njn-l)       nin-1)^ 

^    ^  -^^         n{n—\)  n 

Daraus  schliessen  wir  ähnlich  wie  oben: 

d)  Ist  n  nicht  =6,  so  sind  die  n — 2  Ziffern  2,3,...,w — 1 
durch   §0,1  transitiv  verbunden. 

Denn  wären  sie  es  nicht,  so  müsste  nach  a): 
entweder  77  (w  —  3)  theilbar  durch  (/j, 
oder  77  {n  —  4)  77  (2)  ^  g, 
sein;  also  nach  (10): 

^1  

entweder eine  ffanze  Zahl,  also  n  ^  2n  —  4, 

n  —  2  -"^ 

oder  n2  —  7  w  +  6  5  0. 
Das  Erste  ist  nicht  möglich,  wenn  n  >  4,  das  Zweite,  wenn 
w  >  6  ist. 

Ist  nun  n  >  6,  so  gilt  noch  Folgendes: 

e)  Die  Gruppe  §0,1,2,  die  die  drei  Ziffern  0,  1,  2  un- 
geändert  lässt,  hat  den  Grad 

_  _Jii_  _  n(n-3) 
^'  —  n-2~         n 
und  es  ist  nicht  möglich,   dass   durch   die   ganze 
Gruppe    §0,1,2   noch   eine   vierte   Ziffer   3   un ge- 
ändert bleibt. 

10* 


14:8  Fünfter  Abschnitt.  ^  §.  36. 

Der  Grad  g^  ergiebt  sich  genau  wie  der  von  öo  ^^d  $o,  i- 
Wenn  aber  durch  ^o,  i,  2  noch  eine  vierte  Ziffer  3  ungeändert 
bliebe,  so  wäre  g^  ejn  Theiler  des  Grades  der  symmetrischen 
Gruppe  von  n  —  4  Ziffern ,  also  ein  Theiler  von  77  [n  —  4).  Es 
müsste  also 

nn(n  —  4)  n 

n{n  —  3)    ~~~  n  — 3  ' 

eine  ganze  Zahl  sein,  also  n  ^  2n  —  6  oder  n  ^  6. 

Aus  s)  schliessen  wir,  dass  es  in  Q  eine  Permutation  x 
giebt,  durch  die  0,  1,  2,  3  in  0,  1,  2,  4  übergeht,  worin  4  eine 
von  3  verschiedene  Ziffer  ist.  Nach  ß)  enthält  also  Q  auch  die 
Permutation: 

%-i  (0,  1)  (2,  3)  X  =  (0,  1)  (2,  4), 
folglich  auch: 

(0, 1)  (2,  3)  (0,  1)  (2,  4)  =  (2,  3,  4), 

also  einen  dreigliedrigen  Cyklus,  was  der  Voraussetzung  wider- 
spricht.    Hiernach  ist  das  Theorem  IL  vollständig  bewiesen. 

Dass  die  Fälle  m=  4  und  n  =  ß  wirklich  Ausnahmen  bilden, 
geht  aus  Bd.  I,  §.  160  und  §.  182  hervor,  wo  wir  gesehen  haben, 
dass  die  symmetrische  Permutationsgruppe  von  vier 
Ziffern  einen  transitiven  Theiler  vom  Index  3  und 
die  von  sechs  Ziffern  einen  transitiven  Theiler  vom 
Index  6  besitzt. 


ZWEITES    BUCH. 


LINEARE   GRUPPEN. 


Sechster  Abschnitt. 


Gruppen  linearer  Substitutionen. 


§.  37. 
Lineare  Substitutionen  und  ihre  Zusammensetzung. 

Eines  der  wirksamsten  Mittel  zur  Bildung  von  Gruppen,  auf 
welches  zugleich  viele  Anwendungen  führen,  sind  die  linearen 
Substitutionen  und  ihre  Zusammensetzung.  Wir  sind  schon 
mehrfach  solchen  linearen  Substitutionen  begegnet  und  haben  sie 
z.  B.  im  zweiten  Abschnitte  des  ersten  Bandes  bei  Gelegenheit 
des  Multiplicationsgesetzes  der  Determinanten,  und  sodann  im 
elften  Abschnitte  bei  den  äquivalenten  Zahlen  betrachtet. 

Unter  einer  linearen  Substitution  von  n  Variablen  ver- 
stehen wir  ein  System  von  Gleichungen,  durch  das  ein  System 
von  n  Veränderlichen  ^1,2/2,  ...  l/n  linear  durch  ein  anderes 
System  Xi^  x^^  .  .  .  Xn  ausgedrückt  wird.  Wir  unterscheiden  nach 
der  x\nzahl  der  Variablen  unäre,  binäre,  ternäre,  quater- 
näre  Substitutionen,  und  wollen  im  Allgemeinen  die  Zahl  der 
Variablen  die  Dimension  der  Substitution  nennen.  Wir  be- 
schränken uns  fürs  erste  auf  homogene  Substitutionen,  so 
dass,  wenn  mit  a{''-^  die  Coefficienten  bezeichnet  werden,  die  Sub- 
stitution durch  das  Gleichungssystem 

(1)  tf.  =  1  af)  X.  K=l,2,...n 

l,n 

dargestellt  ist.  Oft  kommt  es  auf  die  Variablen  selbst  nicht  an, 
so  dass  eine  solche  Substitution  durch  ihre  Coefficienten  a^'^^  hin- 
länglich gekennzeichnet  ist.    Man  benutzt  zuweilen  auch  zur  Be- 
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Zeichnung  einer  Substitution  einen  einfachen  Buchstaben,  etwa  Ä^ 
und  setzt  dann 

/«(!),  a«    .  .  .  aa)\ 

(2)  ^^U\af\  ...af 

Wir  werden  auch  abkürzend  Ä  =  (a(^))  setzen  und  die  Deter- 
minante der  Substitutionscoefficienten  mit  \Ä\  bezeichnen.  Diese 
Determinante  wird  immer  von  Null  verschieden  vorausgesetzt. 
Das  Gleichungssystem  (1)  stellen  wir  auch  symbolisch  so  dar: 

(3)  (l/i,  2/2,   ..   .  Vn)    =  A  (^1,  0^2,   ..  .  Xn), 

oder  noch  kürzer: 

(4)      _  (y)  =  A  (x). 

Die  Substitution: 

(5)  ?/i    =  ^1,     1/2    =   ^»2,    .   .   .  2/n  =  Xn 

oder 


/1,0,.  ..  0\ 

(6) 

e7  = 

0,1,...  0 

\o,o,...  l) 

heisst 
Form 

die 

identische  Substitution.     Eine  Substitution  der 

(7) 
oder 

Vi    =  ^1^1,       y-2   =   ^2^2,     •   '   •,    yn  =  ^nXn 

/^i,  0,    .  .  .  0^^ 

(8) 

M  = 

0,    i^2,  •  .  .  0 

\o,    0,    ...  ^J 

soll  eine  multiplicative  Substitution  oder  kurz  eine  Multi- 
plication  und  die  Elemente  ^^,  fig,  . . .,  fi„  die  Multiplicatoren 
genannt  werden,  ein  Ausdruck,  der  sich  durch  die  Gleichungen  (7) 
rechtfertigt. 

Nehmen  wir  eine  zweite  lineare  Substitution  der  Dimen- 
sion n  an,  durch  die  ein  neues  System  von  Variablen  0  ein- 
geführt wird: 

(9)  gi=lbthfy,  ie)  =  Biy), 

und  führen  für  y  die  Werthe  aus  (1)  ein,  so  erhalten  wir  die  0 
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durch  die  x  ausgedrückt  mittelst  einer  neuen  linearen  Sub- 
stitution jE',  die  wir  so  bezeichnen  können : 

(10)  z  =  E(x)  =  BÄ(x% 

und  die  Substitution  E  =  BÄ  heisst  aus  B  und  A  zusammen^ 
gesetzt  oder  componirt.  Es  ist  dabei  aber  zwischen  AB  und 
BA  zu  unterscheiden.  Zwei  Substitutionen  J.,  B  von  der  be- 
sonderen Eigenschaft,  dass  AB  =  BA  ist,  heissen  mit  einander 
vertausch  bar  oder  commutativ.  Die  Substitutionscoefficienten 
von  E  ergeben  sich  durch  Einsetzen  der  Ausdrücke  (1)  in  (9): 

h 

z,=  ^efx^^, 

(11)  ejf)  =  2  'bf)a^l\ 

l,n 

Diese  Formeln  sind  ganz  dieselben,  die  wir  im  §.  27  des 
ersten  Bandes  benutzt  haben  i),  und  wir  können  demnach  das 
in  (11)  ausgedrückte  Gesetz  der  Composition  der  Substitutionen 
so  ausdrücken: 

1.  Um  die  aus  zwei  Substitutionen  B^A  zusammen- 
gesetzte Substitution  B  A  zu  bilden,  verfährt  man 
ganz  so,  als  ob  die  beiden  Determinanten  |J5!,  \A\ 
nach  der  Multiplicationsregel  mit  einander 
multiplicirt  werden  sollten.  Es  sind  dabei,  um 
die  Elemente  einer  Zeile  zu  bilden,  die  Ele- 
mente einer  Zeile  der  ersten  Componente  mit 
den  entsprechenden  Elementen  der  Colon nen 
der  zweiten  Componente  zu  multipliciren  und 
dann  zu  addiren.  Man  drückt  dies  auch  kurz 
so  aus,  dass  in  der  ersten  Componente  nach 
Zeilen,  in  der  zweiten  nach  Colonnen  summirt 
wird. 

Aus  dieser  Kegel  ergiebt  sich  die  Folgerung: 

2.  Die  Determinante  einer  zusammengesetzten  Sub- 
stitution ist  gleich  dem  Producte  aus  den  Deter- 
minanten der  Componenten. 


1)  Nur  war  dort  aus  einem  leicht  ersieh tUchen  Grunde  die  Bezeich- 
nung etwas  anders. 
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Um  drei  Substitutionen  derselben  Dimension,  C^  B^  A^  zu- 
sammenzusetzen, muss  man  die  Ausdrücke  (10)  für  z  in  eine 
neue  lineare  Substitution 

(12)  {u)  =  C  (z) 

einführen  und  die  Variablen  u  durch  die  x  ausdrücken: 

(13)  (u)  =  CBÄ(x). 

Da  es  offenbar  gleichgültig  ist,  ob  man  die  Ausdrücke  (10) 
in  (12)  einführt,  oder  ob  man  zuerst  z  nach  (9)  durch  y  und 
dann  y  nach  (4)  durch  x  ausdrückt,  so  gilt  für  diese  Gomposition 
das  associative  Gesetz: 

(14)  C(BÄ)  T=  (CB)Ä  =  CBA, 

was  sich  auch  leicht  durch  Rechnung  bestätigen  lässt,  wenn  man 
nach  (11)  die  Elemente  von  C  (B  Ä)  und  (CB)Ä  bildet.  Man 
findet  für  beide  den  Ausdruck: 

Wir  sprechen  also  den  Satz  aus: 

3.    Bei   der  Zusammensetzung    der   linearen    Sub- 
stitutionen gilt  das  associative,  aber  nicht  immer 
das  commutative  Gesetz. 
Eine   Multiplication ,   bei   der   alle   Multiplicatoren    einander 
gleich  sind,  also 


N  = 


/v,0,  ...  0\ 
0,  i;,  ...  0 


\0,   0,    ...    2^/ 

soll  eine  Aehnlichkeitssubstitution  genannt  werden,  und 
zwei  Substitutionen,  die,  wie  Ä  und  AN  oder  A  und  NA,  durch 
Zusammensetzung  mit  einer  Aehnlichkeitssubstitution  aus  ein- 
ander abgeleitet  werden  können,  heissen  ähnliche  Sub- 
stitutionen. Aus  dem  Gesetze  der  Gomposition  ergeben  sich 
sofort  die  Sätze: 

4.  Eine  Aehnlichkeitssubstitution  ist  mit  jeder 
Substitution  J.  derselben  Dimension  vertauschbar; 
zwei  Aehnlichkeitssubstitutionen,  mit  einander 
componirt,  geben  wieder  eine  Aehnlichkeits- 
substitution, und  zwei  mit  einer  dritten  ähn- 
liche Substitutionen  sind  aucli  unter  einander 
ähnlich. 
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Ebenso  leicht  erhalten  wir: 

5.  Durch  Zusammensetzung  mit  der  identischen 
Substitution  J  wird  keine  Substitution  ge- 
ändert. 

Die  Substitution  J  wird  also  bei  der  Composition  als  Ein- 
heit betrachtet,  und  kann,  wo  sie  mit  anderen  Substitutionen 
componirt  auftritt,  weggelassen  werden. 

Nun  gilt  weiter  der  Satz: 

6.  Zu  jeder  Substitution  A  giebt  es  eine  und  nur 
eine  inverse  Substitution  J.-\  die  der  Bedingung 

(15)  AA-^  =  A-^A  =  J 
genügt. 

Dieser  letzte  Satz  ergiebt  sich  aus  den  Grundformeln  der 
Determinantentheorie,  wenn  man  die  Elemente  a^^^  von  A-^  aus 
den  linearen  Gleichungen 

(16)  i  af )  a<^'>  =  0,        h^h 

=  l^        h  =  1c 

bestimmt,   aus   denen   sich,   wenn   wir   mit  A^^^    die   Unterdeter- 
minanten von  \A\  bezeichnen, 

(17)  i^i  <>  =  4"> 
ergiebt,  und  die  das  andere  System 

(18)  i  a(^)  a^^  =  0,        h^  h 

=  1,        h  =  h 
zur   Folge    haben.     Die    inverse    Substitution    zu    A    ist    nichts 
Anderes,  als  die  Auflösung  des  Gleichungssystems  (1)  der  directen 
Substitution  A^  so  dass  aus  {y)  =  A(x)  folgt: 

(19)  (x)  =  A-^{y). 

Für  die  Composition  der  inversen  Substitutionen  ergiebt  sich 
aus  ABB—^A—^  =  J  der  Satz: 

(20)  (AB)-^  =  B-'A-\ 

Sind  A,  B^  C  drei  Substitutionen,  so  ergiebt  sich  durch 
Zusammensetzung  mit  A-^  aus  jeder  der  beiden  Gleichungen 

AB  =  AC,    BA=  CA, 
dass  B  =  C  sein  muss.    Demnach  sind  für  die  Zusammensetzung 
der    Substitutionen    die    charakteristischen    Merkmale    für    eine 
Gruppe  erfüllt,  und  es  ist  also  der  Inbegriff  aller  Substitutionen 
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von  bestimmter  Dimension  eine  (unendliche)  Gruppe  (§.  1). 
Wenn  wir  aus  dieser  Gesammtheit  irgend  eine  Menge  heraus- 
heben, die  so  in  sich  abgeschlossen  ist,  dass  irgend  zwei  ihrer 
Elemente  durch  Composition  ein  Element  derselben  Menge  er- 
geben, so  bildet  diese  Menge  gleichfalls  eine  Gruppe,  die  end- 
lich oder  unendlich  sein  kann. 

Bedeutet  L  eine  feste  Substitution,   so  kann  man  aus  jeder 
Substitution  A  von  derselben  Dimension  eine  Substitution 

(21)  A'  =  L-^AL         iLf\--AL) 

ableiten,  die  die  Transformirte  von  A  durch  L  heisst. 
Setzen  wir 

(22)  {x)  =  L{x'),     {y)  =  L(y'), 
so  folgt  aus  (4): 

(23)  {y')  =  A'{x% 

so  dass  der  Uebergang  zu  der  transformirten  Substitution  gleich- 
bedeutend ist  mit  der  gleichzeitigen  Transformation  beider  Reihen 
von  Veränderlichen  durch  L~^. 
Ist 

A'  =  L-^AL,    B'=^L~^BL, 

so  folgt  aus  den  Gesetzen  der  Composition: 

A'B'  =  L-^ABL, 
und  daraus  also  der  Satz: 

7.  Durchläuft  A  die  Substitutionen  einer  Gruppe, 
so  durchläuft  bei  feststehendem  L  die  Trans- 
formirte L-^AL  die  Substitutionen  einer  iso- 
morphen Gruppe. 

Von  den  inversen  Substitutionen  sind  wohl  zu  unterscheiden 
die  transponirten  Substitutionen. 

Man  erhält  nämlich  aus  jeder  Substitution  A  eine  bestimmte 
andere,  die  die  transponirte  Substitution  zu  A  heisst,  und  die 
wir  für  den  Augenblick  mit  A^  bezeichnen  wollen,  wenn  man  in 
A  die  Zeilen  zu  Colonnen  macht,  und  umgekehrt,  wenn  man 
also  in  (2)  die  oberen  mit  den  unteren  Indices  der  a  ver- 
tauscht. 

i 

Wenn  man  in  der  Summe  (11),  v  hf^  af,  die  unteren  mit 
den  oberen  Indices  und  gleichzeitig  a  mit  h  vertauscht,  so  erhält 
man  einen  Ausdruck,  der  nach  (11)  gleich  eW  ist. 
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Diese  Bemerkung  giebt  die  Vorschrift,  nach  der  die  trans- 
ponirten  Substitutionen  zusammengesetzt  werden,  die  sich  in  dem 
Satze  ausspricht: 

8.  SindJ.1,^1  die  Transponirten  zu  A^B^  so  ist 
A^B]^  die  Transponirte  zu  B A.     In  Zeichen: 

(24)  {BA\  =  A,B,. 

Wenn  wir  die  Substitutionsformeln  (1)  mit  einem  unbe- 
stimmten Factor  T^fc  multipliciren  und  dann  die  Summe  in  Bezug 
auf  A'  nehmen,  so  folgt: 

oder  wenn  wir 

(26)  iaf).),  =  S. 
setzen, 

(27)  2%»!,  =  ^xj.. 

Wenn  wir  also  die  Substitutionen  (1)  durch  (4)  darstellen, 
so  sind  die  Formeln  (26)  der  Ausdruck  für  die  Substitution 

und  wir  können  also  noch  den  Satz  aussprechen: 

9.  Sind  J.,  Ai  transponirte  Substitutionen  von 
einander  von  der  Dimension  n,  und  sind  :r,  ?/,  J,  ^ 
vier  Systeme  von  Variablen,  die  mit  einander 
durch  die  Substitutionen 

(28)  {y)  =  A{x),     {^)  =  A,{n) 
zusammenhängen,  so  besteht  die  Identität 

(29)  2/l^l   +  y^ni    H Vnrin  =  ^ill    +  ^212   -\ Xn^n- 

Wenn  zwei  Reihen  von  Variablen  mit 

•^1 )    •^21    •    •    •    '^n 
61?    62?    •    •    •   Sn 

gleichzeitig  durch  die   Substitutionen  (28)  in   zwei   neue  Reihen 

Vi^  Ih^  •  •  •  i/« 

'»?!,  >?2,  •  •  .  nn 
transformirt  werden,   so  heissen   die  beiden  Variablenreihen   mit 
einander  contragradient,  und   die   Formeln  (28)   stellen   zwei 
mit  einander  contragradiente  Transformationen  dar. 
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§.  38. 
Substitution   der  Verhältnisse. 

Wir  haben  schon  oben  gesehen,  dass  zwei  mit  einer  dritten 
ähnliche  Substitutionen  gleicher  Dimension  unter  einander  ähn- 
lich sind.  Demnach  können  wir  alle  mit  einander  ähnlichen 
Substitutionen  n^^"^  Dimension  in  eine  Classe  vereinigen,  und  jede 
Substitution  kann  in  einer  und  nur  in  einer  solchen  Classe 
untergebracht  werden.  Die  einzelnen  Substitutionen  einer  Classe 
heissen  die  Repräsentanten  der  Classe,  und  jede  Classe  ist 
durch  irgend  einen  ihrer  Repräsentanten  völlig  bestimmt. 

Ist  A  ähnlich  mit  Ä\  B  ähnlich  mit  B' ^  so  ist  auch  AB 
ähnlich  mit  A'B'. 

Bezeichnen  wir  also  mit  51,  33  die  Classen,  in  die  A^  A'  und 
B^  B'  gehören,  so  gelangt  man  immer  in  dieselbe  Classe,  welchen 
Repräsentanten  aus  %  und  aus  23  man  auch  zusammensetzen 
mag.  Diese  Classe,  die  durch  AB  oder  A'B'  repräsentirt  wird, 
nennen  wir  daher  aus  %  und  23  zusammengesetzt  und  bezeichnen 
sie  mit  51  23.  Bei  dieser  Zusammensetzung  gelten  dieselben 
Regeln,  wie  bei  der  Zusammensetzung  der  Substitutionen  selbst, 
und  die  Gesammtheit  der  Classen  bildet  also  auch  eine  Gruppe. 

Diese  Auffassung  der  Substitutionen  und  ihrer  Zusammen- 
setzung ist  immer  dann  zweckmässig,  wenn  es,  wie  z.  B.  in  der 
projectiven  Geometrie,  nur  auf  die  Verhältnisse  der  Variablen 
ankommt,  und  wir  bezeichnen  daher  die  Substitutionsclassen  als 
Substitutionen  der  Verhältnisse. 

Wir  werden  aber  diese  Substitutionen  der  Verhältnisse  ebenso 
bezeichnen,  wie  die  anderen  Substitutionen,  nämlich  jede  Classe 
durch  einen  Repräsentanten,  wodurch  nicht  leicht  ein  Miss- 
verständniss  entstehen  wird.  Den  Repräsentanten  kann  man 
nach  sehr  verschiedenen  Gesichtspunkten  auswählen. 

Oft  empfiehlt  es  sich,  ihn  so  anzunehmen,  dass  die  Deter- 
minante =  1  ist.  Dadurch  ist  aber  bei  einer  Substitution 
^ter  Diaiension  die  multiplicative  Substitution  (fi)  nur  bis  auf  eine 
n^^  Einheitswurzel  bestimmt.  Sind  die  Repräsentanten  so  ge- 
wählt, so  bleibt  die  Eigenschaft  bei  der  Composition  erhalten, 
und  diese  Repräsentanten  der  Classen  bilden  also  auch  unter 
sich  eine  Substitutionsgruppe. 
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Im  Gebiete  der  binären  Substitutionen  ist  die  Substitution  A\ 

a,  h^ 


(2/1,2/2)  =  Q^)  (^1,  ^2) 


k 


als  Substitution  der  Verbältnisse  aufgefasst,  gleichbedeutend  mit 
der  linearen  gebrochenen  Substitution: 

wenn    ^  =  x^  :  X2    und    ij  :==  y^  :  ij^    gesetzt  wird;   kommt   eine 
zweite  Substitution  A' : 

(^1,  ^2)=  (^/^^,)  (2/1,2/2), 
oder 

hinzu,  so  erhält  man  die  zusammengesetzte  Substitution 

A"  =  A'A, 
durch  welche  g  durch  |  ausgedrückt  wird: 

nach  den  Regeln  der  Composition  in  der  Form 

/a",  b"\  _  /a',  b'\  /a,  b\  __  (a'  a  +  h'  c,  «'  h -^  l' d\ 
\c'\  ä")  —  \c\  cV)  \c,  d)  -  \c'  a  +  d'c,  c'b+d'dj' 

Ist  eine  solche  Substitution  multiplicativ,  hat  sie  also  die  Form 


\0^d)' 


so  werden  wir  auch  das  Verhältniss  a  :  d  den  Multiplicator 
nennen. 

§.  39. 
Permutationen   als  lineare   Substitutionen. 

Die  Wichtigkeit  der  linearen  Substitutionen  und  besonders 
der  daraus  gebildeten  endlichen  Gruppen  für  die  Algebra  er- 
giebt  sich  daraus,  dass  die  Permutationsgruppen  von  n  Ele- 
menten als  specielle  Fälle  solcher  Substitutionsgruppen  aufgefasst 
werden  können. 
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Bezeichnen  wir  nämlich  mit  x^^  x^^  .  .  .^  Xn  ein  System  von 
n  Veränderlichen,  und  mit  ccj,  Wg,  .  .  •  w^  irgend  eine  Anordnung 
der  n  Ziffern  1,  2,  ...  w,  so  bestimmen  die  Gleichungen: 

yi)  Xi   =  Xa^^      X<2  =  ^«2'   *   •   •  "^n  '~^  '^"n 

eine  lineare  Substitution  oi^^""  Dimension : 

M^  •  •  •  <^^ 

(2)  A=   [ ,     (^)  =  A(x'), 

\a(-\  .  .  .  «(;)/ 

bei  der  in  jeder  Zeile  und  in  jeder  Colonne  nur  ein  Coefficient 
von  Null  verschieden  ist,  und  dieser  eine  den  Werth  1  hat. 

Die  Determinante  \Ä\  der  Substitution  ist  also  =  j^  1.  Setzt 
man  aber  nach  Ausführung  der  Substitution  für  x'i  wieder  Xi^  so 
ist  das  Ergcbniss  nichts  Anderes,  als  die  Permutation 

/l,   2,   ...n\ 

,  ,     ,.  \Wl,  «2,    •   .   .    ein/ 

der  Indices  von  x. 

Ist  B  eine  zweite  ebenso  gebildete  Substitution 

(3)  (x')  =  B  (x"), 
oder  ausführlicher: 

SO  ergiebt  die  Zusammensetzung  nach  den  Regeln  des  §.  37: 

(5)  Xi   =  X'^^^,      X^  =  X^^^,    .    .    .    Xn  =  X'i^^, 

was  abgekürzt  durch 

(6)  {x)  =  AB  {x") 
zu  bezeichnen  ist. 

Nach  Bd.  I,  §.  148  ist  aber  (nach  der  Zusammensetzung  der 
Permutationen) : 

/l,    2,  .  .  .  n  \  /l,    2,  .  .  .  n  \         /l,     2,    .  .  .n    \ 

^    ^  V^l,   «2    .    .    .    «n/    VA,  ß,    .    .    •    ßj        ~    V/3«„   ßa,.    .    .    ßaj  ' 

Fassen  wir  also  die  Substitutionen  A^  B  als  Permutationen 
der  Indices  auf,  so  ist  die  Substitution  A  B  gleichbedeutend  mit 
der  zusammengesetzten  Permutation  AB. 

Die  Permutationsgruppen  von  n  Ziffern  sind  hiernach  nichts 
Anderes,  als  ein  specieller  Fall  endlicher  Gruppen  linearer 
Substitutionen  n*^^  Dimension. 

Die  Permutationen  der  ersten  Art  entsprechen  Substitutionen 
mit  der  Determinante  -\-  1 ,  und  die  Permutationen  der  zweiten 
Art  Substitutionen  mit  der  Determinante  —  1. 
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Dies   ergiebt   sich   einfach  daraus,   dass   eine    Transposition, 
z.  B.  (1,  2),  der  Substitution 

rO,  1,  0,  .  .  .  0> 
1,  0,  0,  .  . 
0,  0,  1,  .  . 


.0,  0,  0,  . 

deren  Determinante  —  1  ist,  entspricht,  und  dass  man  alle  Per- 
mutationen der  ersten  Art  aus  einer  geraden,  und  alle  Per- 
mutationen der  zweiten  Art  aus  einer  ungeraden  Anzahl  von 
Transpositionen  zusammensetzen  kann. 


§.  40. 

Die  Invarianten  von  endlichen  Gruppen  linearer 
Substitutionen. 

Wir  beschränken  jetzt  unsere  Betrachtungen  auf  endliche 
Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen.  Das  Beispiel  der 
Permutationsgruppen  zeigt,  dass  es  solche  Gruppen  giebt.  Andere 
werden  wir  später  noch  kennen  lernen. 

Wir  bezeichnen  eine  solche  Gruppe  mit  >S,  und  ihre  Sub- 
stitutionen mit  J^,  jB,  C,  .  .  .  Werden  in  irgend  einer  Function 
der  Variablen  a^i,  iCj?  •  •  •■)  ^n  die  Variablen  (x)  durch  A  (x) 
ersetzt,  so  sagen  wir,  die  Substitution  A  werde  auf  die 
Variablen  (x)  angewandt.  Wir  definiren  nun  zunächst  fol- 
genden Begriff: 

1.    Eine  Form  O  (x^^  x^^  .  .  .,  Xn)  von  n  Variablen  heisst 
eine    Invariante     oder     invariante     Form     der 
Gruppe  >S,  wenn  sie  ungeändert  bleibt,  wenn  auf 
die   Variablen   (x)    die    sämmtlichen    Substitu- 
tionen  A,  B,  C,  .  .  .  der   Gruppe   >S'   angewandt 
werden. 
Wie   früher   (Bd.  I,   §.  15)  ist  hier   unter   einer  Form   eine 
ganze  homogene  Function  der  Variablen  x  zu  verstehen. 
Wir  können  diese  Definition  auch  durch  die  Formeln : 

(1)  0  [^(^y]  =  ^  [S{^)]  =  ^  [C(x)]  .  .  . 

ausdrücken. 

Dass  es  für  jede  endliche  Gruppe  S  invariante  Formen  in 
beliebiger  Menge  giebt,  ist  leicht  einzusehen.    Man  braucht  nur 

Weber,  Algebra.    II.  H 
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eine   beliebige   Form  q)  (x)   der  n  Veränderlichen   x  zu  nehmen, 

die  Functionen: 

(2)  q>[A{x)],q,[B(x)lcp[C(x)],... 

für   alle  Substitutionen   der  Gruppe   zu  bilden,   und  irgend   eine 

symmetrische  Function  der  Formen  (2)  für  0  zu  nehmen. 

Denn  wendet  man  auf  (x)  eine  Substitution  der  Gruppe  S 
an,  so  ändert  sich  die  Gesammtheit  der  Functionen  (2)  nicht;  es 
wird  nur  ihre  Reihenfolge  eine  andere. 

Man  kann  den  Begriff  der  Invarianten  noch  allgemeiner 
fassen,  wie  folgt: 

2.  Eine  Form  ^  (x-^,  x.i^  .  .  x^  heisst  auch  dann  eine 
Invariante  der  Gruppe  >S',  wenn  sie  constante 
Factoren  annimmt,  wenn  auf  die  Variablen  {pß) 
die  Substitutionen  J^  B^  C  .  .  .  der  Gruppe  S 
angewandt  werden. 

Durch  Formeln  wird  diese  Eigenschaft  so  ausgedrückt: 
(3j     ^F[Ä(x)]  =  a^(x),  ^[B{x)]  =  ß^^(x\  ^[C(x)]  =  r^(x) ... 
worin  die  Coefficienten  «,  /3,  y  .  . .  von  den  x  unabhängig  sind. 

Wenn  eine  Unterscheidung  nöthig  ist,  wollen  wir  die  in  1. 
definirten  Formen  absolute  Invarianten,  und  die  in  2.  rela- 
tive Invarianten  der  Gruppe  S  nennen. 

Aus  den  Formeln  (3)  ergiebt  sich: 

(4)  ^[ÄB(x)]  =  ccßW{af), 

und  daraus  folgt,  dass  die  Factoren  a,  |3,  y,  . . .  in  ihrer  Gesammt- 
heit, bei  der  Zusammensetzung  durch  Multiplication,  eine  Gruppe 
bilden  müssen. 

Zwischen  dieser  (commutativen)  Gruppe  und  der  Gruppe  S 
besteht  ein  im  Allgemeinen  mehrstufiger  Isomorphismus,  da 
verschiedene  Substitutionen  aus  S  zu  demselben  Factor  a  führen 
können. 

Ist  ^  der  Grad  der  Gruppe  >S,  so  ist  der  Grad  eines  jeden 
Elementes  A,  B  .  .  .  von  S  ein  Theiler  von  /ü,  und  folglich  ist 
j^u  __  jß^i  .  .  ,  gleich  der  identischen  Substitution. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Factoren  w,  ft  y  .  .  .  ^^e  Einheits- 
wurzeln sind. 

Ist  e  die  kleinste  positive,  der  Bedingung 

(5)  a«  =  /3*^  ==  y«  =  .  .  .  —  1 

genügende  Zahl,   so   sind   die    ci,  j3,  7,  .  .  .  zugleich   e*^  Einheits- 
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wurzeln,  und  e  soll  der  Index  der  Invariante  "^  (x)  heissen. 
Ist  £  eine  primitive  e*®  Einheitswurzel,  so  können  wir 

a  =  £«,     /3  =  £^     y  =  6^  .  .  . 
setzen,  und  die  Exponenten   a,  ft,  c  .  .  .  können   keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  mit  e  haben.     Daraus  folgt,   dass  man   die 
ganzen  Zahlen  x^  y^  z^  .  .  .  so  bestimmen  kann,  dass 

ax-[-hy-\-cs-[-''-^  1  (mod  e) 
wird   (Bd.  I,  §.  118).     Da   nun   wegen   der  Gruppennatur  unter 
den  Factoren  a,  /3,  7,  .  .  .  auch  die  Zahl 

«a;  ^y  y2    .   .   .    __    £ 

vorkommt,  so  folgt,  dass  die  Gesammtheit  der  Factoren  «,  /5,  7  ... 
mit  den  Potenzen  von  f. 

1,  £,  £2,  .  .  .  £^-1 
zusammenfallen  muss. 

Suchen  wir  in   S  alle  Substitutionen  A^  die  der  Bedingung 

(4)  ^VM^)\  =  '^W 

genügen,  zu  denen  gewiss  die  identische  Substitution  gehört,  so 
erhalten  wir  eine  neue  Gruppe  T,  die  ein  Theiler  von  S  ist. 
Bedeutet  dann  E  eine  der  Bedingung 

(5)  'i'lEix)]  =  8^F(x) 

genügende  Substitution  aus  aS,  so  haben  alle  Substitutionen  A  E 
und  EA  die  gleiche  Eigenschaft,  und  wir  erhalten  die  Zerlegung 
von  S  in  die  Nebengruppen: 

(6)  S=  1+  TE-}-  TE'-  -\ 1-  TE'-^; 

der  Index  des  Theilers  T  ist  also  =  e.  Zugleich  ergiebt  sich 
noch,  da  jede  Substitution  E—^AE  der  Bedingung  (4)   genügt, 

(7)  Z-i  TE  =  T, 

woraus  hervorgeht,  dass  T  ein  Nor  mal  theiler  von  S  ist.  Wir 
haben  damit  den  Satz  bewiesen: 

3.  I  s  t  ^  (x)  eine  Invariante  der  Gruppe  S  vom 
Index  ^,  so  bilden  alle  Substitutionen  von  >S, 
durch  die  W(x)  ungeändert  bleibt,  einen  Normal- 
theiler  Tvon  S  vom  Index  e. 

Für  die  Gruppe  T  ist  '/*"  (x)  absolute  Invariante.  Die  In- 
varianten vom  Index  1  sind  die  absoluten  Invarianten  von  S. 
Die  Gruppe  T  heisst  die  zur  Invariante  W  (x)  gehörige 
Gruppe. 

11* 
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Hat  die  Gruppe  S  vom  Grade  ^  eine  Invariante  vom  In- 
dex fi-,  so  wird  T  die  Einheitsgruppe  und  S  ist  eine  cyklische 
Gruppe,  die  aus  den  Elementen  1^  E^  E^  .  .  ,  E^-'^  besteht. 

Betrachten  wir  als  Beispiel  die  symmetrische  Permutations- 
gruppe P  von  n  Elementen  Xi^  X21  .  .  .,  Xn-,  die  ja  nach  §.  39  unter 
den  Gruppen  linearer  Substitutionen  enthalten  ist,  so  haben  wir 
als  absolute  Invarianten  die  symmetrischen  Functionen  der 
n  Variablen  x.    Das  Differenzenproduct 

V^  =  (^1  —  X.2)  (Xj_  —X-i)..,  {Xn-i  —  Xn) 

ist  eine  relative  Invariante  vom  Index  2,  zu  der  die  alternirende 
Gruppe  gehört.  Da  die  Gruppe  P  ausser  der  alternirenden 
Gruppe  keinen  Normaltheiler  hat  und  auch  nicht  cyklisch  ist,  so 
giebt  es  keine  relativen  Invarianten  von  höherem  Index  als  2. 

Die  absoluten  Invarianten,  d.  h.  die  symmetrischen  Func- 
tionen, sind  hier  durch  eine  endliche  Anzahl  solcher  Formen 
rational  darstellbar,  nämlich  durch  die  symmetrischen  Grund- 
functionen,  und  die  Invarianten  vom  Index  2  sind  das  Product 
von  Vz/  mit  absoluten  Invarianten.  Dass  analoge  Sätze  auch 
im  allgemeinen  Falle  gelten,  werden  wir  in  der  Folge  beweisen. 

Wir  schliessen  hier  mit  dem  Beweise  eines  allgemeinen 
Satzes,  der  bei  allen  Anwendungen  für  die  Bildung  der  Invarianten 
einer  Gruppe  S  von  grossem  Nutzen  ist. 

Im  §.  60  des  ersten  Bandes  haben  wir  für  irgend  eine  Form 
der  n  Variablen  F  {Xi^  x^^  .  .  .  Xn)  =  F  (x)  gewisse  Formen  der- 
selben Variablen  C  {x^^  x^^  ...  Xn)  =  G  {x)  als  Covarianten 
definirt,  die  dadurch  charakterisirt  waren,  dass,  wenn  F  {x)  durch 
irgend  eine  lineare  Substitution  in  eine  neue  Form  F' {y)  trans- 
formirt  wird,  die  Form  G  der  Bedingung  genügt 

C'{y)  =  r^C{xl 
WO  G'  ebenso  von  den  Coefficienten  von  F\  wie  G  von  den 
Coefficienten  von  F  abhängt.  Darin  bedeutet  r  die  Substitutions- 
determinante,  ist  also  eine  Constante.  Die  Coefficienten  der 
Form  F  kommen  in  G  nur  homogen  vor.  Als  Beispiel  einer  Co- 
variante  führen  wir  die  Hesse' sehe  Determinante  an. 

Wenn  nun  F  (x)  eine  Invariante  der  Gruppe  S  ist,  und  die 
y  mit  den  x  gleichfalls  durch  eine  Substitution  aus  S  zusammen- 
hängen, so  unterscheiden  sich  die  Coefficienten  von  F  nur  durch 
einen  gemeinschaftlichen  constanten  Factor  von  den  Coefficienten 
von  F\  und  Gleiches  gilt  also  auch  von  den  beiden  Formen  G 
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und  C".    Daraus  schliessen  wir,  dass  auch  C  zu  den  Invarianten 
der  Gruppe  S  gehört,  und  sprechen  dies  als  Satz  aus: 

4.  Bildet  man  aus  einer  invarianten  Form  der 
Gruppe  S  beliebige  Covarianten,  so  erhält  man 
neue  invariante  Formen  der  Gruppe. 

§.  41. 
Der  Satz   von   Hilbert. 

Der  Beweis  des  Satzes  von  der  Endlichkeit  des  Invarianten- 
systems einer  linearen  Substitutionsgruppe  beruht  auf  einem  sehr 
allgemeinen  Satze  über  Formensysteme  irgend  welcher  Art,  den 
Hilbert  entdeckt  und  in  mannigfachen  Untersuchungen  über 
die  Endlichkeit  von  Invariantensystemen  mit  ausgezeichnetem 
Erfolge  angewandt  hat,  zu  dessen  Ableitung  wir  jetzt  übergehen 
wollen  1). 

I.  Bedeutet  ©  irgend  ein  System  von  Formen  der 
n  Veränderlichen  a^i,  iCg,  .  .  .  ic«  in  endlicher  oder 
unendlicher  Anzahl,  so  lässt  sich  aus  (5  eine 
endliche  Anzahl  von  Formen  i^i,  i^2i  .  -  ->  Fu  so 
auswählen,  dass  jede  Form  F  von  ©  durch  einen 
Ausdruck 

(1)  F  =  A,F,  +  Ä,F,  H h  AuFu 

dargestellt   werden   kann,    worin   A^-^  A<^^  .  ,  .  Au. 

Formen  der  Variablen  rrj,  ^Tg,  .  .  .  x^  sind. 

Die  Definition   des   Formensystemes   ©   muss   so   vollständig 

sein,  dass  von  jeder  einzelnen  Form  der  Variablen  x  entschieden 

ist,   ob  sie  zu  ©  gehört  oder  nicht,  ist  aber  übrigens  an  keine 

Voraussetzung  gebunden. 

Besteht  ©  nur  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Formen,  so  ist 
unser  Satz  selbstverständlich,  denn  man  kann  ja  in  diesem  Falle 
die  sämmtlichen  Formen  von  ©  für  F^^  Fc^^  .  .  .  Fu  nehmen.  Der 
Beweis  wird  sich  also  nur  noch  mit  dem  Falle  eines  unendlichen 
Systemes  ©  zu  befassen  haben. 

Zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  wollen  wir  das  Formen- 
system i^i,  Fc^^  .  .  .  Ffj,  eine  Basis  des  Systemes  ©  nennen. 
Die  Functionen  Ai^  A^^  .  .  .  A^  müssen  so  beschaffen  sein,   dass 


1)  Hilbert,    „Ueber  die  Theorie  der  algebraischen  Formen'^.     Mathe- 
matische Annalen,  Bd.  36  (1890). 
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die  f*  Producte  ^i -Fi,  ^2^2^  •  •  ••)  ^^^Fu  alle  von  gleichem  Grade, 
dem  Grade  von  F  sind.  Natürlich  aber  wird  im  Allgemeinen 
nicht  gefordert,   dass  umgekehrt  alle  Functionen   von  der  Form 

Äi  Fl -\- Ä2  F.2 -\- h  Äu  F^i  bei  beliebigen  Äi  zu  dem  Systeme  8 

gehören  1). 

Der  Satz,  den  wir  zu  beweisen  haben,  ist  evident,  wenn  es 
sich  um  Functionen  einer  einzigen  Veränderlichen  x^  handelt. 
Denn  dann  sind  alle  Formen  eines  System  es  ©  Potenzen  der 
Variablen  x^  mit  nicht  negativen  Exponenten  und  mit  irgend 
welchen  constanten  Coefficienten  multiplicirt.  Identisch  ver- 
schwindende Functionen  brauchen  wir  nicht  zu  berücksichtigen. 
Nehmen  wir  dann  für  Fi  eine  dieser  Functionen  von  möglichst 
niedrigem  Grade,  so  kann  jede  andere  Function  von  ©  in 
der  Form  eines  Productes  Äi  Fi  dargestellt  werden ,  worin  Äi 
ebenfalls  eine  Potenz  von  Xi  mit  nicht  negativem  Exponenten 
und  constantem  Coefficienten  ist. 

Um  also  durch  Anwendung  der  vollständigen  Induction  zum 
allgemeinen  Beweise  zu  gelangen,  nehmen  wir  zunächst  an,  der 
Satz  I.  sei  als  richtig  erwiesen  für  jedes  System  So  von  Formen 
von  n  Variablen  x  und  betrachten  zunächst  ein  System  ©^  von 
Formen  _F,  die  ausser  den  x  noch  eine  (n  -f- 1)*®  Variable  y,  aber 
nicht  in  höherer  als  der  r*^^  Potenz  enthalten,  wenn  r  irgend 
eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Jede  Function  F  lässt  sich  dann 
auf  eine  einzige  Art  in  die  Form  setzen: 

(2)  F=yrcp  +  1/;, 

worin  die  Variable  y  in  cp  gar  nicht  mehr  und  in  tj;  höchstens 
bis  zur  (r  —  1)*®^  Potenz  vorkommt. 

Wenn  F  das  System  ©^  durchläuft,  so  durchläuft  cp  ein 
gewisses  System  ©q,  das  sich  nach  unserer  Voraussetzung  durch 
eine  Basis  darstellen  lässt,  nehmen  wir  an  in  der  Form: 

(3)  SP  =  «1  9^1  +  ^2  SP2  +  •  •  •  +  «a  <P,". 

Da  nun  (pii  (p2,  •  -  -^  fpa  zu  dem  Systeme  ©0  gehören,  so  giebt 
es  Functionen  Fi,  F2,  .  .  .,  Fa  in  (5^,  so  dass 

(4)   Fl  =  if  9^1 + ^1,  -^2  =  r  9^2 + ^2, .  • .,  Fa  =  r  9« + ^.o 

und  dass  y  in  t^j,  ^^2?  •  •  ^  ^m  höchstens  bis  zur  {r  —  1)*^"  Potenz 
vorkommt. 


1)  Dies   findet  nur  bei  besonderen   Systemen   ©   statt,   die  man   Mo- 
duln nennt. 
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Aus  (2),  (3),  (4)  ergiebt  sich  aber,  wenn  wir  noch 

setzen: 

(.5)  F  =  a,Fi  +  «0^2  H h  (^uFu  +  ^, 

worin  ^F  die  Variable  y  höchstens  bis  zum  Grade  r  —  1  enthält. 
Alle  Functionen  ^F,  die  der  Bedingung  (5)  genügen,  bilden  ein 

System  e,— i- 

Wir  machen  nun  weiter  die  Annahme,  das  Theorem  I.  sei 
bewiesen  für  Functionen  eines  jeden  Systemes  ©r-i-  Dann 
können  wir  also  W  durch  eine  Basis  darstellen  in  der  Form: 

(6)  ^^h.^.  +  ho'F^-^ 1-  &v  "Fr, 

worin  W^,  ^2:  •••.  '^v  specielle  Functionen  unseres  Systemes  Sr-i 
sind.  Man  kann  also  über  die  Coefficienten  a/,fc  so  verfügen,  dass 
die  Functionen 

F;  =  a,,,F,  +  «2,1  i^2  H h  ««,1  Fu  +  ^i 

F:   =   Ch^2F,    +   «2,2  K    H h   «",2^u   +    ^2 

F:  =  a^,rF,  +  «2,vK  H h  «",r  -^«  +  '^.• 

in  3r  enthalten  sind. 

Multiplicirt  man  mit  61,  ^2,  •  •  •  ^^v  und  setzt  in  der  Summe 
nach  (5)  und  (6): 

h,^,  +  h,W,  H h  ^.'-Fv  ==  '-P" 

^=  F  —  a^Fi  —  a.y  F.2  —  •  •  •  —  da  -F«, 
so  folgt 

(8)  F  =  h,  Fi  +  ^2  J^2  H h  ^^Fl 

+  .4i  Fl  4-  ^2  K  H h  4u^u^ 


Avorin 


Ai  =  a^  —  «1.1  hl  —  •  •  •  —  «],.  61 


(9) 


Au   =   «ti   —    ««,1^1    .    •   •    —    öu,r^.. 

Die  Formen  Fi,  .  .  .  K,  F^,  .  .  .  F^  gehören  dem  Systeme  ©^ 
an  und  bilden  eine  Basis  dieses  Systemes,  und  das  Theorem  I. 
ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  für  ^o  gilt,  für  jedes 
System  (S,.  bewiesen. 

Es  sei  nun  S  ein  beliebiges  System  von  Formen  von  n  +  1 
Variablen.     Wir  greifen  irgend  eine  Form  Fq  vom  Grade  r  aus 
diesem  Systeme  heraus,  und  setzen  für  die  Variablen,  von  denen 
das  System  abhängt, 
(10)  y,  X,  +  l^y.  .  .  .,  Xn  +  Ky, 
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worin  Aj,  .  .  .  yl„  Constanten  sind,  über  die  wir  so  verfügen,  dass 
der  Coefficient  von  y  in  F^  nicht  verschwindet,  d.  h.  dass 
Fq  (1^  X^^  ,  .  .  Xn)  von  Null  verschieden  wird.  Dann  geht  das 
System  ©,  wie  überhaupt  jede  Form  der  Variablen  (10),  in  ein 
System  von  Formen  der  Variablen  y,  Xi^  .  .  .  Xn  über,  und  um- 
gekehrt kann  jede  Form,  die  von  diesen  Variablen  abhängt, 
auch  als  Form  von  den  linearen  Verbindungen  (10)  dargestellt 
werden. 

Irgend  eine  Form  F  des  Systemes  ©  wird  nun  nach  Po- 
tenzen von  y  geordnet  und  dann  in  Bezug  auf  y  die  Division 
mit  Fq  ausgeführt,  wobei  sich 

(11)  F=a,F,  +  0 

ergeben  mag,  so  dass  üq  der  Quotient  und  0  der  Rest  der  Divi- 
sion ist.  «0  und  0  sind  ganze  Functionen  der  Variablen 
^,  2/,  weil  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  y  im  Divisor  Fq 
constant  ist.  0  übersteigt  in  Bezug  auf  y  nicht  den  Grad  r — 1. 
Durchläuft  nun  F  das  System  ©,  so  bildet  die  Gesammtheit  der 
durch  (11)  definirten  Functionen  0  ein  System  Sr— i,  von  dem 
wir  die  Darstellbarkeit  durch  eine  Basis  als  schon  erwiesen  an- 
nehmen.    Wir  können  also  setzen: 

(12)  0  =  A,<»,  +  ---  +  A,0„ 

so  dass  ^1,  .  .  .  0f^  dem  Systeme  ©r— i  angehören,  d.  h.  so,  dass 
sich  in  dem  Systeme  <B  die  P^ormen 

(13)  F,  =.a,F,  +  0,,  .  .  .,  F^u  =  auFo  +  0u 
bestimmen  lassen.     Setzen  wir  also 

(14)  Aq  =  ÜQ  —  «1^1  —  .  .  .  _  af^Au, 
so  folgt  aus  (11),  (12)  und  (13): 

(15)  F=A,Fo  +  A,F,  H h  AF,. 

wodurch  das  Theorem  I.  allgemein  bewiesen  ist. 

§.  42. 

Endlichkeit  des  Invariantensystemes   einer  endlichen 
linearen  Substitutionsgruppe. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  gegebene  Beweis  des  Satzes  I. 
ist  an  sich  keinerlei  Ausnahmen  unterworfen.  Wir  verlieren  aber 
nichts  Wesentliches  an  seiner  Allgemeinheit,  wenn  wir  ein-  für 
allemal   identisch  verschwindende  Formen  ausschliessen.     Wenn 
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ferner  das  System  ©  Formen  0*^^  Grades,  d.  h.  von  Null  ver- 
schiedene Constanten  enthält,  so  ist,  da  \sdr  für  Fi  eine  solche 
Constante  nehmen  können,  unser  Satz  selbstverständlich,  da,  wenn 
Ai  =  F :  Fl  gesetzt  wird ,  F  =  A^Fi  ist.  In  dieser  Form  ist 
aber  der  Satz  inhaltlos.  Wenn  wir  aber  von  ©  alle  constanten 
Formen  ausschliessen,  so  bleibt  ein  System  <5',  das  keine  Formen 
0*®"^  Grades  mehr  enthält,  für  das  unser  Satz  gleichfalls  gilt. 
Die  Basis  i^i,  F^,  .  .  .  i^«  enthält  dann  gleichfalls  keine  Formen 
Qten  Grades,  und  wir  können  daher  den  Satz  I.  auch  so  aus- 
drücken : 

II.  Alle  Formen  des  Systemes  <S  von  positivem 
Grade  lassen  sich  durch  eine  Basis  Fi.F^^  .  .  .  Ff^, 
deren  Elemente  von  positivem  Grade  sind,  in 
der  Form  ausdrücken: 

(1)  F  =  ^iFi  +  ^2^2  H h  ^uFu. 

Die  Grade  von  ^i,  0^,  •  •  •  ^"  sind  dann  niedriger 
als  der  Grad  von  F. 
Die  wichtigsten  Anwendungen  findet  dieses  Theorem  bei 
Untersuchungen  über  die  Möglichkeit,  alle  Formen  eines  gewissen 
Systemes  ©  als  ganze  rationale  Functionen  einer  end- 
lichen Anzahl  unter  ihnen  darzustellen.  Man  nennt  ein 
solches  Formensystem  ein  endliches  (nicht  in  dem  Sinne,  dass 
es  nur  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Formen  besteht).  Es  gilt 
der  folgende  Satz: 

III.    Wenn  sich  die  Coefficienten  ^j,  02^  •  •  •  ^,"  in  der 
Darstellung  (1)  des  Theorems  IL  für  jede  Form  F 
in  ©  so  w^ählen  lassen,  dass  sie,  wenn  sie  nicht 
constant    sind,    selbst    dem    Systeme    (S    ange- 
hören, so  ist  das  System  o  endlich. 
Dies  ergiebt   sich  unmittelbar   daraus,   dass  die  Grade   der 
Formen   0i,  Og,  ...  Qu   niedriger   sind,   als   der   Grad   von   F. 
Wendet  man  also   die  Darstellung  (1)  auf  die  nicht  constanten 
unter  den  Functionen  ^  an,  so  gelangt  man  zu  Coefficienten  von 
noch  niedrigerem  Grade  und  muss  also  schliesslich  bei  wieder- 
holter Anwendung  dieses  Verfahrens  auf  Constanten  kommen. 

Daraus  folgt  nun  durch  eine  sehr  einfache  Schlussweise,  die 
ich  einer  mündlichen  Mittheilung  von  Hurwitz  verdanke,  die 
Endlichkeit  des  Invariantensystemes  3  einer  endlichen  Gruppe 
linearer  Substitutionen  S. 
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Es  sei  i^i,  Fo-,  .  .  .,  F^c  eine  nach  IL  bestimmte  Basis  des 
Systemes  ^y,  und  F  irgend  eine  andere  nicht  constante  Invariante 
von  S.  Dann  lassen  sich  die  Formen  ^j,  J.2,  .  .  .,  Aa  so  be- 
bestimmen, dass 

(2)  F  =A,F,-\-  A,F,  H h  A^Fa 

wird.  Wendet  man  auf  diese  identische  Gleichung  sämmtliche 
Substitutionen  der  Gruppe  ^  an,  so  bleiben  nach  Voraussetzung 
F,  JFj,  K?  •  ♦  •  Fa  ungeändert,  während  Ay.  in  Ay.,  A'y,  Äy  .  .  . 
übergehen  mag.  Bildet  man  die  Summe  der  so  aus  (2)  ab- 
geleiteten Gleichungen  und  setzt,  wenn  m  den  Grad  der  Gruppe  S 
bedeutet, 

(3)  mOy     =     Ay+Ay^A:..-^ , 

SO  folgt: 

(4)  F  =  0,  F,  +  0,  F,  H 0uF,. 

Die  Functionen  0^,  ^27  •  •  •  ^u  sind  aber  nach  §.  40  In- 
varianten von  /S,  und  damit  ist  nach  III.  die  Endlichkeit  des 
Systemes  3  bewiesen. 

Derselbe  Schluss  lässt  sich  auch  auf  die  relativen  Invarianten 
anwenden,  wie  folgt: 

Wir  bezeichnen  mit  F  (x)  das  ganze  System  der  Func- 
tionen, die  den  Bedingungen  §.  40,  (3): 

F[A{x)]  =  aF{x),    F[B(x)]  =  ßF  (x)  .  .  . 

bei  feststehenden  Factoren  «,/?,...,  die,  wie  wir  gesehen  haben, 
Einheitswurzeln  sind,  genügen. 

Nach  dem  Hilbert' sehen  Satze  lässt  sich  ein  specielles 
System  solcher  Functionen  jPj,  F.2^  .  .  .,  F^  derart  auswählen, 
dass  man 

(5)  F  =  A, F,  +A,F,-] f-  A^F,, 

setzen  kann,  worin  J_i,  JLg:  •  •  •?  An  Formen  der  Variablen  (x) 
sind.  Behandelt  man  diese  Formel  so  wie  die  Formel  (2),  indem 
man  die  Substitutionen  der  Gruppe  S  darauf  anwendet  und  dann 
die  Summe  bildet,  so  erhält  man,  entsprechend  der  Formel  (4): 

F=   0,F,    +   0,F,   H h   ^mF^n, 

worin  die  Coefficienten  (Pi,  ^2,  .  .  .,  0,^  absolute  Invarianten 
sind. 

Zur  Vervollständigung  ist  noch  hinzuzufügen,  dass  inhomogene 
Functionen  der  Variablen  nur  dann  Invarianten  sein  können, 
wenn  ihre   einzelnen  homogenen  Bestandtheile  Invarianten   sind. 
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Endlich  können  wir  auch  noch  nach  gebrochenen  Invarianten 
fragen.     Ist 

eine  solche  gebrochene  Invariante,  so  nehmen  wir  zunächst  an, 
die  beiden  ganzen  rationalen  Functionen  F{x)^  F^ix)  von  den 
n  Variablen  x  seien  von  gemeinschaftlichen  Theilern  befreit 
(Bd.  I,  §.  51). 

Beschränken   wir   uns   fürs  Erste   auf  absolute  Invarianten, 
und  ist  demnach 

F  jx)  _  F  [A(x)] 

F,{x)~  F,[A{x)y 
SO  haben,   da  die  x  hier  als    unabhängige   Variable    angesehen 
werden,  weder  rechts  noch  links  Zähler  und  Nenner  einen  gemein- 
schaftlichen Theiler,  und  es  folgt: 

F  [A  {x)-\  =  aF (x),     F,  [Ä (X)]  =  «  F,  {x\ 

worin  «  ein  constanter  Factor  ist,  der,  wie  wir  früher  gesehen 
haben,  eine  Einheitswurzel  ist.  Zähler  und  Nenner  einer  ge- 
brochenen Invariante  müssen  daher  selbst,  wenn  auch  nur  rela- 
tive, Invarianten  sein. 

Wenn  wir  aber  nicht  gerade  die  einfachste  Darstellung 
suchen,  so  können  wir  absolute  gebrochene  Invarianten  auch  als 
Quotienten  von  absoluten  ganzen  Invarianten  darstellen.  Wir 
brauchen  den  Bruch  nur  durch  eine  geeignete  Potenz  des  Nenners 
zu  erweitern,  also  wenn  die  «  e*®  Einheitswurzeln  sind, 
F  (x)  __  F{x)FAxy-^ 

i\{x)~-      [F,{x)y 

zu  setzen.  Hiernach  können  wir  auch  alle  relativen  Invarianten 
mit  einem  bestimmten  Factorensysteme  a,  /3,  .  .  .  darstellen  als 
Product  von  einer  von  ihnen  mit  absoluten  Invarianten,  die  aber 
gebrochen  sein  können. 


§•  43. 
Das  F  0  r  m  e  n  p  r  0  b  1  e  m . 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  nachgewiesen,  dass  es  zu  einer 
endlichen  Gruppe  linearer  Substitutionen  eine  endliche  Anzahl 
unabhängiger  Invarianten  giebt.   Ist  n  die  Dimension  der  linearen 


172  Sechster  Abschnitt.  §.  43. 

Substitution,  so  sind  diese  Formen  homogene  Functionen  von 
n  Variablen,  und  es  können  also  nicht  mehr  als  n  von  einander 
unabhängige  existiren.  Damit  ist  nicht  gesagt,  dass  sich  alle 
diese  Formen  rational  durch  n  unter  ihnen  ausdrücken  lassen, 
aber  zwischen  n  -\-  1  Invarianten  muss  immer  eine  rationale 
Gleichung  bestehen,  die  sich  durch  Elimination  der  n  Variablen 
ergiebt. 

Es  ist  aber  noch  die  umgekehrte  Frage  zu  untersuchen,  ob 
es  wirklich  für  eine  lineare  Substitutionsgruppe  von  der  Dimen- 
sion n  immer  n  unabhängige  Invarianten  giebt. 

Wenn  wir  für  die  Variablen  feste  Werthe  setzen,  so  erhalten 
dadurch  die  sämmtlichen  Invarianten  der  Gruppe  gleichfalls 
bestimmte  Werthe.  Die  Frage,  die  wir  noch  zu  beantworten 
haben,  ist  nun  die,  ob  zu  einem  Werthsysteme  der  Invarianten 
bestimmte  Werthsysteme  der  Variablen,  und  zwar  in  endlicher 
Anzahl,  existiren.  Wenn  dies  bewiesen  ist,  so  können  w^ir  die 
Variablen  als  (mehrwerthige)  algebraische  Functionen  der  In- 
varianten auffassen,  und  die  Anzahl  der  von  einander  unab- 
hängigen Invarianten  kann  nicht  kleiner  sein,  als  die  Anzahl 
der  Variablen,  weil  sonst  ein  Theil  der  Variablen,  wenn  die 
Werthe  der  Invarianten  gegeben  sind,  noch  willkürlich  bleiben 
würde. 

Wenn  {x)  ein  einem  bestimmten  Werthsysteme  der  Invarianten 
entsprechendes  Werthsystem  der  Variablen  ist,  und  A  eine  Sub- 
stitution der  Gruppe  5,  so  entspricht  nach  der  Natur  der  In- 
varianten das  System  A  (x)  demselben  Werthsysteme  der  In- 
varianten, und  unser  Problem  hat  also  mindestens  so  viele 
Lösungen,  als  der  Grad  der  Gruppe  beträgt.  Dass  dies  aber  die 
genaue  Anzahl  der  Lösungen  ist,  geht  aus  den  folgenden  Be- 
trachtungen hervor. 

In  besonderen  Fällen,  d.  h.  für  besondere  Werthe  der  In- 
varianten, können  von  diesen  Werthsystemen  der  Variablen 
mehrere  zusammenfallen.  Dies  kann  aber  nur  für  solche  Werth- 
systeme der  {x)  geschehen,  für  die  eine  Relation  von  der  Form 
{x):=A{x)  besteht,  denn  aus  A{x):=B{x)  würde  {x)  =  A-'^B{x) 
folgen,  was  in  der  Form  {x)  =  A{x)  enthalten  ist. 

Wir  nehmen  eine  lineare  homogene  Function  S  der  Variablen 
iCj,  0^21  ••  •  ^n  an,  die  wir  so  bezeichnen: 

(1)  S  =   S{X)  —  CiXi    -\-  C2X2   +   •   •   •   +   ^nXn. 
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Bedeutet  Ä  eine  Substitution  der  endlichen  Gruppe  S,  so 
können  wir  aus  0(x)  eine  neue  Function: 

(2)  &[^{^)]   =  ciXi   -]-  C2X2   +  ' \-  CnXn 

ableiten,  deren  Coefficienten  c'i  nach  §.  37,  9.  mit  den  ursprüng- 
lichen Coefficienten  Ci  durch  die  zu  Ä  transponirte  Sub- 
stitution 

(c')  =  Aic) 
zusammenhängen. 

Wenn  nun  A^  B,  C^  .  .  .  die  sämmtlichen  Substitutionen  der 

Gruppe  S  sind,   so  kann  man  in  gleicher  Weise   die  Functionen 

(3)  0[^W],    0[^W],    &[C{x)l  ... 
bilden,  die  wir  auch  kürzer  durch 

(4)  0,    ©1,    02,    .   .   .,    &U-1 

bezeichnen,  wenn  ^  der  Grad  der  Gruppe  S  ist. 

Nun  kann  man  über  die  Coefficienten  c^,  die  bis  jetzt  noch 
ganz  willkürlich  sind,  so  verfügen,  dass  keine  zwei  der  Func- 
tionen (4)  mit  einander  identisch  werden  (Bd.  I,  §.  143,  l.j. 
Aus  (3)  aber  ergiebt  sich: 

1.  Wenn  man  in  den  ft  Functionen  (4)  gleichzeitig 
irgend  eine  Substitution  aus  S  anwendet,  so 
ändert  sich  die  Gesammtheit  dieser  Functionen 
nicht,  sondern  sie  erleiden  nur  eine  Permu- 
tation. 

Daraus  ergiebt  sich  ferner: 

2.  Jede  symmetrische  Function  der  Grössen  (4)  ist 
eine  absolute  Invariante  der  Gruppe  S. 

Wir  bemerken  noch,  dass  man  an  Stelle  der  Function  & 
irgend  eine  andere  auch  nicht  lineare,  selbst  eine  gebrochene 
oder  inhomogene  Function  setzen  könnte,  wenn  nur  die  ^  Func- 
tionen (4)  von  einander  verschieden  sind. 

Bilden  wir  nun  das  Product: 

(5)  ^(t)  =  (t-0){t-®,)...(t-  0._O 

=  ^"  +  A,  t"-i  +  A,t^-^  H [-Au, 

welches  eine  ganze  rationale  Function  /Lt*«°  Grades  von  t  ist,  so 
sind  die  Coefficienten  A^^  A2,  .  .  .,  Au  nach  2.  Invarianten  der 
Gruppe  S,  und  die  Grössen  0,  0^,  .  .  .,  0«_i  sind  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

(6)  ^  (0  =  0. 
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Wir  betrachten  nun  als  Rationalitätsbereich  Sl  den  Körper, 
der  aus  den  absoluten  Invarianten  der  Gruppe  S  und  allen 
Zahlen  1)  besteht.  Diesem  Rationalitätsbereich  gehören  die  Coeffi- 
cienten  von  ^{t)  an,  und  wir  beweisen  zunächst  den  Satz: 

3.    Die  Function  ^  {t)  ist  in  Sl  irreducibel. 

Ist  nämlich  W(t)  irgend  eine  Function  in  ß,  die  für  t  =  0 
verschwindet,  so  können  wir  in  der  Gleichung  W(&)  =  0,  da 
die  ^1,  ^21  •  .  ••)  ^n  unabhängige  Variable  sind,  das  System  (x) 
dieser  Variablen  durch  A{x)  ersetzen,  wenn  A  irgend  eine  Sub- 
stitution aus  S  ist.  Dadurch  kann  0  in  jede  der  Functionen 
^1,  ©25  •  •  •?  &IM-1  übergeführt  werden,  während  die  Coefficienten 
von  W  ungeändert  bleiben ,  und  folglich  ist  W  (öj)  =  0, 
W(02)  =  0,  .  .  .  ^(0u_i)  =  0.  Es  muss  also  W(t)  durch  0{t) 
theilbar  sein,  wodurch  die  Irreducibilität  erwiesen  ist. 

Es  bedeute  nun  cj  irgend  eine  Function  der  Variablen  x  und 

G9,    «i,   (02,   .   .   .,    O^t  — 1 

mögen  die  Functionen  sein,  die  aus  o  durch  Anwendung  der 
Substitutionen  von  S  entstehen,  von  denen  nun  nicht  voraus- 
gesetzt zu  werden  braucht,  dass  sie  alle  von  einander  verschieden 
sind.     Ist  t  eine  Variable,  so  ist 

<')     ^(*)(e^  +  Ä  +  -  +  r:^)  =  '^(o 

eine  ganze  rationale  Function  (ft  —  1)*^^  Grades  von  t ,  und  zu- 
gleich ist  es  eine  Invariante  von  S,  also  eine  Function  in  Sl, 
Setzen  wir  darin  t  =  &^  so  folgt  durch  einen  schon  früher  oft 
angewandten  Schluss  (Bd.  I,  §.  143,  155): 

worin  der  Satz  enthalten  ist: 

4.    Jede   rationale  Function   der  Variablen  (x)  kann 
rational  durch  0  ausgedrückt  werden,  gehört 
also  dem  Körper  Sl  (0)  an. 
Aus   diesem  Satze   können  wir   einen   zweiten  Beweis   dafür 
ableiten,  dass  alle  Invarianten  der  Gruppe  S  rational  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  ihnen,  nämlich  die  Coefficienten  der  Func- 
tion 0  (t) ,   darstellbar  sind.     Denn   wenn   wir  eine   absolute  In- 


1)  Man  kann  sich  auch  auf  einen  besonderen  Zahlkörper  beschränken, 
wenn  nur  darin  die  Substitutionscoefficienten  der  Gruppe  *S'  enthalten  sind. 


l 
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Variante  J  nach  dem  Satze  4.  als  rationale  Function  von  0 
darstellen,  so  kann  sich  diese  nicht  ändern,  wenn  eine  der  Sub- 
stitutionen (0,  01 ),  (0,  ©a)?  •  •  •  ausgeführt  wird,  und  diese  Func- 
tion ist  also  rational  durch  die  Coefficienten  von  0  (t)  aus- 
drückbar. Ob  diese  Darstellung  freilich  durch  ganze  Functionen 
möglich  ist,  würde  bei  diesem  Beweise  unentschieden  bleiben. 

Unter  den  Functionen  «  der  Variablen  x  sind  auch  die 
Variablen  x  selbst  enthalten ,  und  die  Frage ,  von  der  wir  aus- 
gegangen sind,  ob  die  Variablen  x  als  algebraische  Functionen 
der  Invarianten  angesehen  werden  können,  ist  damit  bejahend 
entschieden. 

Die  Aufgabe,  die  Variablen  x  als  algebraische  Functionen 
der  Invarianten  der  Gruppe  S  darzustellen,  also  die  Bestimmung 
des  Körpers  Sl  (0)  heisst  nach  F.  Klein  das  Formenproblem 
der  Gruppe  S^).  Ist  die  Anzahl  der  Variablen  n,  so  nennen 
wir  das  Formenproblem  von  der  n^^^^  Dimension. 

Der  Körper  Sl  (0)  ist  ein  durch  die  Gruppe  S  völlig  be- 
stimmter algebraischer  Körper  über  Sl.  Er  ist  ein  Normalkörper, 
denn  nach  4.  sind  die  conjugirten  Grössen  0,  ©i,  02?  •  •  •  ^,j.—i 
alle  im  Körper  ü(0)  selbst  enthalten.  Die  Gleichung  0(f)  =  0 
ist  eine  Normalgleichung  und  ist  die  Galois'sche  Resolvente 
des  Formenproblems  (Bd.  I,  §.  145). 

5.  Die  Galois'sche  Gruppe  des  Formenjiroblems, 
d.  h.  die  Galois'sche  Gruppe  der  Gleichung 
0  (f)  =  0,  ist  mit  der  Gruppe  S  isomorph. 

Um  dies  nachzuweisen,  bezeichnen  wir  mit  A^  B  zwei  Sub- 
stitutionen aus  S  und  mit  AB  =  C  die  daraus  zusammen- 
gesetzte Substitution.     Ist  nun 

®,  =  0[A{x)l   @,  =  ®[B(x)l   0,  =  0[C(x)l 
so  ist  die  Substitution 

(0.  a)  =  (0„  ©,). 

und  folglich 

(0, 0,)  (0,  a)  =  (0,  ©0  (a.  &,)  =  (0,  ©,), 

d.  h.  die  Gruppe  der  Substitutionen  (0,  ö^),  (0,  0^),  ...  ist  mit 
der  Gruppe  der  A^  B^  .  .  .  isomorph. 

Nehmen  wir  statt  der  Function  0  eine  Function  7],  die  nicht 
lauter  verschiedene  Werthe  hat,  sondern  die  Substitutionen  eines 


Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  S.  123.     (Leipzig  1884.) 
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Theilers  S'  von  S  vom  Index  j,  aber  keine  anderen  gestattet,  so 
genügt  ri  einer  Gleichung  j^^^  Grades,  die  als  eine  Resolvente 
des  Formenproblems  zu  betrachten  ist.  Jede  Function,  die  die 
Permutationen  von  S'  gleichfalls  gestattet,  ist  dann  eine  ratio- 
nale Function  von  rj  und  von  den  Invarianten  der  Gruppe  S. 
Die  Resolvente  der  i^  ist  eine  Partial-  oder  Totalresolvente ,  je 
nachdem  die  Gruppe  S'  mit  den  zu  ihr  conjugirten  Theilern 
von  S  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat  oder  relativ  prim 
ist  (Bd.  I,  §.  156). 

§.  44. 
Klein's  Erweiterung  des  algebraischen  Grundproblems. 

Die  Betrachtungen,  die  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführt 
sind,  bilden  eine  directe  Verallgemeinerung  der  Galois' sehen 
Theorie  für  eine  allgemeine  Gleichung  ti*^^  Grades;  und  diese 
Theorie  ist  als  Specialfall  in  der  Theorie  der  linearen  Sub- 
stitutionsgruppen enthalten. 

Es  sind  nämlich  nach  §.39  die  symmetrischen  Functionen 
von  n  unabhängigen  Variablen  Xi,  X2^  .  .  Xn  die  Invarianten  der 
Gruppe  /S,  die  aus  den  Permutationen  dieser  n  Variablen  besteht, 
und  die  Gleichung  0(t)  =  0  ist  also  für  diesen  Fall  nach  Bd.  I, 
§.  145  die  Galois' sehe  Resolvente  der  Gleichung  w*®^  Grades, 
deren  Wurzeln  die  Grössen  Xi  sind.  Wir  können  also  die  all- 
gemeine Aufgabe  der  Algebra,  eine  Gleichung  n*^°  Grades  aufzu- 
lösen, als  ein  Formenproblem  einer  linearen  Substitutionsgruppe 
n^^"^  Dimension  auffassen.  Nun  giebt  es  aber  specielle  Glei- 
chungen, die  durch  Formenprobleme  von  niedrigerer  Dimension 
gelöst  werden  können,  so  insbesondere  die  reinen  Gleichungen 
die  durch  ein  Formenproblem  der  ersten  Dimension  lösbar  sind. 

Lineare  homogene  Substitutionen  von  einer  Dimension  sind 
nämlich  nur  von  der  Form 
(1)  x'  =  ax^ 

und  wenn  diese  eine  endliche  Gruppe  vom  Grade  ft  bilden  sollen, 
so  müssen  die  Coefficienten  w  Einheits wurzeln  vom  Grade  ^i  sein. 
Lassen  wir  umgekehrt  a  in  (1)  sämmtliche  /u-*^  Einheits  wurzeln 
durchlaufen,  so  haben  wir  eine  Gruppe  vom  Grade  ft.  Diese 
Gruppe  hat  eine  absolute  Invariante  x^,  und  wenn  diese  gegeben 
ist,  so  erhält  man  x  als  ft*®  Wurzel  daraus. 
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Die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichungen  2*®",  3*^^  und 
4 teil  Grades  sind  also  auf  Formenprobleme  von  nur  einer  Dimen- 
sion zurückführbar.  Wir  werden  in  einem  späteren  Abschnitte 
sehen,  dass  die  allgemeine  Gleichung  5*^^  Grades  auf  ein  binäres 
Formenproblem  zurückführbar  ist,  und  man  kann  sich  nun  als 
eine  unmittelbare  Erweiterung  der  Aufgabe,  die  Lösung  einer 
Gleichung  auf  reine  Gleichungen  zurückzuführen,  die  Frage 
stellen :  welches  ist  die  geringste  Dimensionenzahl  eines  Formen- 
problems, durch  das  sich  eine  gegebene  Gleichung  lösen  lässt? 
Die  Aufgabe  würde  dann  so  formulirt  werden  müssen : 

Es  sollen  aus  den  Wurzeln  einer  gegebenen  Glei- 
chung rationale  Functionen  in  möglichst  kleiner  Zahl 
so  gebildet  werden,  dass  sie  in  homogene  lineare  Func- 
tionen ihrer  selbst  übergehen,  wenn  die  Wurzeln  den 
Permutationen  der  Galois'schen  Gruppe  der  gegebenen 
Gleichung  unterworfen  werden. 

Auf  diese  Weise  hat  F.  Klein  die  Aufgabe  der  algebraischen 
Auflösung  einer  Gleichung  erweitert.  Er  hat,  um  die  Beant- 
wortung der  Frage  anzubahnen,  für  die  allgemeine  Gleichung 
6^^"  und  7^^"  Grades  bewiesen,  dass  sie  auf  quaternäre  Formen- 
probleme zurückgeführt  werden  können. 

Die  allgemeine  Gleichung  n^^^  Grades  ist,  wie  wir  gesehen 
haben,  unmittelbar  einem  Formenproblem  von  n  Dimensionen 
äquivalent.  Die  Frage  aber,  ob  die  allgemeine  Gleichung  n^^^^ 
Grades,  wenn  n  grösser  als  7  ist,  einem  Formenprobleme  von 
weniger  als  n  Dimensionen  entspricht,  ist  noch  nicht  beant- 
wortet ;  sie  muss  wahrscheinlich  verneint  werden  i). 


§•  45. 
Einfluss  relativer  Invarianten. 

Bei  der  Definition  des  Formenproblems  im  §.  43  haben  wir 
nur  die  absoluten  Invarianten  der  Gruppe  S  benutzt.  Nun  giebt 
es,  wie  wir  gesehen  haben,  auch  Fälle,  in  denen  ausser  den  ab- 


^)  F.  Klein,  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Gleichungen  6*6»  und 
yten  Grades;  Mathematische  Annalen,  Bd.  XXVIII,  S.  18.  Vergl.  auch  „The 
Evanston  Colloquium,  Lectures  on  Mathematics  by  Felix  Klein",  Lec- 
ture  TX,  London  und  New  York.  Macmillan  and  Co.  (1894). 

Weber,  Algebra.    II.  ]^2 
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soluten  auch  relative  Invarianten  existiren,  und  diese  können  zur 
Vereinfachung  des  Formenproblems  benutzt  werden. 

Ist  /  eine  solche  relative  Invariante,  so  wird  eine  gewisse 
Potenz  von  r,  deren  Grad  e  ein  Theiler  des  Grades  ^  von  8 
ist,  eine  absolute  Invariante,  und  r  wird  also  durch  eine  reine 
Gleichung  in  ii  bestimmt. 

Alle  Substitutionen  von  >S,  durch  die  r  ungeändert  bleibt, 
bilden  für  sich  eine  Gruppe  T^,  und  die  Gruppe  Tr  ist,  wie  wir 
in  §.  40  gesehen  haben,  ein  Normaltheiler  von  Ä 

Ferner  aber  sehen  wir,  dass  jede  Function  der  Variablen  rr, 
die  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  Tr  ungeändert  bleibt, 
rational  durch  r  ausgedrückt  werden  kann,  d.  h.  in  dem  durch 
Adjunction  von  r  aus  5i  abgeleiteten  Körper  Sir  enthalten  ist. 

Nach  §.  40  nämlich  giebt  es  eine  Substitution  ^  in  /S,  und 
eine  primitive  e*^  Einheitswurzel  £,  so  dass  r  durch  E  va  sr 
übergeht,  und  alle  Werthe,  die  r  annehmen  kann: 

r,  ar,  s'^r,  .  .  .  s^-^r, 

erhält  man  durch  Wiederholung  der  Substitution  E.  Bedeutet 
ferner  r  eine  Function  der  x^  die  die  Substitutionen  der  Gruppe 
Tr  gestattet,  und  durch  E  und  seine  Potenzen  in 

Übergeht,  so  gestatten  alle  diese  Functionen  gleichfalls  die  Sub- 
stitutionen von  Tr,  weil  Tr  ein  Normaltheiler  von  S  ist.  Die 
Function 

(1)  (e-\  r)  =  r  +  £-Hi  -I [-  £-M^-^)r,_i, 

(/i  ==  0,  1,  2,  .  .  .  e  —  1), 

die  nach  Analogie  der  Lag  ränge 'sehen  Resolventen  (Bd.  I, 
§.  164)  gebildet  ist,  nimmt  durch  Anwendung  der  Substitution  E 
den  Factor  £^*  an,  und  wenn  wir  also 

(2)  (£-^  r)  ^  r^  Wj, 

setzen,  so  ist  W^  eine  absolute  Invariante,  also  im  Körper  Sl 
enthalten. 

Aus  (1)  und  (2)  ergiebt  sich  aber 

(3)  ex  =  ^-\-rW,  ^r^W^-] [-  r^-i'F,.!, 

wodurch  die  Behauptung  erwiesen  ist. 
Setzen  wir 

(4)  n  =  ev, 
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SO  ist  V  der  Grad  der  Gruppe  T^,  und  wenn  die  Function  0,  die 
wir  in  §.  43  zur  Lösung  des  Formenproblems  angewandt  haben, 
durch  die  Substitutionen  von  T,.  in 

0,  01,  .  .  .  0._i 
übergeht,  so  ist 

0,,  (t)  ==(t-@)(t-@,)..,{t-  0,_o 

eine  Function  von  t  in  dem  erweiterten  Rationalitätsbereiche  ii,. ; 
der  Körper  Sl(0)  ist  identisch  mit  Sl,.(&).  Er  ist  also  ein  alge- 
braischer Körper  ^*^"  Grades  über  Sl  und  i»*^"  Grades  über  Sir- 
Das  Formenproblem  fi*^^  Grades  wird  demnach  durch  Adjunction 
eines  Radicals  auf  ein  Formenproblem  v*"^  Grades  zurückgeführt. 


§.  46. 
Der  erweiterte  Invariantenbegriff. 

Die  relativen  Invarianten  sind  im  Grunde  ein  specieller  Fall 
eines  allgemeineren  Begriffes,  den  wir  in  ähnlicher  Weise,  wie 
die  relativen  Invarianten,  zur  Reduction  des  Formenproblems 
anwenden  können. 

Wir  suchen  nach  Systemen  von  homogenen  Formen  gleichen 
Grades  der  Variablen  Xi,  x^  .  .  ,  Xn'. 

(1)  ^n   ^21  •  •  •   Xn, 

von  der  Beschaffenheit,  dass  durch  die  Anwendungen  der  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  S  die  Functionen  Xj,  Xo,  .  .  .  X,„  ein 
System  ZI  von  linearen  Substitutionen  erleiden;  die  Sub- 
stitutionen U  bilden  dann  gleichfalls  eine  Gruppe,  und  zwar 
eine  Gruppe,  die  mit  S  ein-  oder  mehrstufig  isomorph  ist.  Ist 
m  =  1,  so  erhalten  wir,  wie  man  sieht,  den  Begriff  der  relativen 
Invarianten.  Wir  suchen  nun  alle  Substitutionen  von  5,  die 
jede  einzelne  der  Functionen  (1)  ungeändert  lassen.  Diese  Sub- 
stitutionen bilden  eine  Gruppe,  die  wir  mit  T  bezeichnen,  und 
von  der  wir  nachweisen  wollen,  dass  sie  ein  Normaltheiler  von 
S  ist.  Bezeichnen  wir  mit  s  eine  Substitution  aus  S^  durch  die 
die  X  die  Substitution  ö  erleiden,  so  erleiden  die  X  durch  s~^ 
die  Substitution  ö-^  Ist  dann  ferner  r  eine  Substitution  aus  T, 
so  bleiben  durch  v  die  X  ungeändert.  Demnach  erleiden  durch 
s-^rs  die   X  die  Substitution   ö~^6  =  1,  d.  h.  sie  bleiben  un- 

12* 
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geändert,     s-'^ts  ist  also  auch  in  T  enthalten,   und  T  ist  folg- 
lich ein  Norraaltheiler  von  S. 

Wir  bezeichnen  mit  ft,  v  die  Grade  von  S  und  T  und  setzen 

dann  ist  e  der  Index  von  T  und  zugleich  der  Grad  der  Gruppe  U. 

Jede  absolute  Invariante  der  Gruppe  T,  d.  h.  jede  Function 
von  x^  die  die  Substitutionen  von  T  gestattet,  kann  rational  in 
iß  durch  die  X  ausgedrückt  werden. 

Dies  folgt  durch  das  schon  oft  angewandte  Schlussverfahren  : 
wenn  wir  mit  q  eine  Function  der  X  bezeichnen,  die  e  ver- 
schiedene Werthe  q.  ^i,  .  .  .  ^e— i  annimmt,  und 

(2)  4>it)  =  {t~Q)it-Q,)...(t-^,^r) 

setzen,  so  ist  fX>(t)  eine  rationale  Function  der  Variablen  t  in  Sl. 
Eine  absolute  Invariante  r  von  T  nimmt  höchstens  e  ver- 
schiedene Werthe  an,  die  den  Werthen  q,  q^^  ...  q^-i  ent- 
sprechen, nämlich  r,  ri,  .  .  .  re_i,  wobei  unter  Umständen  auch 
gleiche  Werthe  vorkommen  können.     Die  Function  von  t: 

ist  dann  in  Sl  enthalten,  und  für  ^  =  ^  ergiebt  sicli : 

wodurch,  da  O' (q)  von  Null  verschieden  ist,  r  rational  durch  q 
ausgedrückt  ist.  Es  ist  also  r  im  Körper  Sl  (Xj,  Xg,  .  .  .  X,n) 
enthalten. 

Die  Invarianten  der  Gruppe  T  sind  zugleich  Invarianten 
der  Gruppe  S',  durch  die  Lösung  des  Formenproblems  für  die 
Gruppe  U  sind  dann  die  Xj,  .  .  .  X^  bekannt,  also  auch  die  In- 
varianten der  Gruppe  T,  und  das  Formenproblem  der  Gruppe  S 
ist  also  zurückgeführt  auf  die  successive  Lösung  der  beiden 
Formenprobleme  der  Gruppen  2J  und  T,  die  von  niedrigerem 
Grade  als  das  Formenproblem  für  S  sind.  Ein  Formenproblem, 
was  in  dieser  Weise  in  zwei  Formenprobleme  niedrigeren  Grades 
zerlegbar  ist,  können  wir  ein  imprimitives  Formenproblem 
nennen.  Da  es  für  eine  solche  Reduction  nöthig  ist,  dass  T  ein 
von  S  und  von  der  Einheit  verschiedener  Normaltheiler  von  ;S' 
sei,  so  ist,  wenn  S  eine  einfache  Gruppe  ist,  das  entsprechende 
Formenproblem  stets  primitiv. 
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Wir  können  aber  auch  umgekehrt  schliessen,  dass,  wenn  S 
einen  Normaltheiler  vom  Index  e  besitzt,  das  Formenproblem 
imprimitiv  ist.  Wir  brauchen  nämlich  nur,  um  ein  System  der 
Functionen  Xi,  . . .  X,n  zu  erhalten,  eine  Invariante  q  der  Gruppe 
T  zu  nehmen,  die  e  verschiedene  Werthe  in  S  enthält,  und 
können  für  X^,  .  .  .  X,„  geradezu  die  Werthe  ^,  (>i,  .  .  .  ^^-i 
nehmen.  Die  Gruppe  2J  ist  dann  die  durch  S  unter  den  q 
hervorgerufene  Permutationsgruppe. 

Im  Sinne  des  §.  44  wird  es  aber  immer  darauf  ankommen, 
»i  so  klein  als  möglich  zu  machen ,  und  eine  Reduction  des 
Problems  in  diesem  Sinne  wird  nur  dann  erzielt  sein,  wenn 
m  <  n  ist. 


§.  47. 
Nor  mal  formen. 

Noch  eine  allgemeine  Betrachtung  müssen  wir  anstellen,  ehe 
wir  zu  speciellen  Anwendungen  übergehen.  Wir  haben  schon  in 
§.  37  gesehen,  dass  wir  aus  jeder  Gruppe  S  von  linearen  Sub- 
stitutionen unendlich  viele  isomorphe  Gruppen  ableiten  können, 
indem  wir  mit  einer  willkürlichen  Substitution  L  von  derselben 
Dimension  transformiren,  also  die  transformirte  Gruppe 

(1)  L-^SL 

bilden;  und  dies  ist  gleichbedeutend  mit  der  Einführung  anderer 
Variablen  y  an  Stelle  von  x  durch  die  Substitution 

(2)  (x)  =  L  (y). 

Diese  Transformation  können  wir  dazu  verwenden,  um  die 
Gruppe  S  in  einer  einfachen  Normalform  darzustellen,  und  dann 
erhalten  auch  die  Invarianten  gewisse  feste  Normalformen,  die 
in  manchen  Fällen  sehr  einfache  Gestalten  annehmen  können. 
Bilden  wir  für  die  Normalform  die  Resolvente  des  Formen- 
problems [§.  4o,  (8)],  die  wir  jetzt  in  der  Form  schreiben  wollen : 

(3)  0  (0,  A,,  Ä,,  .  .  .)  =  0, 

worin  Ai^  Ä.,^  .  .  .  Invarianten  der  Gruppe  S  bedeuten,  so  wird 
auch  diese,  wenn  wir  die  Norraalform  benutzen,  eine  einfache 
Gestalt  erhalten.     Die  Variablen  xi  lassen  sich,  wie  wir  gesehen 
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haben,  rational  durch  0  und  die  Äu  ausdrücken,  und  wir  setzen 

(4)  Xi  =  (fi  (0,  Äi,  Ä2,  .  .  .). 

Auch  diese  Ausdrücke  werden,  wenn  über  die  Function  0 
verfügt  ist,  für  die  Normalform  feste  Gestalten  annehmen. 

Nun  kann  aber  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  die  In- 
varianten nicht  in  der  Normalform,  sondern  in  einer  beliebigen 
anderen  Form ,  die  wir  die  allgemeine  Form  nennen  wollen, 
gegeben  sind.  Dann  wird  es  sich  darum  handeln,  die  Substitu- 
tion L  zu  finden,  durch  die  die  allgemeine  Form  in  eine  von 
vornherein  als  möglich  erkannte  Normalform  transformirt  wird. 
Diese  Aufgabe  ist,  wie  wir  nun  sehen  wollen,  keine  andere,  als 
das  für  die  Normalform  gestellte  Formenproblem  selbst. 

Nehmen  wdr  an,  die  Invarianten  in  der  allgemeinen  Form, 
als  Functionen  von  ?/,  seien  JBi^  B^-,  .  .  .,  so  dass  durch  die  Sub- 
stitution (2)  die  Identitäten 

(5)  A,  =  J5i,  A,=B,,... 

hergestellt  werden.  Es  ist  die  Aufgabe,  wenn  die  Functionen 
Ai^  Bi  der  Form  nach  gegeben  sind,  die  Substitution  L  zu  be- 
stimmen, die  die  Gleichungen  (5)  zu  identischen  macht.  Diese 
Aufgabe  ist  gelöst,  wenn  wir  die  Gleichung  (3)  für  ein  passend 
gewähltes  specielles  Werthsystem  der  Äi  als  gelöst  voraussetzen. 
Um  dies  nachzuweisen,  bilden  wir  die  vollständigen  Differentiale 
der  Gleichungen  (3)  und  (4): 

0    =  O'{0)cl0-\-  i  0'{As)dAs 

s 

dxi  =  (p'i{0)d0  +  V  (pi{As)dAs, 

worin  0'(0),  ^'(^s),  (Pi(&),  (Pi(As)  die  partiellen  Ableitungen 
bedeuten.     Eliminiren  wir  d  0,  so  folgt : 

W  dXi  ~-^  ^  -^rj^ dA,. 

Nun  ist  in  Folge  der  Gleichungen  (5): 

(7)  dAs  =  y,  B'siVi)  dyn, 
und  wenn  wir  also 

(8)  Xi  =  «i,,?/!  -|-  .  .  .  -]-  a„^iyn 

(9)  dXi  =  ai^idyi  -^  .  .  .  -f  ccn,idyn 
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setzen,  so  ergiebt  die  Vergleichung  von  (6)  mit  (9): 

(10)      .,...-.^.:-W^-w-^<^-w.:(e)^,(^^^. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichungen  muss  sich  also  auf  eine 
Constante  reduciren,  und  wir  können  ihren  Werth  finden,  wenn 
wir  für  die  y  irgend  ein  specielles  Werthsystem  setzen,  das  nur 
an  die  eine  Bedingung  gebunden  ist,  dass  Q'  {&)  nicht  ver- 
schwindet. Für  dieses  specielle  Werthsystem  sind  die  Werthe 
der  Äi  durch  die  Gleichungen  (5)  bestimmt,  und  0  ist  bekannt, 
wenn  wir  für  dies  specielle  Werthsystem  der  Ai  das  Formen- 
problem (3)  als  gelöst  voraussetzen.  Dann  sind  durch  (10)  die 
Coefficienten  au^i  und  damit  die  Substitution  L  vollständig  be- 
stimmt. 


Siebenter  Abschnitt. 
Gruppen  binärer  linearer  Substitutionen, 


§•  48. 
Ternäre  orthogonale  Substitutionen. 

Es  ist  nun  unsere  Aufgabe,  aus  der  Gesammtheit  der  linearen 
Substitutionen  engere  Gruppen  auszusondern  und  schliesslich 
zu  endlichen  Gruppen  zu  gelangen.  Solche  engere  Gruppen,  die 
immer  noch  unendlich  sein  können,  erhält  man,  wenn  man  die 
Forderung  stellt,  dass  gegebene  homogene  Functionen  der 
Variablen  invariant  bleiben  sollen.  Wir  wollen  aber  die  Aufgabe 
nicht  in  dieser  Allgemeinheit  weiter  verfolgen,  sondern  gleich 
zur  Betrachtung  des  wichtigsten  speciellen  Falles  übergehen.  Wir 
wollen  uns  auf  ternäre  Substitutionen  beschränken  und  fordern, 
dass  eine  quadratische  Form  von  nicht  verschwindender  Deter- 
minante invariant  bleiben  soll.  Da,  wie  wir  früher  gesehen 
haben  (Bd.  I,  §.  57),  jede  solche  quadratische  Form  durch  lineare 
Transformation  in  eine  Summe  von  Quadraten  verwandelt  werden 
kann,  so  beschränken  wir  das  Problem  nicht  weiter,  wenn  wir 
für  diese  quadratische  Form  die  Summe  der  Quadrate  annehmen. 
Solche  Substitutionen  heissen  orthogonal. 

Die  Substitution 
(1)  (^1,  1/2,  2/3)  =  ^  (^1,  ^2,  %) 

ist  also   orthogonal,   wenn   die   Substitutionscoefficienten   so   be- 
stimmt sind,  dass  die  Identität  besteht: 

(2)  vi  +  yl  +  yl  =  «/  +  ^!  +  =oi 

Wenn  man  die  Ausdrücke  (1)  in  (2)  substituirt  und  die 
Coefficienten    entsprechender   Glieder    einander   gleich   setzt,   so 
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erhält  man  sechs  Relationen  zwischen  den  neun  Coefficienten 
von  Ä. 

Diese  Relationen  lauten,  wenn 

(3)  Ä=U,,h,,h.A 
angenommen  wird: 

^K   4-   K   +   ^l  =    li       «2  «3    +   ^2^3    +   ^2^3    =    0 

(4)  al  +  hl  -f  c'i  =  1,    «3«!  +  W  +  C3C1  =  0 

(^l  +   ^3^  +   ^3"   =    1'      ^'1  "-2   +   ^1  ^2   +   ^1  ^2    =   0, 

und  sind  aus  der  analytischen  Geometrie  wohl  bekannt.  Für  das 
Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  \A\  ergiebt  sich  aus  diesen 
Relationen  nach  der  Multiplicationsregel  der  Determinanten  der 
Werth  1,  und  folglich  hat  \A\  den  Werth  +  1. 

Aus  den  Formeln  (4)  ergiebt  sich,  dass  die  inverse  Sub- 
stitution zu  A 

J.-1   =       «2,    &2,   C2 
\%,    ^3,   ^3/ 

mit  der  transponirten  identisch  ist,  und  diese  Eigenschaft  könnte 
auch  als  Definition  der  orthogonalen  Substitutionen  dienen. 

Die  Gesammtheit  der  orthogonalen  Substitutionen  bildet 
eine  Gruppe.  Darunter  ist  eine  engere  Gruppe  enthalten,  die 
durch  den  Werth 

(5)  m  =  + 1 

ausgezeichnet  ist,  die  wir  als  die  Gruppe  der  eigentlichen 
orthogonalen  Substitutionen  bezeichnen  wollen. 

Man  kann  die  lineare  Substitution  (1)  als  den  Uebergang 
von  einem  rechtwinkeligen  Coordinatensysteme  zu  einem  zweiten 
mit  demselben  Anfangspunkte  deuten,  wenn  man  x^^x.^^x-^  und 
^n  2/21  !/3  ^^s  rechtwinkelige  Coordinaten  eines  und  desselben 
(veränderlichen)  Punktes  in  dem  ersten  und  dem  zweiten  Coordi- 
natensysteme ansieht.  Durch  A  ist  die  gegenseitige  Lage  der 
beiden  Coordinatensysteme  bestimmt  und  umgekehrt.  Besteht 
die  Bedingung  (5),  wie  wir  jetzt  voraussetzen  wollen,  so  kann 
das  erste  Coordinatensystem  mit  dem  zweiten  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  durch  Drehung  um  eine  feste  Axe  mit  einem 
bestimmten  Drehungswinkel. 
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Denn  setzen  wir 

ai  —  1,  «25  0^3 

SO  erhalten  wir  aus  den  Relationen  (4): 

\Ä\D=:-D, 

also,  wenn  (5)  besteht,  D  ==  0.  Demnach  lassen  sich  drei 
Grössen  A,  f*,  v  aus  den  Gleichungen : 

1^   =    Ci   /l  -f-   C2  ft  -f~   ^^3  ^ 
A2  +   ^2  _|_   i;2    ^    1 

bestimmen,  und  diese  drei  Grössen  A,  fi,  v  bestimmen  die  Rich- 
tung einer  geraden  Linie,  die  mit  den  Axen  i/i,  7/2,  2/3  dieselben 
Winkel  einschliesst,  wie  mit  den  Axen  ^1,  ^Tg,  x-y  Eine  in  dieser 
Richtung  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gelegte  Linie  ist 
die  Drehungsaxe. 

In  dem  Falle  \Ä\  =  —  1  trifft  dieser  Schluss  nicht  mehr  zu. 

Daneben  besteht  noch  eine  andere  Deutung  der  orthogonalen 
Substitution  (y)  =  A(x)^  wonach  (x)  und  (y)  die  Coordinaten 
zweier  verschiedener  Punkte  x  und  y  sind,  bezogen  auf  ein  und 
dasselbe  Coordinatensystem.  Wenn  x  einen  Raumtheil  (Linie, 
Fläche  oder  Körper)  überstreicht,  so  erfüllt  der  entsprechende 
Punkt  y  einen  congruenten  Raumtheil  (wenn  \Ä\=  —  1  ist,  einen 
spiegelbildlich  gleichen).  Dies  wird  durch  die  folgende  Betrach- 
tung^ dargethan. 

Die  Gruppe  der  eigentlichen  orthogonalen  Substitutionen 
ist  äquivalent  mit  einer  Gruppe,  die  man  aus  den  verschiedenen 
Stellungen  eines  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  Körpers  bilden 
kann.  Diese  Gruppe  erhält  man,  wenn  man  eine  beliebige  Stel- 
lung E  als  Einheit  annimmt,  aus  der  man  in  irgend  eine  andere 
Stellung  A  gelangt  durch  Drehung  um  eine  bestimmte  Axe  mit 
einem  bestimmten  Winkel.  Ist  B  eine  dritte  Stellung,  so  hat 
man  unter  der  zusammengesetzten  Stellung  AJB  die  Stellung  zu 
verstehen,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Drehung,  die  zu  A 
geführt  hat,  nicht  von  der  Einheitsstellung,  sondern  von  der 
Stellung  JB  aus  vollführt.  Denn  nimmt  man  ein  mit  dem  Körper 
in  starrer  Verbindung  stehendes  Axensystem  an,  z.  B.  das  System 
der  Hauptträgheitsaxen,  und  bezeichnet  mit  (x)  die  Coordinaten 
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eines  beliebigen,  im  Räume  festen  Punktes,  bezogen  auf  dies 
Axensystem  in  der  Einheitsstollung  E^  so  erhält  man  die  Co- 
ordinaten  desselben  Punktes,  bezogen  auf  das  Axensystem  in  der 
Stellung  Ä  oder  B  durch  zwei  orthogonale  Substitutionen  Ä(x) 
und  B(x). 

Demnach  sind  Ä  B  {x)  die  auf  das  System  A  bezogenen 
Coordinaten  eines  Punktes  y  mit  den  Coordinaten  {ij)  =  B{x) 
im  Systeme  E.  Der  Punkt  y  hat  also  im  Systeme  E  dieselben 
Coordinaten,  wie  der  Punkt  x  im  Systeme  i?,  d.  h.  y  liegt  zur 
Einheitsstellung  so  wie  x  zur  Stellung  B.  Führen  wir  nun  die 
Drehung,  die  von  E  zu  B  führt,  so  aus,  dass  wir  den  Punkt  x 
festhalten,  aber  den  Punkt  y  und  das  Axensystem  Ä  die  Drehung 
begleiten  lassen,  so  gelangt  der  Punkt  y  nach  x^  und  die  Coordi- 
naten von  ^,  bezogen  auf  die  neue  Lage  des  Systemes  Ä,  sind 
dieselben,  wie  die  des  Punktes  y  in  Bezug  auf  die  ursprüngliche 
Lage  von  J.,  d.  h.  ÄB(x).  Diese  neue  Lage  des  Systemes  Ä  kann 
man  aber  offenbar  auch  so  erreichen,  dass  man  die  Drehung, 
die  zu  der  Stellung  Ä  führt,  nicht  von  der  Einheitsstellung, 
sondern  von  der  Stellung  B  aus  vollzieht. 

Aus  der  Gruppe  der  eigentlichen  erhält  man  die  Gesammt- 
heit  aller  orthogonalen  Substitutionen  durch  Zusammensetzung 
mit  ei.ner  uneigentlichen,  etwa  mit  (Xt^.Xz^x.^)  =  (i/1,^2,  —  ^3)5  ^^^^ 
nach  der  zweiten  geometrischen  Auffassung,  eine  Spiegelung  an 
der  Ebene  ^1,^2  ist?  ^^ei  der  der  Punkt  y  das  Spiegelbild  des 
Punktes  x  ist. 

Von  besonderem  Interesse  sind  nun  die  in  der  Gesammtheit 
der  eigentlichen  orthogonalen  Substitutionen  enthaltenen  end- 
lichen Gruppen,  auf  die  wir  später  noch  näher  eingehen 
werden.  Wir  wollen  hier  nur  noch  über  die  geometrische  Seite 
dieser  Frage  Folgendes  bemerken.  Einer  solchen  endlichen 
Gruppe  (r  vom  Grade  g  von  orthogonalen  Substitutionen  ent- 
spricht eine  endliche  Gruppe  von  Stellungen  eines  Körpers.  Denkt 
man  sich  den  Körper  in  diesen  verschiedenen  Stellungen  gleich- 
zeitig fixirt  und  das  Ganze  zu  einem  neuen  starren  Körper  ver- 
einigt, so  erhält  man  ein  Gebilde,  das  in  einer  endlichen  Anzahl 
g  verschiedener  Stellungen  sich  selbst  decken  kann.  Man  kann 
für  jede  Gruppe  Körper  von  unendlich  vielen  verschiedenen 
Gestalten  finden.  Die  anschaulichsten  und  bekanntesten  Ver- 
hältnisse ergeben  sich,  wenn  man  den  Körper  von  ebenen  Flächen 
begrenzt  annimmt. 
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Solche  Gebilde  sind  die  regulären  Pyramiden,  die  Doppel- 
pyramiden und  die  regulären  Körper  (Tetraeder,  Octaeder, 
Würfel,  Dodekaeder  und  Ikosaeder). 

Die  reguläre  Pyramide  von  g  Seiten  gelangt  durch  Drehung 
um  die  Hauptaxe  mit  einem  Winkel  lit  \  g  und  durch  Wieder- 
holung dieser  Drehung  auf  g  verschiedene  Arten  mit  sich  zur 
Deckung. 

Ist  g  gerade,  so  kann  man  eine  reguläre  Doppelpyramide 
von  g  Seitenflächen  ausser  durch  Drehung  um  ihre  Hauptaxe 
mit  dem  Winkel  4:  jt  :  g  noch  (auf  1/2^  verschiedene  Arten) 
durch  Drehung  um  eine  in  der  Aequatorialebene  liegende  Axe 
mit  einem  Drehungswinkel  von  180  Grad  mit  sich  zur  Deckung 
bringen. 

Das  Tetraeder  gestattet  12  verschiedene  Stellungen,  in  denen 
es  denselben  Raum  einnimmt. 

Um  sie  zu  erhalten,  bezeichne  man  den  Ort  einer  Ecke  in 
der  Einheitsstellung  mit  1.  Dann  erhält  man  drei  Stellungen 
des  Tetraeders,  bei  denen  die  Ecke  1  fest  bleibt.  Man  kann 
aber  jede  Ecke  an  die  Stelle  von  1  bringen,  wodurch  die  Zahl 
sich  vervierfacht. 

Dieselbe  Zahl  findet  man  auch,  wenn  man  die  Ebene  einer 
Seitenfläche  festhält,  wobei  man  noch  drei  Stellungen  des 
Tetraeders  findet,  und  jede  Seitenfläche  in  die  Ausgangsebene 
bringt. 

Endlich  kann  man  auch  so  zählen,  dass  man  jede  Kante 
auf  zwei  Arten  mit  einer  festen  Strecke  zur  Deckung  bringt. 
Ebenso  verfährt  man  bei  den  übrigen  regulären  Körpern.  Man 
findet  so  den  Grad  der  Gruppe 

gleich  dem  Producte  aus  der  Anzahl  der  Ecken  mit  der  Anzahl 
der  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  oder  Seiten- 
flächen, oder 

gleich  dem  Producte  aus  der  Anzahl  der  Seitenflächen  mit  der 
Anzahl  der  Seiten  oder  Ecken  einer  Grenzfläche,  oder 

gleich  der  doppelten  Anzahl  der  Kanten. 

Jede  dieser  Zählungen  ergiebt 

für  das  Tetraeder  12  Stellungen, 

für  das  Octaeder  und  den  Würfel  24  Stellungen, 

für  das  Dodekaeder  und  Ikosaeder  60  Stellungen. 


§.  49. 


Lineare   orebrochene   Substitiitioneu. 
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Es  sei  schliesslich  noch  bemerkt ,  dass ,  anstatt  der  Stel- 
lungen des  Körpers,  auch  die  Drehungen  selbst  als  Elemente 
der  Gruppe  aufgefasst  werden  können. 


§.49. 
Lineare   gebrochene   Substitutionen. 

Die  Gruppe  der  orthogonalen  ternären  Substitutionen  ist, 
wie  jetzt  nachgewiesen  werden  soll,  isomorph  mit  der  Gruppe 
der  linearen  gebrochenen  Substitutionen  einer  Veränderlichen, 
oder  der  binären  Substitutionen  der  Verhältnisse  (§.  38). 

Wir  bezeichnen  eine  ternäre  orthogonale  Substitution  mit 

(1)  (^1,  y-i,  Vz)  =  A  (^1,  ^f,  ^3), 

(2)  yi  +  y^  +  y!  =  ^i  +  ^i  +  ^l 

Hierauf  wenden  wir  zunächst  nach  §.  37,  (21)  die  Trans- 
formation durch  die  feste  (nicht  orthogonale)  Substitution 


(3) 


L  = 


«,     0,       0  ' 

-j,  0,      0 

0     V      ^ 

'  V2'  1/2 

,,  L-'  =  . 

°'  V2'  V2 

°'  vi'  Vi 

0     1       ' 
l   '  V2'  V2, 

an,  worin  i  ==  V —  1  ist.  deren  Determinante  den  Werth  1  hat, 
und  setzen 

(^1,  2/2,  2/:i)  =  ^  i}A  2/2,  2/3) 

(rci,  iTa,  x<i)  =  L  (x[,  x'2,  x'z) ' 

(2/i,  2/2,  2/3)  =  ^  (^^1,  ^2,  ^3) , 


(4) 


(5), 
worin 

(G)  A!  =  L-^ÄL 

gleichfalls  eine  lineare  Substitution  bedeutet,  deren  Determinante 
|Jl'|  =  |^|,  also  gleich  +  1  ist.     Die  Relation  (2)  geht  durch  die 
Substitutionen  (4)  in 
(7)  _  ^;2  _u  2  //2  ?/3  =  —  a\^  +  2  xi  x^ 

über,  woraus  sich  sechs  Relationen  zwischen  den  Coefticienten 
von  Ä'  ergeben,  die  wir  aber  hier  nicht  aufstellen  wollen,  da 
wir  die  Substitution  A'  auf  andere  Weise  einfacher  finden 
können. 
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Wenn  wir  nämlich  unter  |i,  I2  neue  Variable  verstehen  und 

(8)  x[  =  1/2  li  I2,     ^2  =  1^     ^3  =  II 

setzen,  so  verschwindet  x'i^  —  2  X2x'z  identisch  und  1/1,  1/2,  2/3  gehen 
durch  (5)  und  (8)  in  binäre  quadratische  Formen  der  Variablen 
li,  I2  über,  die  nach  (7)  der  Gleichung 

(9)  2/12  _  2  2/2  2/3  ==  0 

identisch  genügen  müssen,  d.  h.  ^2  ?/3  muss  ein  vollständiges 
Quadrat  werden.  Die  quadratischen  Formen  y[^  ^2,  ^3  zerlegen 
wir  nun  in  je  zwei  lineare  Factoren.  Dabei  können  2/2  und  2/3 
keinen  gemeinsamen  Factor  haben,  da  sonst  auch  der  andere 
Factor  in  beiden  Functionen  übereinstimmen  und  also  die  drei 
Coefficienten  von  2/2  und  y'^  mit  einander  proportional  sein 
müssten.  Dann  würde  aber  \A'\  verschwinden,  was  nicht  möglich 
ist.  Demnach  ergiebt  sich  aus  (9),  dass  ?/2  und  y'z  Quadrate 
linearer  Functionen  sein  müssen.     Setzen  wir 

(10)  ^1    ==W|1    +   /3|2,       ^2    =   rli+^l2, 

so  können  wir  also  hiernach  mit  Rücksicht  auf  (9) 

(11)  ^;  =  V2%i?.2,   y2=^nl   y3  =  vl 

setzen;  wenn  wir  die  Multiplicationen  ausführen  und  dann  die 
Substitution  (8)  im  umgekehrten  Sinne  ausführen,  so  erhalten  wir 
aus  (10)  und  (11): 

yi  =  {aö  +  ßr)  x[  +  V2  ayX2  +  V2  ßdx^, 
2/2  =  1/2  aßx[  -\-  w3^2  +  /52a?3, 
y^z=y'2y8x[-\-  y'~  x'^  +  8^  X3. 
Also  lautet  die  Substitution  Ä': 

/aö  +  ßy,   V2  ay,   V'l  ßö\ 
(12)  -^'  =  (       V2  wft  a%  ß^      ' 

\     V2yd,  y2,  d' / 

Durch  diese  Substitution  ist  die  Bedingung  (7)  noch  nicht 
völlig  befriedigt,  sondern  es  folgt  nur,  dass  die  rechte  und  linke 
Seite  sich  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden,  der  von 
den  Coefficienten  w,  ß^  y.  d  abhängt.  Nun  ist  aber  der  Coefficient 
von  x[^  in  der  Verbindung  yi^  —  2y'2y'^'. 

{ad  +  ßyy  —  ia8  ßy  =  {ad  —  ßyY, 
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und  wir  müssen  also  die  Determinante  ad  —  ßy  ^  ^  1  setzen. 
Berechnet  man  die  Determinante  |J.'|,  so  ergiebt  sich  dafür 
(aö  —  ßy)'^^  so  dass  also,  wenn  wir  nur  die  eigentlichen  ortho- 
gonalen Substitutionen  berücksichtigen, 

(13)  ccd  —  ßy  =  l 
setzen  müssen,  während 

(14)  ad  —  ßy  =  —  l 

den  uneigentlichen  orthogonalen  Substitutionen  entspricht.  Da- 
durch ist  die  Substitution  Ä'  völlig  bestimmt,  und  ist  zurück- 
geführt auf  die  binäre  Substitution 

(15)  (>)i,'!.2)  =  (";  5)  (!.,«,     aä-ßr  =  ±l, 

oder,  wenn  t]^  :  ^2  =  ^^  li  :  I2  =  I  gesetzt  wird,  auf  die  lineare 
gebrochene  Substitution 

<•")  "'WH- 

Hierzu  ist  aber  nun  noch  Folgendes  zu  bemerken.  Die 
beiden  Substitutionen  A^Ä'  sind  Transformationen  von  einander, 
und  entsprechen  sich  also  gegenseitig  eindeutig. 

Durch  Ä'  sind  aber  die  Zahlen  a,  /3,  7,  d  nur  bis  auf  das 
gemeinsame  Vorzeichen  bestimmt.  Wenn  wir  also  die  lineare 
Substitution 

ß 


C;S) 


mit  einer  der  beiden  Bedingungen  (13)  und  (14)  betrachten,  so 
ist  zwar  hierdurch  die  Substitution  Ä'  und  daher  auch  A  ein- 
deutig bestimmt;  aber  umgekehrt  entsprechen  jedem  A'  zwei 
Substitutionen  der  Form  (17): 


(7.  S)  -"  t::  =5) 


Wir  erhalten  aber  wieder  ein  eindeutiges  Entsprechen,  wenn 
wir  diese  beiden  Substitutionen  zu  einem  gemeinsamen  Begriffe, 
den  wir  mit  A"  bezeichnen,  zusammenfassen. 

Was  nun  endlich  die  Substitution  (16)  betrifft,  die  wir  mit 


(18)  A-"  =  (;:;  l) 


bezeichnen,  und  nach  §.  38  als  Substitution  der  Verhältnisse  auf- 
fassen, so  können  wir  einen  gemeinsamen  Factor  von  a,  /3,  ^,  d 
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SO  bestimmen,  dass  sowohl  die  Bedingung  (13)  als  (14)  befriedigt 
wird.  Demnach  bekommen  wir  aus  jeder  Substitution  Ä'"  zwei 
orthogonale  Substitutionen  Ä,  von  denen  die  eine  eigentlich,  die 
andere  uneigentlich  ist. 

Die  drei  Substitutionen 

(19)  Ä,  A',  A" 

entsprechen  sich  also  hiernach  gegenseitig  eindeutig,  die  Sub- 
stitutionen 

(20)  A,  A\  A'" 

aber   nur  dann,   wenn   wir   noch   die  Forderung   stellen,   dass  A 
eine  eigentliche  orthogonale  Substitution  sein  soll. 
Ist  nun 

(21)  B,  B\  B" 

ein  zweites  System  von  Substitutionen  der  Form  (19),  so  sind 
auch  AB^  A' B'  zwei  einander  entsprechende  Substitutionen,  wie 
unmittelbar  aus  der  Bedeutung  der  A'  als  transformirte  Sub- 
stitution der  A  hervorgeht.  Es  ist  aber  noch  nachzuweisen, 
dass  auch 

(22)  AB,  A'B\  A"B" 

ein  zusammengehöriges  System  von  der  Form  (19)  ist,  dass  also 
die  Gruppen  der  J.,  A'^  A"  isomorph  sind.  Daraus  ergiebt  sich 
dann  von  selbst  aus  der  Beziehung,  in  der  A"  und  A"  zu  ein- 
ander stehen,  dass  (bei  Beschränkung  auf  eigentlich  orthogonale 
Substitutionen  A)  auch  die  Gruppe  der  A'"  damit  isomorph  ist. 
Setzen  wir,  um  dies  zu  beweisen: 

(23)  ('?i,»i.)  =  4"(l„l2),     {ii.^,)  =  B"(t,A,), 
so  folgt 

(24)  (,„^,)  =  ^"-B"(5>,52). 

Aus  A!',  B",  A"  B"  leiten  wir  nun  nach  (12)   drei  ternäre 
Substitutionen  A',  li',  C'  her.     So  erhalten  wir  nach  (8) : 

(V2  Vi  V2,  nhn^)  =  A!  (V2 1,  |„  |f,  i^ 

(25)  (V2  I,  |„  II  y)  =  B'  (V2  5,  Sä,  II  m 

(V2  n,n-,,  nlni)  =  c  (Vä  s,  ?„  vi  ?/). 

Diese  Formeln   sind   in  Bezug   auf  ^j,  ^2   identisch,   und   sie 
müssen   also   richtig   bleiben,   wenn    V2  ^1  ^2^  Üi'\  ^   durch   drei 
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unabhängige  Variable  ^i',  ^2,  ^3  ersetzt  werden.     Bezeichnen  wir 
die  Ausdrücke,  die  sich  dadurch  für 

ergeben,  mit 

Xi,   X2,   X3]        ^1,   i/2,  i/3, 

SO  ergeben  die  Formeln  (25): 

(l/u  2/2,  ^3)  ==  A'  {xi,  X2,  Xs) 
(2G)  {x-i,  X2,  Xs)  =  B'  (^1',  ^2,  ^-3) 

(2/1,  ^2,  2/3)  =  C'  (s[,  ^2,  --3), 
d.  h.  es  ist 

w.  z.  b.  w. 


C  =  A'B\ 


§.  50. 
Realitätsbedingungen. 

Es  bleibt  uns  noch  eine  Frage  zu  beantworten.  Bisher  haben 
wir  nirgends  auf  die  Realität  der  Coefficienten  Rücksicht  ge- 
nommen. Wenn  aber  irgend  welche  geometrische  Anwendung 
gemacht  werden  soll,  so  ist  es  nöthig,  dass  die  orthogonale  Sub- 
stitution A  reell  sei.  Es  ist  also  noch  zu  untersuchen,  welchen 
Bedingungen  die  Substitutionscoefficienten  «,  /3,  7^,  d  in  A"  zu 
unterwerfen  sind,  damit  die  Coefficienten  von  A  reell  werden. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  bilden  wir  nach  §.  49,  (3),  (12) 
die  Zusammensetzung 

A  =  LAL-\ 
und  erhalten: 

ad^ßy,        i{ay  +  ß8\  ay-ß8 


(1)  A  = 


V    /Q  I      A^   oc'^  +  ß'+y'+d^    ,-a-2+ß-^~y^+^^ 
—  i(aß  +  yS),  '  ^    ^  ^     ' ,  ^  '  "^        ^     ' 


2  '  2 

„  ,       .a-^  +  ß-^  —  y^  —  d-^      a2_^2_y2_|_ö2 

«/5  — r^,  ^ —      2  '   2 


Die  Coefficienten   dieser  Substitution   sollen  also  reell   sein, 
und  ausserdem 
(2)  ad  —  ßy  =  ±l. 

Wenn  von  den  vier  Coefficienten  «,  ß,  y,  ö  einer  verschwindet, 
so  muss  auch  noch  ein  zweiter  verschwinden.  Denn  wenn  z,  B. 
ß  =  0  ist,  so  muss  iay  und  ay  reell  sein.     Dies  ist  aber  mit  (2) 

Weber,  Algebra.    II.  jo 


194  Siebenter  Abschnitt.  §.  50. 

nur  verträglich,  wenn  y  =  0  ist.  Ebenso  können  a  und  d  nur 
zugleich  verschwinden. 

Ist  nun  ß  und  y  =  0,  so  müssen  a^  -f-  d^  und  i  («2  —  d'2) 
reell  sein,  also  a^  und  d^  conjugirt  imaginär,  und  wegen  (2)  ihr 
Product  =  1.  Je  nachdem  also  in  (2)  das  obere  oder  untere 
Zeichen  gilt,  müssen  a,  +  ö  conjugirt  imaginär  sein.  Ebenso  er- 
giebt  sich,  dass,  wenn  w  und  ö  =  0  sind,  ß  und  ip  y  conjugirt 
imaginär  sein  müssen. 

Nehmen  wir  also  jetzt  an,  dass  keine  der  vier  Zahlen  a^ß^y^d 
verschwinde.     Dann  müssen,  damit  die  Grössen 

ad  +  ßr,     i(ay  +  ßd),     -{(aß  +  yd) 
ad  —  ßy^        ccy  —  ßd^  aß  —  yd' 

reell  sein  können, 

a  d  und  ß  y  reell, 

ay  conjugirt  imaginär  mit  — ßd^ 

w/3  „  „  „     —yd 

sein,  und  danach  ist  auch 

ay  .aß         .      ., ,    ^„        ßd  .yd 

«2  =  — i- — ^  coniusjirt  imas^mar  mit  02  =  - — 5-' — 

und 

P    —      ad  "  ^'  ''      ^    —      ad     ' 

also  muss  a  conjugirt  mit  +  ö,  /3  conjugirt  mit  ~  y  sein.  Dass 
beide  Male  das  gleiche  Zeichen  stehe,  widerspricht  der  Forde- 
rung, dass  ay  und  — ßd  conjugirt  sein  sollen.  Da  das  Product 
zweier  conjugirt  imaginärer  Grössen  stets  positiv  ist,  so  gelten 
die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen,  je  nachdem  in  (2)  das 
obere  oder  das  untere  Zeichen  steht,  d.  h.  je  nachdem  Ä  eigent- 
lich oder  uneigentlich  orthogonal  ist.  Wir  kommen  also  zu 
folgendem  allgemeinen  Resultate,  in  dem  auch  die  speciellen 
Fälle  von  verschwindenden  a,  ß,  y^  d  mit  enthalten  sind: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  orthogonale  Substitution  (1),  (2)  reell 
sei,  besteht  darin,  dass  a,  +  d  und  /3,  ip  7  zwei  conjugirt 
imaginäre  Paare  bilden,  worin  die  oberen  Zeichen  bei 
den  eigentlich,  die  unteren  bei  den  uneigentlich 
orthogonalen  Substitutionen  gelten. 
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§•   öl. 

Endliche  Gruppen  linearer  gebrochener  Substitutionen. 
Pole  der  Gruppen. 

Aus  den  bisherigen  Entwickelungen  ergiebt  sich,  dass,  wenn 
alle  endlichen  Gruppen  linearer  gebrochener  Substitutionen  ge- 
funden sind,  daraus  ohne  Weiteres  alle  endlichen  Gruppen 
eigentlich  orthogonaler  ternärer  Substitutionen  und  alle  end- 
lichen Gruppen  binärer  linearer  Substitutionen  mit  der  Deter- 
minante 1  gefunden  werden  können. 

Ausserdem  giebt  es  noch  endliche  Gruppen,  die  neben  den 
eigentlichen  auch  uneigentlich  orthogonale  Substitutionen  ent- 
halten. 

Diese  Gruppen,  auf  die  wir  später  zurückkommen,  können 
nicht  aus  den  Gruppen  linearer  gebrochener  Substitutionen  allein 
abgeleitet  werden,  weil  sich  bei  den  gebrochenen  Substitutionen 
der  Unterschied  zwischen  eigentlich  und  uneigentlich  ortho- 
gonalen Substitutionen  verwischt. 

Wir  suchen  also  jetzt  zunächst  alle  endlichen  Gruppen 
linearer  gebrochener  Substitutionen  zu  ermitteln  i). 

W^ir  bezeichnen  mit  G  eine  solche  Gruppe  vom  Grade  w, 
und  mit 

(1)  OC,    0,(X),    00  (X),,   .   .,    0n-l(x) 

ihre  Elemente,  worin  die  @  Symbole  für  lineare  Functionen 


(2) 

0(x)  =  ^  -^        ^ 

sind,  die  auch  mit 

(3) 

« =  C; » 

bezeichnet  werden. 

Aus  jeder  Gruppe  von  der  Form  (1)  können  wir  nach  §.  37 
eine  ganze  Schaar  isomorpher  Gruppen  ableiten,  wenn  wir  mit  L 
eine  willkürliche  lineare  Substitution  bezeichnen : 

(4)  1,  L0,L-\  L0.2L-\  .  .  .,  L0n-iL-\ 


1)  Ueber  die  Theorie  dieser  Gruppen  ist  besonders  zu  vergleichen : 
Oordan,  Ueber  endliche  Gruppen  linearer  Transformationen  einer  Ver- 
änderlichen. Mathematische  Annalen,  Bd.  XII,  S.  23  (1877);  Klein,  Vor- 
lesungen über  das  Ikosaeder  (Leipzig  1834). 

13* 


196  Siebenter  Abschüitt.  §.  51. 

und  wir  betrachten  unsere  Aufgabe  als  gelöst,  wenn  von  jeder 
dieser  Scbaaren  ein  Repräsentant  bestimmt  ist. 

Wir  werden  diese  Freiheit  später  benutzen,  um  die  ge- 
fundenen Gruppen  möglichst  einfach  darzustellen. 

Die  Determinante 

ccd  —  ßy  =  zJ 

muss  von  Null  verschieden  sein,  und  wenn  es  die  Einfachheit 
verlangt,  können  wir  sie  immerhin  =  1  annehmen,  was  wir  bis- 
weilen thun  werden. 

Wir  bezeichnen  im  Sinne  der  Gruppentheorie  die  Wieder- 
holung einer  Substitution  durch  Exponenten:  0,  02^  @^^  .  .  .•> 
worunter  also  nicht  Potenzen,  sondern  immer  wieder  lineare  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  (1)  zu  verstehen  sind.  Die  identische 
Substitution  x  =  x^  die  als  die  Einheit  der  Gruppe  anzusehen 
ist,  wird  auch  mit  0o  oder  mit  1  bezeichnet. 

Zwei  inverse  Substitutionen  0,  0-^  können  in  der  Form 
dargestellt  werden : 

«=C:0.-=Urf)- 

Da  die  Gruppe  nach  der  Voraussetzung  endlich  ist,  so  hat 
jedes  ihrer  Elemente  einen  bestimmten  Grad,  d.  h.  es  giebt  für 
jedes  ©  eine  bestimmte  kleinste  positive  Zahl  t,  für  die  0^  =  1 
ist.     Diese  Zahl  t  muss  ein  Theiler  von  n  sein. 

Für  die  Folge  ist  es  von  Wichtigkeit,  für  jede  der  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  (ausgenommen  die  identische  Substitution) 
die  Werthe  der  Variablen  zu  betrachten,  die  ihren  Transformirten 
gleich  werden,  also  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

(5)  x  =  0  (x). 

Diese  Werthe  wollen  wir  die  Pole  der  Substitution  0 
nennen. 

Die  Gleichung  (5)  ist  quadratisch  und  nimmt,  wenn  man 
für  0  den  Ausdruck  (2)  einsetzt,  die  Form  an: 

(6)  yx'^  -{-  (d  —  a)  X  —  ß  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  zwei  Wurzeln,  die  nur  dann  einander 
gleich  sind,  wenn 

(7)  ^6  -ay^ißy  =  0 
oder 

(8)  («  +  dy  =  4:^ 
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ist.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieser  Fall,  wenn  &  einen 
endlichen  Grad  hat,  nicht  vorkommen  kann. 

Denn  ist  zunächst  ß  oder  y  =  0,  so  folgt  aus  (7),  dass 
a  =  8  sein  muss,  und  beide  können  =  1   angenommen  werden. 

Wenn  nun  0  eine  der  beiden  Substitutionen 

(,':  ly  G:  0 

ist,  so  ist  für  jedes  A: 

-  =  0:^,0 «- «:'/). 

wie  man  leicht  durch  vollständige  Induction  findet.  Es  kann 
also,  da  ß  und  y  nicht  zugleich  Null  sein  können,  wenn  0  nicht 
die  identische  Substitution  ist,  0'^  für  kein  positives  A  gleich  1 
werden,  wie  es  doch  sein  müsste,  wenn  A  gleich  dem  Grade  von 
0  wäre. 

Ist  aber  ß  von  Null  verschieden,  so  setzen  wir,  indem  wir 
jetzt  z/  =  1  und  nach  (8)  «  +  ö  =  2  annehmen. 


und  erhalten 
L- 

also 

und  daraus 


- = (.^.,  2-.). 
"=(rj,j)C:ö(t.,;-.) 

G:  T)  -. 


0^-  =  L 


was   wieder   für   kein   positives  A   gleich   1    werden   kann.     Wir 
haben  daher  den  Satz: 

1.    Jede  der  n  —  1   nicht  identischen  Substitutionen 

einer  Gruppe  w*^^  Grades  hat  zwei  von  einander 

verschiedene  Pole. 

Jede  nicht  identische  Substitution  der  Gruppe   G  giebt  uns 

also    zwei    Pole.     Es   kann    aber    ein   und    derselbe    Werth    bei 

mehreren  verschiedenen  Substitutionen  als  Pol  auftreten.    Zählen 

wir  einen  dieser  Werthe  hmal,  wenn  er  in  h  Substitutionen  der 

Gruppe  als  Pol  vorkommt,   so  ergiebt   sich  die  Anzahl   der  Pole 
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gleich  2n  —  2.  Diese  Werthe  sollen  die  Pole  der  Gruppe 
heissen.  Die  genaue  Abzahlung  dieser  Pole  giebt  uns  die  wichtig- 
sten Aufschlüsse  über  Zahl  und  Beschaffenheit  der  möglichen 
endlichen  Gruppen. 

Wenn  die  Substitutionscoefficienten  ß,  y  gleich  Null  sind,  so 
ist  ®  eine  multiplicative  Substitution 

/«,  0\ 

Damit  diese  Substitution  von  endlichem  Grade  sein  kann^ 
muss  der  Quotient  oc  :  ö  =  £  eine  Einheitswurzel  sein^ 
deren  Grad  ein  Theiler  von  n  ist.  Als  Pole  dieser  Sub- 
stitution hat  man  ^  =  0  und  :r  =  oo  anzusehen,  die  der  Be- 
dingung 

X   =    BX     - 

genügen. 

Nach  (4)  kann  man  aus  G  eine  isomorphe  Gruppe 

LGL-^  =  G' 

ableiten,  wenn  für  L  eine  beliebige  lineare  Substitution 

genommen  wird.  Die  Pole  dieser  Gruppe  erhält  man,  wenn  man 
auf  die  Pole  von  G  die  Substitution  L  anwendet.  Wenn  also  a 
einer  der  Pole  von  G  ist,  so  ist 

,  _  Aa-\-  B 
^   ~  Ca  +  D 
der  entsprechende  Pol  von  G'. 

Man  kann  die  Substitutionscoefficienten  Ä^  B,  C^  D  so  be- 
stimmen, dass  drei  der  Pole  von  G'  vorgeschriebene  Werthe  er- 
halten. Um  z.B.  den  Polen  a,  b,  c  von  G  die  Pole  0,  oo,  1  von  G^ 
entsprechen  zu  lassen,  setze  man 

^  ,  .        c  —  b  X  —  a 

L  (x)  = 7  • 

^  ^        c  —  a  X —  0 

Wenn  a  und  b  die  Pole  einer  und  derselben  Substitution  & 

von  G  sind,   so  ist  also   die   entsprechende  Substitution   von  G^ 

multiplicativ. 

Wir  erhalten  hieraus  den  Satz: 

2.    Zu  jeder  Gruppe  linearer  Substitutionen  kann 

man  eine  transformirte  Gruppe  finden,  in  der 

einer   beliebigen    der   gegebenen    Substitutionen, 
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h  nur  nicht  gerade  der  identischen,  eine  Multi- 
plication  entspricht.  Die  transformirende  Sub- 
stitution L  ist  dadurch  selbst  bis  auf  eine 
M  u  1 1  i  p  1  i  c  a  t  i  0  n  bestimmt. 

§.  52. 
Die  verschiedenen  Arten  möglicher  Gruppen. 

Es  sei  a  einer  der  Pole  der  Gruppe  G,  und  wir  wollen 
annehmen,  es  gebe  v  —  1  und  niclit  mehr  Elemente  in  6r, 
01,  02^  •  •  o  6^v-i,  so  dass 

(1)  a  =  &,  (a)  =  02  («)•••  =  0.-1  (ci) 

ist.     Ein  solcher  Pol   soll  ein  v-zähliger  Pol   heissen.     Es  ist 
nun  zunächst  klar,  dass  die  Elemente 

(2)  1,    01,    02,    .    .    .,    0V-1 

für   sich   eine   Gruppe,   und   zwar   einen  Theiler   von    G  bilden; 

denn  aus  r,  r  \  ^  /  ^ 

a  =r  01  (a),  a  =  02  (a) 

folgt,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  der  zweiten  Gleichung  a 

durch  das  ihm  gleiche  ©j  (a)  ersetzt : 

a  =  02  01  (a). 

Es  muss  also  v   ein  Theiler  von  n  sein: 

(3)  n  =  V  ii. 

Wir  bezeichnen  die  Gruppe  (2)  mit  Q. 

Es  lässt  sich  beweisen,  dass  diese  Gruppe  cyklisch  sein  muss, 
also  aus  den  Wiederholungen  eines  ihrer  Elemente  besteht. 

Denn  wenn  war  durch  Transformation  nach  dem  Satze  2. 
a  nach  unendlich  werfen,  so  erhalten  die  Substitutionen  (2)  die 
Form:  ,  ,  , 

X,    £iX  -{-   Ci,    B.2X  -f   C2,    .   .   .,    ev-iX  +  Cv_i, 

und  die  Composition  von  zweien  unter  ihnen  giebt: 

01  02  =r  £i  £2  :r  +  {c.2  £1  +  Ci) 

0^-  =     £/■  ^    _^     C    (£/-l    -^     f/— 2    _p    . ^     1^ 

0-1       =   B-^X  —   C  B-^. 

Daraus  schliesst  man,  dass  alle  fj,  £31  •  •  ••.  «v-i  Einheits- 
wurzeln vom  Grade  v  sein  müssen.  Ausserdem  können  nicht  zwei 
der  £  einander  gleich  sein.    Denn  wäre  z.  B.  £1  =  £2,  so  wäre 

0,  0-1  =  ^  +  (ci  -  c). 
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Diese  Substitution  muss  in  G  vorkommen  und  nach  dem 
Satze  1.  muss  Ci  ==  Cg,  also  ®^  mit  ©2  identisch  sein.  Die  Zahlen 
1,  fi,  f2,  •  •  •?  £v-i  müssen  also  zusammen  alle  i^*®^  Einheitswurzeln 
enthalten,  und  also  mit  den  Potenzen  einer  primitiven  unter 
ihnen  übereinstimmen.  Da  andererseits  alle  Potenzen  von  einer 
der  Grössen  0  in  der  Gruppe  (1)  vorkommen  müssen,  so  wird, 
wenn  das  in  0  vorkommende  e  eine  primitive  v^^  Einheitswurzel 
ist,  die  ganze  Gruppe  (1)  durch  die  Potenzen  von  0  erschöpft. 
Also  besteht  diese  Gruppe   Q  aus  den  Elementen 

(4)  1,  0,  02,  .  .  .,  0^-\ 

Nehmen  wir  (nach  dem  Satze  2.)  0  als  multiplicative  Sub- 
stitution an,  so  ist  0  der  zweite  Pol  von  0  und  zugleich  der 
zweite  Pol  der  sämmtlichen  Substitutionen  (4).  Es  ist  daher 
dieser  Pol  gleichfalls  ein  mindestens  i^-zähliger.  Da  aber  beide 
Pole  von  0  in  dieser  Betrachtung  vertauscht  werden  können, 
so  erhalten  wir  die  Sätze: 

3.  Ein  i/-zähliger  Pol  bestimmt  eine  in  G  ent- 
haltene cyklische  Gruppe  Q  vom  v^^^  Grade. 

4.  Die  beiden  Pole  irgend  einer  Substitution  0  der 
Gruppe  G  sind  gleichzählige  Pole  und  sind  die 
beiden  einzigen  Pole  der  Gruppe   Q. 

Nach  §.  2  lassen  sich  ^  —  l  Elemente 

(5)  1/^1,    ^2,    .    •    .,    1^,u-l 

in  G  so  auswählen,  dass  ti  Q,  ^^2  Q^  -  -  •■>  '4^,u-iQ  die  Neben - 
gruppen  zu  Q  sind,  und  dass  also 

(6)  a=Q  +  i^,Q  +  i^,Q-] h  ^f^-i  Q 

wird.     Wir  setzen  nun 

(7)  %  =  1/^1  (öf),  «2  =  ^2  W,  .  .  .,  «^t-1  =  i/^,u-i(a). 

Die  Grössen  %,  a2,  .  .  .,  «u-i  sind  nicht  nur  alle  von  a, 
sondern  auch  unter  einander  verschieden.     Denn  wäre  etwa 

1/^1  (a)  =  1^2  (ö^), 
so  würde  folgen : 

a  =  il)-^  jp^  (a)  =  ipY^  ^^  (a), 

und  1^-1  ip^  wäre  in  Q  enthalten,  also  1/^2  ^^  ^1  ft  was  gegen  die 
Voraussetzung  ist.  Es  ist  nun  leicht  nachzuweisen,  dass  diese 
Werthe  «i,  öfj,  .  .  .,  au-i  sämmtlich  v- zählige  Pole  der  Gruppe 
sind.     Es  genügt,  dies  für  a^  zu  zeigen. 
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Wir  nehmen  irgend  eine  der  Gleichungen  (1) 

(8)  a  =  Q{a) 
und  setzen  in  der  Gleichung 

(9)  «1  =  ^,  {ü) 

für  a  den  ihm  gleichen  Werth  S(ci).     So  erhalten  wir 

(10)  a,  =  i^,0(a). 

Nach  (9)  ist  aber  «=  ^-H^i)'  ^^^^^  folglich  ergiebt  sich 
aus  (10): 

(11)  «1  =  ^,  0  t/;7n%). 

Daraus  ersieht  man,  da  wir  v  —  1  verschiedene  Substitu- 
tionen @  haben,  dass  ai  ein  v- zähliger  Pol  ist  und  zwar  zu  der 
mit  Q  conjugirten  Gruppe  i^i  Qij^^^  gehörig.  Aus  diesem  Grunde 
nennen  wir 

(12)  a,  «1,  «2,  •  •  •,  ff"-i 

ein  System  conjugirter  v-zähliger  Pole  von  G. 

Eine  beliebige  Substitution  x  von  G  kann  nach  (6)  immer 
in  die  Form  x}^i0  gebracht  werden,  so  dass  0  zu  Q  gehört,  und 
daraus  folgt,  dass  x{a)  =  i?i0{a)  =  cti  ist,  und  ebenso,  wenn 
man  t/^^  0 1^^.  =  t^,  0'  setzt,  so  dass  auch  0'  zu  Q  gehört : 

l  («fc)  =  ti  0  t/^fc  (a)  =  ^h  0'  (a)  =  an. 

Da  ferner  zwei  Grössen  %  («/,),  %  (a?,)  nur  dann  einander 
gleich  sein  können,  wenn  «;,  =  a-u  ist,  so  folgt  der  Satz: 

5.    Die  beiden  Reihen 

rt,         «1,         «2?      •  •  •->      ^u—l 
X(a),  x(a,),  x((h)^  •  .  •,  Z(«u-i) 
stimmen,   welche  Substitution  aus   G   auch  für  x 
genommen    werden    mag,    abgesehen    von    der 
Reihenfolge,  mit  einander  überein. 

Ist  dann  b  ein  in  dem  Systeme  (12)  nicht  enthaltener  Pol, 
so  kann  auch  x(f>)  nicht  in  (12)  vorkommen,  und  daraus  ergiebt 
sich,  dass  zwei  Systeme  conjugirter  Pole,  wenn  sie  nicht  ganz 
identisch  sind,  keinen  Pol  gemein  haben. 

Hiernach  können  wir  die  sämmtlichen  Pole  der  Gruppe  G 
in  Systeme  conjugirter  Pole  anordnen,  und  wir  erhalten  nach 
§.51  ihre  Gesammtzahl  2n  —  2,  wenn  wir  jeden  y-zähligen  Pol 
(y  —  1)  mal  mitrechnen. 
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Diese  Bemerkung  giebt  uns  eine  wesentliche  Begrenzung  der 
Zahlen  v.    Es  ist  nämlich  danach: 

(13)  2^  —  2  =z^{y  —  \)  +  li'{v'  —  l)  ^  ^"{v"—\)-\ 

oder,  wenn  wir  mit  h  die  Anzahl  der  Systeme  conjugirter  Pole 
bezeichnen,  und  n  =^  ^v  =  ^'v'  =  >  -  -  setzen : 

(14)  2^  — 2  —  n/i  — fi  — /[*'  — ft"—  .  •  . 

Die  Zahlen  v^  v\  v"  .  .  .  sind  mindestens  gleich  2,  also  ist 

und  daher  nach  (14) 

oder 

2  ^/t^4  —  -. 

Es  kann  also  %  nur  einen  der  beiden  Werthe  2  oder  3  haben, 
und  wir  finden  fünf  Arten,  die  Gleichung  (13)  zu  befriedigen. 
Wenn  zunächst  Ji  =^  2  ist,  so  folgt  aus  (14) 

ft  -|-  ft'  =  2,     ft  =  ^'  =  1,    V  •=  v'  r=  n. 
Wir  haben  also: 
I.     Kreistheilungsgruppe   oder   cyklische   Gruppe: 

V  =z  v'  =  n^    n  beliebig. 

^  =  ^'  =  1, 

Ist  ferner  h  =  3,  so  folgt  aus  (14): 

(15)  ^^^'^^"  =  n  +  2. 

Daraus  ist  zu  schliessen,  dass  mindestens  eine   der  Zahlen 
v,  v',  v"  gleich  2  sein  muss.     Denn  wären  sie  alle  ^  3,  so  wäre 

n        ,  _   n        ,, n 

^  <  -ö-,  f*   <   3"'  ^    <  3"' 

also  ^  -\-  ^'  -\~  ^"  ^  n,  was  mit  (15)  im  Widerspruch  steht. 

■)? 
Ist  also  V  =  2,  ft  =  — ,  so  folgt  aus  (15): 

(16)  ^'  +  ^"=.|  +  2. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  auch  noch  i»'  =  2  sei.    Setzen 
wir  dann  v"  =  w,  so  folgt  aus  (16): 

^"  =  2,     w  =  2  m. 
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und  wir  erhalten  eine  zweite  Möglichkeit: 

II.    Diedergruppe,  i;  =  v'  r=  2,  v"  =  ?>?,  n  =^  2m,  m^  2 
ft  =  fi'  =  m.  ii"  =  2. 

Ist  ferner  keine  der  Zahlen  v'.  v"  gleich  2,  so  muss  eine  von 
ihnen  gleich  3  sein.     Denn  sind  sie  beide  ^  4,  so  ist 


n 


was  mit  (16)  im  Widerspruche  steht.     Ist  also  v'  =  3,  |[i'  =  — , 

3 

so  folgt  aus  (16): 
(17) 


woraus  folgt,  dass  v"  <  6  sein  muss,  also  nur  einen  der  Werthe 
3,  4,  5  haben  kann. 

Danach  bekommen  wir  noch  drei  mögliche  Fälle: 

III.  Tetraedergruppe:   v  =  2,    v' =  3,    i»"  =  3,    n  =  12 

^  =  6,    fi'  =  4,    fi"  =  4. 

IV.  Octaedergruppe:     v  =  2,    v' =  3,    r"  =  4,    ?i  =  24 

^=12,  ^'  =  8,    ft"==6. 

V.  Ikosaedergruppe:    v  =  2,    i^' =  3,    v"  =  5,    ^2=  60 

^r=30,  i[i'=20,  i[A"==  12. 

Hiermit  sind  alle  Möglichkeiten  erschöpft. 

Es  ist  freilich  noch  nicht  bewiesen,  dass  diese  Gruppen,  die 
wir  einstweilen  mit  den  gebräuchlichen  Namen  aufgeführt  haben, 
und  die  wir  unter  dem  gemeinsamen  Namen  der  Polyeder- 
gruppen zusammenfassen,  wirklich  existiren,  noch  wie  gross 
ihre  Mannigfaltigkeit  ist.  Zu  diesem  Beweise  führen  erst  die 
folgenden  Betrachtungen. 


§•  53. 

Transformation   der   Substitutionen   von    G   auf 
einfache  Formen. 

Ehe  wir  zur  definitiven  Aufstellung  dieser  Gruppen  gehen, 
leiten  wir  einen  Satz  ab,  der  die  Möglichkeit  der  vorkommenden 
Substitutionen  noch  weiter  beschränkt. 
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Ist  a  ein  v-zähliger  Pol  der  Gruppe  G  und 

(1)  a=®{a)  =  ®^{a)"-  =  ®'-^{a\ 

so  ist  der  zweite  Pol  a'  von  0  nach  §.  52,  4.  gleichfalls  r-zählig, 
und  es  ist 

(2)  a'  =  &  (a')  =  02  (^')  .  ,  .  =  0v_i  ^^y 

Giebt  es  nun  in  der  Gruppe  G  mehr  als  ein  System  con- 
jugirter  i»- zähliger  Pole,  so  können  a,  a'  entweder  in  demselben 
oder  auch  in  verschiedenen  dieser  Systeme  vorkommen. 

Giebt  es  aber  nur  ein  System  v- zähliger  Pole,  so  muss  a 
und  a'  in  demselben  Systeme  vorkommen,  und  es  muss  also  in  G 
eine  nicht  unter  den  Potenzen  von  0  enthaltene  Substitution  t/; 
existiren,  so  dass 

(3)  a'  =  ip  (a) 

ist.     Daraus  folgt  mit  Anwendung  von  (1)  und  (2): 

i/;  (a)  =  0  ^  (a),    a  =  ijj-'^  0 1^  (a), 

woraus  zu  schliessen  ist,  dass  ijj—'^&ip  unter  den  Potenzen  von 
0  vorkommt,  und  dass  daher  nach  (2)  auch 

a'  =  n^-i  0  ^  (a'),     ^  (a')  =  01^  (a') 

sein  muss.  Es  ist  also  auch  jp  (a!)  ein  Pol  von  0,  und  weil  i^  {a') 
nicht  =  a'  sein  kann,  weil  sonst  a'  ein  Pol  von  i/;  wäre,  was 
nicht  sein  kann,  da  il)  nicht  unter  den  Potenzen  von  0  vor- 
kommt, so  ist 

(4)  i>{a')  =  a. 

Wenn  man  nun  durch  Transformation  der  Gruppe  die  Pole 
a  und  cd  nach  0  und   oo   bringt,  so  erhält  0  die  Form 

@  (x)  ^=  e  x^ 

worin  s  eine  primitive  v^^  Einheitswurzel  ist,  und  i/^  muss  wegen 
(3)  und  (4)  die  Form  haben: 

^  (^)  =  ^  . 

worin  c  eine  Constante  ist.  Durch  eine  abermalige  Transformation 
der  Gruppe  kann  man  der  Constanten  c  jeden  beliebigen  Werth, 
z.  B.  durch  Transformation  mit  der  Substitution  x  ^  c  für  x^  den 
Werth  1  geben.     Wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

1.    Wenn   in   der   Gruppe   G   nur   ein    System   con- 
jugirter  i/-zähliger  Pole  vorkommt,  so  kann  man 
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die  Gruppe  so  transformiren,  dass  sie  die  beiden 
Substitutionen 

0  =  ex,    xb  =z  — 

X 

enthält,  worin  £  eine  primitive  v^^  Einheitswurzel 
bedeutet,  und  c  ein  beliebig  vorgeschriebener 
Werth,  z.  B.  auch  1,  sein  kann. 

Die  Voraussetzung  dieses  Satzes  ist  bei  den  in  §.  52  auf- 
gezählten Fällen  immer  für  einen  der  verschiedenen  Werthe  v 
erfüllt,  ausgenommen  bei  der  cyklischen  Gruppe  und  bei  der 
Diedergruppe  mit  m  =  2. 

Endlich  beweisen  wir  noch  den  folgenden  Satz: 

2.    Sind   a,  o!  die   Pole   einer  Substitution   (9  von   (r, 
so  sind  die  mit  a  und  a'  conjugirten  Pole 

worin  %  eine  beliebige  Substitution  aus  Gr  ist,  die 
beiden  Pole  einer  und  derselben  Substitution, 
nämlich  der  Substitution  x^X~^- 

Die  Richtigkeit  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  Anblick 
der  Gleichungen: 

a  =  0  (a),     X^X^'xi^f')  =  X®(^)  =  xi^O 
a'=0  (a'),     X®X-"X  («')  =  X  &  (cO  =  X  («')• 


§•  54. 
Die   Grundformen.  , 

Um  zu  der  endgültigen  Aufstellung  aller  endlichen  Gruppen 
G  zu  gelangen,  ist  es  nothwendig,  auf  die  Invarianten  der  ent- 
sprechenden binären  Substitutionsgruppen  näher  einzugehen. 

Wir  müssen  daher  neben  den  linearen  gebrochenen  Sub- 
stitutionen 

die   wir  im  §.  49   mit  Ä"'  bezeichnet  haben,  noch   die   binären 
Substitutionen 

(2)  ih,  yd  =  (";  J)  (^1-  ^2) 
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betrachten,  die  dort  mit  Ä"  bezeichnet  waren,  und  die,  wenn  man 
y^  :  y^  =  y ^  x^  :  X2  =  X  setzt,  wieder  auf  die  Substitution  (1) 
führen.    In  (2)  ist  immer 

(3)  ad-ßy  =  l 
vorausgesetzt,  aber  die  beiden  Substitutionen 

%ß\      /-c^,-ß^ 

werden  als  identisch  angesehen. 

Es  kann  nicht  zu  einem  Missverständniss  führen,  wenn  wir 
beide  Arten  von  Substitutionen  übereinstimmend  durch  ein 
Symbol  wie 

bezeichnen,   da  ja  dann  in  beiden   die  Compositionsregel  genau 
dieselbe  ist. 
Wenn  nun 

(4)  a,  tti,  «2,  .  .  .,  ttu-i 

ein  System  conjugirter  Pole  der  Gruppe  G  ist,  so  ist 

(5)  f{x)  =  (x  —  a)  (x  —  «i)  .  .  .  (x  —  au-i) 

eine  ganze  Function  ^*^^  Grades,  deren  Wurzeln  jene  conjugirten 
Pole  sind.     Diese  Function /(^)  hat  folgende  Eigenschaft: 
Nehmen  wir  irgend  eine  Substitution  der  Gruppe  G 

^  ^         y  X  -\-  0 
so  sind  die  Wurzeln  der  Function 

(6)  (y^  +  ö)"/[^W] 

die  Grössen  1/^-1  (a),  ^-^(ai),  .  .  .,  i^-i(au-i).  Diese  aber  stim- 
men, von  der  Reihenfolge  abgesehen,  nach  §.  52,  5.  mit  den 
Grössen  a,  «i,  ag,  .  .  .,  au-i  überein,  und  folglich  können  sich  die 
Gleichungen  (5)  und-  (6)  nur  durch  einen  constanten  Factor 
unterscheiden.     Wenn  wir  also 

(7)  ■  «'^/(|)=/(^l,^2) 

setzen,  so  bleibt  diese  Form  /,  von  einem  constanten  Factor  ab- 
gesehen, ungeändert,  wenn  auf  (^1,  X2)  irgend  eine  Substitution 
der  Gruppe  G  angewandt  wird. 

Nach  der  Definition  §.  40,  2.  ist  also  /  (^1,  X2)  eine  In- 
variante der  Gruppe  (r,  und  wir  haben  den  Satz: 
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1.  Jedem  Systeme  conjugirter  Pole  der  Gruppe  G 
entspricht  eine  invariante  Form,  deren  Grad 
gleich  der  Anzahl  der  Pole  des  Systemes  ist,  und 
deren  Wurzeln  eben  diese  Pole  sind. 

Wir  bezeichnen  mit  /i,  /o,  .  .  .  die  zu  den  verschiedenen 
Systemen  conjugirter  Pole  gehörigen  invarianten  Formen,  die 
von  den  Graden  ^,  ^',  .  .  .  sind  und  die  wir  die  Grundformen 
der  Gruppe  nennen  wollen. 

Ist  dann  F  (xi^  x.y)  irgend  eine  invariante  Form  der 
Gruppe  G  und  /  (^,  y)  eine  Grundform,  und  hat  F  (x^  1)  =  0 
mit  /  (x^  1)  =  0  eine  gemeinsame  Wurzel,  so  müssen  alle  Wur- 
zeln von  /  =  0  zugleich  Wurzeln  von  F  =  0  sein.  Denn 
nach  Voraussetzung  haben  die  beiden  Functionen  F  (ic,  1)  und 
F  [tl^  {x)^  l]  dieselben  Wurzeln.  Wenn  also  F(a,l)  =  0  ist, 
so  ist  auch  F  [t/;  («),  l]  =  F  («i,  1)  =  0.  Wir  haben  also  den 
folgenden  Satz: 

2.  Hat  eine  zu  G  gehörige  invariante  Form  F  {xi,  X2) 
mit  einer  der  Grundformen /(^i,  5:^2)  ßinen  Theiler 
gemein,  so  ist  F(Xi,x.2)  durch,  f  (xi,  x.2)  theilbar. 

Ist  F  {xi ,  X.2)  eine  invariante  Form  der  Gruppe  G ,  und  | 
eine  Wurzel  der  Gleichung  F  (x^  1)  =  0,  so  sind  auch,  wenn 
i^  die  Elemente  der  Gruppe  G  durchläuft,  die  sämmtlichen 
n  Grössen  ti'd)  Wurzeln  derselben  Gleichung.  Wenn  also  der 
Grad  von  F  niedriger  ist,  als  der  Grad  der  Gruppe,  so  können 
diese  Grössen  nicht  alle  von  einander  verschieden  sein,  und  es 
folgt  für  irgend  zwei  von  einander  verschiedene  Substitutionen 
X,  t  von  G 

oder 

d.  h.  I  muss  unter  den  Polen  der  Gruppe  G  vorkommen,  und 
es  ist  also  F  nach  dem  Satze  2.  durch  eine  der  Grundformen 
theilbar.  Da  wir  auf  den  Quotienten  der  Division  dieselbe  Schluss- 
weise anwenden  können,  so  folgt: 

3.  Eine  invariante  Form  F  der  Gruppe  G^  deren 
Grad  niedriger  ist,  als  der  Grad  der  Gruppe, 
ist,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  ein 
Product  von  Potenzen  der  Grundformen. 
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Es  ist  hierbei  immer  angenommen,  dass  die  Coefficienten 
von  F  {xi ,  Xc^  nicht  alle  gleich  Null  sind.  Wir  können  also, 
wenn  wir  von  dieser  Voraussetzung  absehen,  den  Satz  3.  auch 
so  aussprechen: 

4.  Ist  F  (Xi,  X2)  eine  invariante  Form  der  Gruppe  G 
von  niedrigerem  Grade  als  (r,  die  sich  nicht  als 
Product  aus  den  Grundformen  darstellen  lässt, 
so  muss  F  (Xj^  X2)  identisch  verschwinden. 


Achter  Abschnitt. 
Die  P o 1 y e d e r g r u p p e n 


§.  55. 
Die  cyklischen  Gruppen  und  die  Diedergruppen. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  allgemeinen  Principien  zur 
wirklichen  Bildung  der  verschiedenen  Polyedergruppen  anzu- 
wenden, zunächst  also  zu  zeigen,  dass  die  in  §.  52  als  möglich 
erkannten  Arten  dieser  Gruppen  alle  existiren. 

Bei  den  cyklischen  Gruppen  n^^^  Grades  haben  wir  nur  zwei 
Systeme  conjugirter  Pole,  deren  jedes  nur  einen  (n  —  1) fachen 
Pol  enthält.  Diese  beiden  Pole  müssen  also  die  gemeinsamen 
Pole  aller  Substitutionen  der  Gruppe  sein  und  können  nach 
§.  51,  2.  als  0  und  x  angenommen  werden.  Wir  haben  dann 
nur  die  beiden  linearen  Grundformen 

(1)  /i  =  a;i,    f.2  =  X2. 

Alle  Substitutionen  der  Gruppe  sind  multiplicativ,  und  der 
Multiplicator  muss  eine  n^^  Einheitswurzel  sein.  Sie  müssen  also 
die  Form  haben: 

(2)  X,  ax^  £-a;,  .  .  .,  «"-^^r, 
wenn  s  eine  primitive  n^^  Einheitswurzel  ist. 

Wir  erhalten  also  in  der  That  für  jedes  n  eine  cyklische 
Gruppe,  die  wir  mit  C„  bezeichnen  wollen: 

(3)  ^"  =  (o,'l)'     '-  =  0,  1.  ...,»- 1, 
oder  mit  der  Determinante  1  geschrieben: 

Weber,  Algebra.    11.  j^ 
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Bei  der  Diedergruppe  vom  Grade  n  =  2  m,  die  wir  mit  Dm 
bezeichnen  wollen,  haben  wir  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
zwei  Systeme  von  je  m  conjugirten  zweizähligen  Polen  und  ein 
System  von  zwei  conjugirten  m- zähligen  Polen.  Die  letzteren 
müssen  also  nach  dem  Satze  §.  53  die  Pole  einer  Substitution 
sein.  Wenn  wir  sie  mit  0  und  co  zusammenfallen  lassen,  so  er- 
halten wir  die  Grundform  zweiten  Grades: 

Dies  kann  aber  nur  dann  eine  invariante  Form  der  Gruppe 
sein,  wenn  alle  Substitutionen  in  einer  der  beiden  Formen 


(a,  0\       /O,  /3\ 
VO,  8)'     \y,0) 


enthalten  sind,  und  hierin  müssen  a :  8  und  —  ß:y  m*^  Einheits- 
wurzeln sein.  Wir  bekommen  also  die  Substitutionen  der  Gruppe, 
wenn  £  eine  primitive  m*^  Einheitswurzel  ist: 

x^   ex^  b'^x,  .  .  .,  B'^—'^x 

1  £         £2  gm-1 


oder,  mit  der  Determinante  -^l  dargestellt: 

(«)  ^-(r:-..).^-.,  ;■"■■)■'=»■■ "-'• 

Man  sieht  sofort,  dass  diese  Substitutionen  wirklich  eine 
Gruppe  bilden. 

Ausser  0  und  x  haben  wir  hier  noch  die  aus  den  Glei- 
chungen 

_    B^ 
X 

hervorgehenden   Pole  ±  fVa^*,   aus   denen  man   noch   die   beiden 
Grundformen  m^^^  Grades 

(7)  /^  =  ^-  +  ^-,    /3  =  x^^  -  rr- 

erhält. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  die  Diedergruppen  und  die  cykli- 
schen  Gruppen  ganz  von  einander  verschieden  sind,  da  ihre 
Grundformen  verschiedene  Grade  haben. 
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Durch  Transformation  mittelst  der  Substitution 


\0,      e     V 
geht  die  Diedergruppe  D,„  in 

Vo,   £-^^v'  \-£-"^^  0  ; 

oder  in 

—  1       —  £       —£2  _£'«-! 

über,  und  die  Grundformen  für  diese  Darstellung  sind: 

/l    =  ^1^2,      /2   =  ^\"  +  «>:r'2»,      /3   =  ^^  — «"»XJ. 

Die  Diedergruppe  D,n  enthält  als  Theiler  die  cyklische 
Oruppe  C,„,  und  zwar  ist  C,„  ein  Xormaltheiler  von  Z),». 

Durch  Transformation  mit  irgend  einer  niultiplicativen  Sub- 
stitution 

.0,  6, 

ändert  sich  C,«  nicht,  während  die  nicht  in  C„j  enthaltenen  Sub- 
stitutionen von  Dm  ihi'e  Form  ändern;  denn  es  ist: 

/d,  0\    /£,  0\    /«.  0\  _  /£,  0\ 

Vo,  «;  Vo,  \)  Vo,  dy  -  Vo.  i;' 

/d,    0\     /O,    £\     /«,    0\    _    /O,    £  Ö2\ 

Vo, «;  Vi,o;  Vo,  ö)  -  \a^  0  ;• 

Abgesehen  von  einer  solchen  niultiplicativen  Substitution  ist 
aber  die  Gruppe  Byn  durch  die  darin  enthaltene  Gruppe  C,» 
Tollkommen  bestimmt.     Denn  setzen  wir 

Dm    ^=    Cm   -f-    9^  ^mj 

worin 


^  =  C:  Ö 


gesetzt  ist,  so  muss,  da  Cm  Normaltheiler  von  i),„  sein  muss, 
<pCm=  Cm(p  sein,  d.  h.  es  muss  sich  zu  jedem  Exponenten  r 
ein  Exponent  s,  und  umgekehrt,  bestimmen  lassen,  so  dass 

14* 


/«,  /3\  /£'•,  o\  _  /£^  o\  /« 
Vy,  ^7  Vo,  17  ~  Vo,  ly  Vr 
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oder 


\y8-,   öj         \y,      ö     ) 


Wären  ß  und  ^^  =  0,  so  wäre  cp  selbst  von  der  Form  £  Xy 
und  £  eine  2m^^  Einheitswurzel,  und  Dm  wäre  also  eine  cyklische 
Gruppe  und  keine  Diedergruppe.  Ist  aber  ß  oder  y  von  Null 
verschieden,  so  folgt  £*  =  b-""  und  «  =  ö  =  0,  also 

0,  ß 


^  =  ^  r,  0 


)  1^ 

'     )  gebracht  werden  kann. 


was    durch    eine    multiplicative    Transformation    auf    die    Form 

Unter  den  Diedergruppen  ist  die  Gruppe  B^  besonders 
hervorzuheben,  in  der  drei  Systeme  von  je  zwei  zweizähligen 
Polen  vorhanden  sind.  Sie  besteht  aus  den  vier  Substitutionen 
1,  0\      /-1,0\      /O,  1\      /      0,  1\ 

AV'  V  0,17'  Vi,  o;'  Ui,o; 

und  wird  die  Vierergruppe  genannt. 

§.  56. 
Die   Tetraedergruppe. 

Bei   der   Tetraedergruppe   haben   wir   nach   §.   52,   III.   ein 
System  von  sechs  conjugirten  zweizähligen  Polen.     Wir  können 
also  nach  §.  53  annehmen,  dass  in  der  Gruppe   die  beiden  Sub- 
stitutionen ^ 
S{x)  =^  —  X,     -tp  {x)  =  — 

X 

vorkommen,  und  folglich  auch 

i^,{x)  =  ^@{x)=--~-^' 

Die  beiden  Substitutionen  ip  und  i^i  geben  die  Pole  ±  1 
und  ±  i,  und  diese  müssen,  da  i^  und  il\  vom  2*^^  Grade  sind 
und  in  G  überhaupt  nur  zwei-  oder  dreizählige  Pole  vorkommen, 
zu  den  zweizähligen  gehören  (§.  52,  3.).  Die  Substitution  ®  {x) 
giebt  die  zweizähligen  Pole  0,  co .  Demnach  lautet  die  Gleichung, 
von  der  die  zweizähligen  Pole  abhängen,  ^^(x*— 1)  =  0  und  wir 
erhalten  die  erste  Grundform  6*^"  Grades: 
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Um  die  übrigen  Substitutionen  der  Grupi^e  zu  finden,  be- 
merken wir,  dass  wir  nach  dem  Theorem  §.  53,  2..  wenn  wir  4^  1 
für  «,  a'  und  0,  oo  für  &,  h'  nehmen,  auf  die  Existenz  einer  Sub- 
stitution X  m  G  schliessen  können,  die  den  Bedingungen  genügt 

;t(-l)  =  0,     l{+\)=  CO, 
und  dass  also  %  die  Form  haben  muss: 

r  -^  1 

(2)  ^  =/  ^' 
WO  l  ein  constanter  Factor  ist. 

Wenn  wir  in  %  die  sechs  conjugirten  Pole  0,  oo,  -[-  1.  —  ], 
-(-?',  —  i  einsetzen,  so  müssen  wir  dieselben  Werthe  in  einer 
anderen  Reihenfolge  erhalten  (§.  52,  5.).    Diese  Werthe  sind  aber 

—  A,    A,    oc ,    0,    —  A  ?,    A  i. 

Es  muss  also  A  =  4:  1  oder  ==  ±  i  sein.  Der  Werth  ±  1 
ist  nicht  zulässig,  weil  sonst 

und  also  +  i  die  Pole  von  %  oder  von  0%  wären,  während  sie 
doch  nur  zweizählig  und  die  Pole  von  0  t/.'  sind.  Es  muss  also 
l  z=  ^  i  sein,  und  wir  können  ohne  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit das  obere  Zeichen  nehmen,  denn  das  untere  Zeichen 
entspricht  dann  der  Substitution  @  %.     Es  ist  daher 

Daraus  erhält  man 

und  es  ergeben  sich  die  12  Substitutionen: 
1,     0,       i^,        01/; 

(3)  %,    0x,    i^x.    ®^i 

oder 

(4)  4-rr,  4-  — ,  4-?  — — r,  4-?.  — p— ,  4-  — — ^,  +  — ,— .- 

^^  —        —   X     —     X  —  l  X-^i  X i  X  -\-i 

Dass  diese  Substitutionen  wirklich  eine  Gruppe,  die  Tetra- 
edergruppe, bilden,  von  der  0,  i/^,  %  die  erzeugenden  Elemente 
sind,  ergiebt  sich  aus 

(5)  x&  =  (^tX.  r-0  =  ^X-.  ^'0  =  0t^,  Xi'  =  &X'  x'^  =  ®tX'^ 
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die  sich  mit  Rücksicht  auf  &^  =  -il)'^  =  ^^  =  l  aus  den  drei 
Relationen 

ableiten  lassen. 

Aus  (5)  geht  noch  hervor,  dass  die  Vierergruppe 
(6)  1,  0,  1^,  0t^ 

ein  Norm  altheil  er  der  Tetraedergruppe  ist. 

Die  Substitutionen  der  Tetraedergrappe  können  in  jeder  der 
beiden  Formen 

A  =  0,  1,  2,     iii  =  0,  1,     1/  =  0,  1 
dargestellt  werden. 

Um  die  zu  den  dreizähligen  Polen  gehörigen  beiden  Grund- 
formen vierter  Ordnung  ^i,  d>2  zu  erhalten,  kann  man  entweder 
aus  (5)  die  noch  fehlenden  Pole  berechnen,  oder  man  kann  so 
verfahren  : 

Da  die  Grundformen  0^,  0.2  che  Substitutionen  &  und  p 
gestatten  müssen  und  nicht  durch  Xi  und  X2  theilbar  sein  können, 
so  können  sie  nur  von  folgender  Form  sein: 

0^  =  x^  ^  mi  icf  ^1  -[-  x} 
02  =  x^  -\-  m^  xl  xl  -\-  X*, 

worin  mj,  mg  noch  zu  bestimmende  Constanten  sind.  Bildet  man 
aber  die  Hesse 'sehe  Covariante  von  0^,  so  erhält  man  nach 
§.  40,  4.  eine  Invariante  der  Gruppe: 

12  L 8^1     8^2         \dXi^dX2/]  IV  1    I     2/    I    V  1/12 

Diese  Form  kann,  da  keine  anderen  Grundformen  vierter 
Ordnung  existiren,  nur  entweder  mit  0^  oder  mit  02  überein- 
stimmen (von  einem  constanten  Factor  abgesehen).    Es  muss  also 

12  —  mf  , 

— ^  =  m-,    oder   nio 

2wi  ^  ^ 

sein.  Die  erste  Annahme  giebt  aber  m^  =  +  2.  Dann  wäre  ^j 
ein  Quadrat,  was  nicht  sein  kann.     Es  bleibt  also  nur: 

Wj-  -|-  2mim2  =  12, 
und  ebenso  aus  ^g- 

m.^  -\~  Im^m^  =  12, 
also  

mi  =  —  m.2  =  ±  2  V—  3, 
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und  die  beiden  Grundformen  werden: 

■       ^,=xt  +  2  V^  x^x^  +  x^ 
0,  =  x}  —  2  V^  x-^xi  4-  X.}. 

Zwisclien  den  drei  Grundformen /,  0^ ,  ^^  kann  man  eine 
Relation  herleiten,  wenn  man  Xi^  x.j  eliminirt.    ^lan  findet  aus  (7) 

2  {x^  +  xi)  =  ^1  +  ^o 

4  V— 3  xlxl  =  01  —  ^2, 
und  aus  (1) 

p  =  xlxl  (xi  +  x^y-  —  4:X^x.^, 

woraus  man  leicht  berechnet 

(8)  12  V^  /2  =  0^  —  01 

Die  Substitutionen  0,  ^,  %  erhalten,  wenn  sie  mit  der  Deter- 
minante 1  dargestellt  werden,  den  Ausdruck: 

«»>      (;,-°)-C:ö).' 

\ 

woraus  nach  den  im  §.  50  aufgestellten  Bedingungen  folgt,  dass 
die  entsprechende  Gruppe  orthogonaler  ternärer  Substitutionen 
reell  ist. 

Wendet  man  die  Substitutionen  (9)  mit  der  Determinante  1 
auf  die  Grundform  /  (Xi ,  x.2)  an ,  so  ergiebt  eine  sehr  einfache 
Rechnung,  dass  die  Grundform  /  eine  absolute  Invariante 
der  binären  Gruppe  G  ist. 

Dieselbe  Eigenschaft  hat  auch  die  Hesse'sche  Determinante 
von  /: 

if  =  -  ^  [/"  (^■i,^i)/"(^2,^2)  -/'(^■i,^2)T 

=  (xt  +  x.}y+  Uxtx.^, 

die  nichts  Anderes  ist,  als  das  Product  der  beiden  Functionen 
01,  0.2',  während  die  Functionen  0^  und  0.2  selbst  bei  der  dritten 
der  Substitutionen  (9)  eine  dritte  Einheitswurzel  als  Factor 
annehmen. 


1  —  i 

1—i 

2     ' 

2 

1  +  i 

i+i 
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§.  57. 
'     Die   Octaedergruppe. 

Bei  der  Octaedergruppe  kommt  ein  System  von  sechs  con- 
jugirten  vierzähligen  Polen  vor.  Wir  haben  demnach  eine  Sub- 
stitution 4*^^  Grades,  deren  Periode 

1,  0,  02^  @\     @i  =  1 
ein  Paar  dieser  conjugirten  vierzähligen  Pole  giebt.    Nach  §.  53,  1. 
können  wir  in  der  Gruppe  die  Substitutionen  annehmen: 

(1)  &(x)  =  ix,     il^(x)  =  — , 
und  es  ist 

(2)  21J^  =    1,      01/;   =   1^03,      02^   =   1/;  02,      &B^   =  il;0. 

Die  zu  dem  Systeme  der  vierzähligen  Pole  gehörige  Grund- 
form 6*®^  Grades  muss  bis  auf  einen  constanten  Factor  unge- 
ändert  bleiben  durch  die  Substitutionen  0  und  1/',  und  sie  muss 
ausserdem  den  Factor  x^  X2  enthalten,  also  von  einer  der  beiden 
Formen  sein 

Xi  X2   x^^i         X.2  Jf      Xi  X2  yX-^  —j—  X.2  j> 

Es  ist  gleichgültig,  welche  der  beiden  Annahmen  wir  ver- 
folgen, da  die  eine  durch  die  Substitution  ix2  für  X2,  was  dem 
Uebergange  zu  einer  transformirten  Gruppe  entspricht,  in  die 
andere  übergeht.     Nehmen  wir 

(3)  /  (^1,  X2)  =  X,  x.2  (xf  —  X.}) 

als  Grundform  G*^"  Grades  an,  so  sind  die  sechs  vierzähligen  Pole 

(4)  0,   CO,  1,  —1,  i,  -i. 

Es  muss  nun  nach  §.  53,  2.  in  G  eine  Substitution  %  geben, 
so  dass 

Z(-1)  =  0,     ;k(+1)=  a, 

ist,  und  wenn  man  den  constanten  Factor  wie  bei  der  Tetraeder- 
gruppe bestimmt  [§.  56,  (2)],  so  findet  sich 

(5)  ^W  =  »|^- 
Hieraus  erhalten  wir 
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und  die  Relationen 

(6)  ®l  =  y} ^  0^     ®''l  =  l^.     &'^x  =  i^Q 

Diese  Relationen  in  Verbindung  mit  (2)  zeigen,  dass  die 
Substitutionen 

(7)  yj-  r  0^     A  =  0,  1,  2;     fi  =  0,  1 ;     i^  ==  0,  1,  2,  3 

in  der  That  eine  Gruppe  bilden,  weil  man  mit  ihrer  Hülfe  jede 
Substitution  der  Form 

und  folglich  durch  Wiederholung  auch  jede  Substitution 

j^/.  1^"  0»    yj'jl}^'@'' 

in  die  Form  (7)  bringen  kann.  Die  Gruppe  kann  explicite  in 
der  Form 

(8)  ''^'  ^'   '■'  1^'     ^'  "'  =  0,  1,  2,  3 

dargestellt  werden  und  ist  vom  24^*^^  Grade.  Es  ist  die  Octaeder- 
gruppe. 

Die  Gruppe  hat  einen  Normaltheiler  12*^^  Grades,  den  man 
in  der  Form  yj-ip'' 0^^  darstellen  kann  und  der  eine  Tetraeder- 
gruppe ist. 

Die  Darstellung  wird  in  gewisser  Beziehung  einfacher,  wenn 
man  an  Stelle  von  i^  ein  neues  Element 

(9)  co  =  i>@  =  ^ 

einführt,  was  ebenso  wie  i/-'  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Dann 
kann  die  Gruppe  dargestellt  werden  durch 

und  an  Stelle   der  Relationen  (2)  und  (6)   treten  die   folgenden: 
CO  X  =  x^  co^     ayj  =  X^ 

(10)  ©x  =  x-<^®\  @^x  =  x^®^  @'^x  =  %''®^  e^x"-  =  %'^^& 

Alle  diese  Relationen  aber  ergeben  sich  als  Folgerungen 
aus  den  vieren: 

(11)  c}x  =  x-^->  &(o  =  G}e\  ei  =  x-GiQ^  &'-x  =  x^®\ 

in  Verbindung  mit  den  die  Grade  ausdrückenden  Formeln: 
(12)  x^  =  1,     w2  ==1,     04  =  1. 
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Es  folgt  nämlich  zunächst  aus  der  zweiten  der  Relationen  (11): 

&2cj  =  &co@i  =  co0'^,     @3a  =  &co&^  =  CO0, 
ferner  aus  der  letzten  (11): 


und  weiter; 


Wenn  wir  nun  irgend  drei  Elemente  x^  co,  0  haben,  die  sich 
nach  irgend  einer  Regel  componiren  lassen,  wenn  dabei  %  vom 
dritten,  co  vom  zweiten,  &  vom  vierten  Grade  ist,  so  folgt  aus 
dem  Bestehen  der  Relationen  (11),  dass  die  Elemente  x^of^O^ 
eine  Gruppe  24^*®^  Grades  bilden,  die  mit  der  Octaedergruppe 
isomorph  ist.  Dazu  ist  nur  noch  nachzuweisen,  dass  aus  diesen 
Voraussetzungen  folgt,  dass  die  24  Elemente  x^ca^®^  alle  von 
einander  verschieden  sind.     Nehmen  wir  an,  es  sei 

so  würde  folgen: 

^;.-/'  __  09"' 0"-^«-.", 

und  nach  (11): 

^;.-/'  __  ^u'—u0±(v—v')^ 

Nun  folgt  aber  aus  (11),  dass  üj  0,  «02,  «03  vom  zweiten 
Grade  sind,  und  da  x  vom  dritten  Grade  ist,  so  kann  diese  Be- 
ziehung nur  stattfinden,  wenn  l  —  A'  durch  3,  ft  —  ^'  durch  2  und 
V  —  v'  durch  4  theilbar,  also  x^'  =  X/\  ^^  =  ^''S  ®^  =  ®''  ist. 

Nach  der  aus  (10)  folgenden  Relation 

können  wir  co  aus  x  ^^iid  0  zusammensetzen  und  daher  x  ^i^d  0 
als  erzeugende  Substitutionen  der  Gruppe  ansehen. 

Die  noch  fehlenden  beiden  Grundformen  achten  und  zwölften 
Grades  findet  man  sehr  leicht,  wenn  man  zunächst  die  Hesse' sehe 
Covariante  von  /  bildet. 

Man  erhält  so  die  Grundform  achten  Grades : 

(13)  W=  xl  +  14  ^*  x,^  +  xi, 

und  wenn  man  aus  /  und  W  die  Functionaldeterminante  bildet, 
die  ja  wieder  eine  Covariante  von  /  ist  (Bd.  I,  §.  59,  60),  so 
ergiebt  sich  die  Grundform  zwölften  Grades : 

(14)  K  =  x\^  —  SSx^x^  —  SSx^xi  +  xl^ 
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Die  Wurzeln  von  /  entsprechen  den  sechs  Octaederecken 
oder  den  sechs  Würfelflächen;  die  Wurzeln  von  W  den  acht 
Octaederflächen  oder  Würfelecken,  und  die  Wurzeln  von  K  so- 
wohl beim  Octaeder  als  beim  Würfel  den  12  Kanten  (vgl.  §.  48). 

Wenn  man  die  Formen   W.  K  so  darstellt: 

W=  {xt  +  x^y  -\-V2xt  x{,  K=  {x}  +  x.^y  —  36  x^ x^  (x^  +  x^), 

so  lässt  sich  leicht  die  zwischen  den   drei  Functionen  /,   TF,  K 
bestehende  identische  Relation  ableiten: 

(15)  TF3  —  K^  =  lOSfK 

Die  Octaedergruppe  enthält,  wie  man  sieht,  die  Tetraeder- 
gruppe und  entsteht  aus  ihr  durch  Hinzunahme  der  einen  Sub- 
stitution 0(x)  =  ix.  Die  Grundformen  des  Octaeders  sind  also 
zugleich  invariante  Formen  des  Tetraeders,  und  in  der  That 
stimmen  die  Formen  /  des  Tetraeders  und  Octaeders  mit  ein- 
ander genau  überein,  und  es  ist   W  =  0^00-. 

K  =  I  (Ol  +  mh    (§•  56). 

Mit  der  Determinante  1  geschrieben,  lauten  die  beiden  er- 
zeugenden Substitutionen  der  Octaedergruppe  so: 

■yr,  o\ 
0  =  1      ^ 

'■  vil 

worin  V2  /  =  1  -j-  i  zu  setzen  ist. 

Durch  die  Substitution  ©  ändert  nun  die  Form  /  (.i-j ,  jPo)- 
wie  die  Formel  (3)  unmittelbar  zeigt,  ihr  Vorzeichen.  Durch 
Anwendung  von  x  werden  die  linearen  Factoren  von  /  folgender- 
maassen  verändert: 


«x/j  )  Xc) ,  Xj  X-2 1  Xy  «^2 1  1     i  2 1         1  2 

X-i    —\~   X.-y  X\  X^t  .  f  1        •  \  /  •  \  •"  X-\  A  Xn 

Vi  i  i  V'li  V2i  V2i 

und  daraus  geht  hervor,  ästss  f  (xi,  Xo)  durch  Anwendung  der 
Substitution  x  unge ändert  bleibt,  und  dadurch  sind  die 
Aenderungen  der  Form  /  durch  alle  anderen  Octaedersubstitu- 
tionen  zugleich  mit  bestimmt. 

Die   Hesse' sehe   Covariante    W   von  /   bleibt    ungeändert, 
wenn  /  in  — /  verwandelt  wird,  und  folglich  bleibt    W  bei  den 
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Octaeclersubstitutionen   absolut   ungeändert,   während   K  wieder 
die  gleichen  Vorzeichenänderungen  wie  /  erleidet. 


§.  58. 
Die  Ikosaedergruppe. 

Da  wir  bei  der  Ikosaedergruppe  nur  ein  System  conjugirter 
fünfzäliliger  Pole  haben,  so  können  wir  (§.  53,  1.)  in  dieser  Gruppe 
die  beiden  Substitutionen 

(1)  &{X)  =  ^X,       ^{x)=^ 

annehmen,  worin  e  eine  primitive  fünfte  Einheitswurzel  bedeutet. 
Wir  nehmen  hier,  was  freisteht,  die  Substitutionen  i/;  in  der 
Form  — 1  :  X  an,  weil  dadurch  die  Formeln  einfacher  werden. 
Die  zu  dem  Systeme  der  fünfzähligen  Pole  gehörige  Grundform 
]2ten  Grades  muss,  da  sie  die  Substitutionen  (1)  gestattet,  von 
der  Form  sein: 

(2)  /  (x^.x^)  =  ^1  Xc^  (:rf  -|-  m  xfx^  —  xf% 

und  es  handelt  sich  noch  um  die  Bestimmung  des  constanten 
Factors  m.  Die  beiden  anderen  Grundformen  sind  vom  20^*^° 
und  30«*®"  Grade.  Wir  können  nun  m  nach  dem  Satze  §.  54,  4. 
bestimmen,  wenn  wir  eine  Covariante  von  f  (x)  bilden  können, 
deren  Grad  niedriger  als  60  ist,  und  die  sich  nicht  als  ein  Pro- 
duct  aus  Potenzen  von  drei  Functionen  12*®^  20 ^*®^  30^*®"  Grades 
darstellen  lässt,  die  nach  dem  erwähnten  Satze  identisch  Null 
sein  muss. 

Nun  lässt  sich  leicht  eine  Covariante  16*®''  Grades  von  der 
Form  /  bilden,  wenn  wir  nach  Bd.  I,  §.  60  die  vierte  Polare  der 
Form  /  (Xi.  x.,)  nehmen: 

12.11  .10.9  Pi(x,t)  = 

%  li*  +   ^h  I'l2   +   %  ll'y  +  %  ll  i!  +  ^4  l}. 


worin 


dx^'    '        dxidx^'    '        dxi  dxi 


A/-^      (j    X»  C   Xn 

Daraus    erhalten    wir   eine   Covariante    16*®''   Grades   von   /  als 


d  Xi  d  x^  V  ju^ 
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erste  Invariante  der  in  Bezug  auf  die  Variablen  ^i,  I2  biquadra- 
tischen Form,  nämlich  (Bd.  I,  §.  64): 

(3)  tio  —  3  ^^1 1(3  4"  12  Wo  W4. 

Da  aber  eine  Form  16*^^  Grades  sich  nicht  als  Product  von 
Formen  12*^^  20^*^^  und  30^*^^  Grades  darstellen  lassen  kann,  so 
muss  diese  Covariante  identisch  verschwinden.     Nun  ist  hier 

iio  ^  11.10.9.8  x{x,  +  6.5.4.3  m  x^-x.f, 
Ui  =  4.11.10.9  x}  +  4.6.5.4.6  m  xf x^, 
^2  =  63..52  m  x*x^, 

M3  =  —  4 .  11 .  10 .  9  a;|  +  4 .  6  .  5  . 4 .  6  m  ^r.j^Ä^f, 
i(4  =  —  11 .  10 .  9  .  8  ic/  .Ti  +  6  .  5  . 4  .  3  m  x:jxf, 

und  wenn  wir  daraus  die  Covariante  (3)  bilden  und  den  Coeffi- 
cienten  von  x^  x^  gleich  0  setzen,  so  ergiebt  sich  m  =  +  11. 
Beide  Zahlen  sind  hier  zulässig.  Die  eine  Annahme  wird  auf 
die  andere  zurückgeführt  durch  die  Vertauschung  von  x-^  mit 
—  Xi ,  also  durch  eine  Transformation  der  Gruppe.  Wir  setzen 
demnach: 

(4)  /  {x^.x^)  =  x^Xo  {x\^  +  11  xlx.l  —  x\% 

Die  zehn  noch  fehlenden  fünfzähligen  Pole  erhält  man  also 
durch  Auflösung  der  Gleichung 

^10  _|_  11  ^:,  _   1  ^  0, 
aus  der  man  _  _ 

.        —11  4- 5  Vi"        /— l+Vö'V 

^^  =  — ^. —  =  V — f — ; 

findet.     Setzen  wir  demnach  .  _ 

27t        — 1  +  V5 

0}  =  s    -\-  e-^  =  2  cos  ^r-  =  — —k 

0  2 

CD    =  £^  -\-   £^  =    2  cos   -^-  = 

0  2  " 

so  dass 

(6)  09^   -f-   CO   ^    1,       CO   -\-   Co'   ^   —    1,       05  Oj'   =:    —    1 

ist,  so  sind  die  fünfzähligen  Pole  ausser  0  und   x  : 

(7)  ^  =  s'^cj.    8^0'  =  ^^^     ;.  =  0,  1,  2,  3,  4. 

CO 

Nun  wenden  wir  den  Satz  §.  53,  2.  an,  nach  dem,  wenn  «,  a' 
zwei  Pole  einer  Substitution  @  sind,  und  h  ein  zu  a  conjugirter 
Pol  ist,   eine   Substitution  x   hi   der  Gruppe   existiren    muss.   so 
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dass  h  =  %{a),  h' =  %  (a')  die  beiden  Pole  der  Substitution 
^— 1  0  ^  sind.  Darin  können  wir  oo  und  0  für  a  und  a'  nehmen, 
und  CO  für  h.  Dann  wird  b'  ein  noch  näher  zu  bestimmender 
Pol  I  aus  der  Reihe  (7),  und  für  x  erhalten  wir  die  Form 


n^)  —  yx  +  8  -  \y,  ö) 


worin 

(«)  ^»-7-^  =  1 

ZU  setzen  ist. 

Nun  können  wir  für  0  jede  der  Substitutionen  e^ x  nehmen, 
wenn  nur  h  nicht  durch  5  theilbar  ist,  und  erhalten  so  die  Sub- 
stitution 


%-' 


®^  =  U,,       a)[o,l){r,ö) 


(. 


e^^ocd  —  ßy,     (e^^  —  1)  ß  d^ 
(£'*  —  1)  wy,     ad  —  i^'  ß  y^ 

deren  Pole  co  und  |  sein  müssen.  Nach  §.51,  (6)  müssen  also 
09  und  I  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

ayx'^  +  (wo  +  /3y)  rr  +  /3d  =  0 
sein,  woraus 

ßd  ,        8    .    ß  , 

ay  ^'       y     ^     a  ^ 

folgt.    Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  mittelst  (8): 

{(^  +  8){a8-\-ßy)  =  0, 

und  da  ad  -^  ßy  nicht  verschwinden  kann,  weil  sonst  ca -j- 1  =  0 
sein  müsste,  was  nach  (7)  nicht  möglich  ist,  so  ist  «  -|-  ^  =  0. 
Danach  erhalten  wir  für  %^  wenn  wir  der  Einfachheit  halber 
y  ^=  1  annehmen: 

CO,         ß 


(^)  "       VI,  -. 

Hierin  ist  /3,  was  nach  (8)  den  Werth  — o  |  hat,  noch  zu 
bestimmen. 

Wenn  wir  die  Substitution  %  als  bekannt  annehmen,  so 
können  wir  die  ganze  Ikosaedergruppe  bilden. 

Man  hat  nämlich,  wenn  man  r  und  s  die  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4 
durchlaufen  lässt,  in  dieser  Gruppe  die  Substitutionen 

(10)  0%     1^0%     @rj^0s^     @r^^0s^ 


&' 

= a: 

'?)• 

i^0r 

=(- 

0,    1\ 

■er,  oy' 

0ry  0s 

= g: 

03,          £' 

—  e- 

-sßy 

0>  X^.'  &' 

=t 

£^03, 

£''ra\ 

1  ; 

=(- 

-e"-  ßco- 
1. 

£-"  0)- 

-.)■ 

i  — CO-  keine  Potenz   von   s   ist, 

ersichtlich 

keine 

§,  58.  Ikosaedergruppe.  223 

deren  Zahl   gerade  60  beträgt.     Dass  sie  alle  von  einander  ver- 
schieden sind,   sieht  man,   wenn  man  sie  in  der  Form  darstellt: 

(11) 

(12) 
(13) 
(U) 


von  denen,   da 

zwei  einander  gleich  sind. 

Die  Ikosaedergruppe  hat,  wie  wir  gesehen  haben.  12  lÜnf- 
zählige  Pole.  Je  zwei  dieser  Pole  sind  die  Pole  von  vier  Sub- 
stitutionen 5*®^  Grades,  die  mit  der  Identität  zusammen  einen 
fünfgliedrigen  Cyklus  bilden.  Folglich  giebt  es  in  der  Gruppe 
24  Elemente  5^^^  Grades.  Ebenso  giebt  es  20  dreizählige  Pole, 
die  zu  20  Substitutionen  dritter  Ordnung  führen,  und  30  zwei- 
zählige  Pole,  die  zu  zweien  die  Pole  von  je  einer  Substitution 
zweiter  Ordnung  sind,  so  dass  es  15  Substitutionen  zweiter  Ord- 
nung giebt.     Dies  giebt  mit  der  Identität  zusammen 

24  +  20  +  15  +  1  =  60. 

Die  Bestimmung  von  ß  in  der  Substitution  %  ergiebt  sich 
nun  durch  Betrachtung  der  Grade  von  (13)  und  (14).    Wir  bilden 

dazu  zunächst  für  eine  beliebige  lineare  Substitution  S  =  (    'j 

die  zweite  und  dritte  Wiederholung: 


d)\ 

_  /  ai-^2ahc  +  hcd,    ?>  (a^ -f  t  c  4- a  f?  +  (?2)\ 
""  \c{a-'  +  bc  +  ad^d-'),    d-^-f-ahc  +  2b  cd   /' 


und  wenn  wir  von  dem  Falle  absehen,  dass  b  oder  c  ver- 
schwindet, der  hier  nicht  in  Betracht  kommt,  so  erhalten  wir  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung: 
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für  eine  Substitution  zweiter  Ordnung 

(15)  a  +  d  =  0, 

und  für  eine  Substitution  dritter  Ordnung 

(16)  a2  -f  6  c  +  a  (Z  +  (/2  =  0. 

Nun  sind  die  Substitutionen  (11),  abgesehen  von  der  darunter 
enthaltenen  identischen,  von  der  fünften  Ordnung.  Die  fünf  Sub- 
stitutionen (12)  sind  von  der  zweiten  Ordnung.  Von  den  Sub- 
stitutionen (13)  sind  nach  (15)  die  fünf  in  der  Form  ©'i®-"- 
enthaltenen  (und  nur  diese)  von  der  zweiten  Ordnung,  und 
folglich  müssen  noch  fünf  von  den  Substitutionen  (14)  von  der 
zweiten  Ordnung  sein.  Dies  ist  aber  nach  (15)  nur  möglich, 
wenn  ß  eine  Potenz  von  e  ist. 

Die  Substitutionen  dritter  Ordnung  müssen  sich  nun  auf 
die  Formen  (13)  und  (14)  vertheilen.  Für  diese  ergeben  sich 
nach  (16)  die  Bedingungen: 

dass  (13)  von  der  dritten  Ordnung  sei 

(17)  032  (£'•  +  «  +  £-0+.)  _  1)  ^  „  ^^ 
und  dass  (14)  von  der  dritten  Ordnung  sei 

(18)  G)^  z=  ß   —   £-(*•  +  *)   —   ß^   f^  +  «. 

Soll  aber  auch  nur  eine  der  beiden  Bedingungen  (17)  oder 
(18)  befriedigt  werden  können,  so  muss 

ß  =  1 

sein.  Denn  co^  ist  reell  und  die  ganze  linke  Seite  von  (17)  ist 
also  gleichfalls  reell;  folglich  muss  ß  reell,  und  da  es  eine  Potenz 
von  £  ist,  gleich  1  sein. 

Soll  aber  (18)  befriedigt  werden,  so  darf  sich  die  linke  Seite 
nicht  ändern,  wenn  man  zu  den  conjugirt  imaginären  Grössen 
übergeht;  d.  h.  es  muss 

/3  — £-('•  +  «)— /32£*'  +  «  —   /5-l_£'-  +  Ä_/3-2  £-(»•  +  «) 

oder 

{ß  —  ß-^)  (1— /3-1  £-('•  + ^)  —  /3£''  +  ^)  ==  0 

sein,  und  dies  ist,  weil  ß  eine  Potenz  von  £  ist,  nur  möglich, 
wenn  ß  =  /3— ^,  also  ß  =  l  ist. 

Hiernach  sind  fünf  von  den  Substitutionen  (14)  von  der 
zweiten  Ordnung,  nämlich  0^ x^p  &—^\  und  es  ergiebt  sich,  dass 
(13)  von  der  dritten  Ordnung  ist,  wenn 
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oder,  wenn  man  mit  «'-  multiplicirt,  nach  (5)  und  (6) 

Sr^s  _l_   £-(r  +  s)    _    1    ::=_£_   £-1   _   2 

eine  Bedingung,  die  dann  und  nur  dann  erfüllt  ist,  wenn 
r  -f-  s  ^  i  2  (mod  5)  ist. 

Wenn  (14j  von  der  dritten  Ordnung  sein  soll,  so  muss 
nach  (18)  und  (b) 

£2   _^    £-2   _|_    2    =r=    1    —    £-('•  +  «)    _    6'-+^- 
£2  ^    £-2   J^    £,-^.   ^    ^-(r  +  s)   ^1    =   0 

sein,  und  diese  Bedingung  ist  dann  und  nur  dann  befriedigt, 
wenn  r  -f-  s  ^  it  1  (mod  5)  ist. 

Hiernach  erhalten  wir,  wie  es  sein  muss,  in  (13)  und  (14) 
gerade  10  Substitutionen  zweiter  und  20  Substitutionen  dritter 
Ordnung,  und  die  anderen  Fälle  bleiben  also  für  die  fünfte  Ord- 
nung übrig. 

Fassen  wir  das  Resultat  dieser  Betrachtung  zusammen,  so 
haben  wir: 

Die  Substitution  %  i^^^ss  den  Ausdruck  haben: 

und  unter  den  60  Substitutionen  (lOj: 

(20)  &'\  t&'\  &'%&',  0'  xi'^' 
kommen  ausser  der  Identität  vor: 

1.5  Substitutionen  2^"^  Grades: 

t^0%   0'7,0-'-,   0'x^'0~'"    >*  =  0,  1,  2,  3,  4, 

(21)  20  Substitutionen  3^^^^  Grades: 

0>  X0',        r  -f-  s  =  ±  2  (mod  5) 
0'Xi'  0«,     r  -^  s  ^  ib  1  (mod  5), 
24  Substitutionen  5*^^  Grades: 
0r     @>  y0s^        ^^  j^  s  ^  ±  l  (mod  5) 
0'Xi'  ®^    r  +  s  =  ±  2  (mod  5). 
In   expliciter  Form   erhält   man   für   die   Substitutionen  (20) 
den  Ausdruck: 

^-^   U,  ü*  v-1,  o;-  Vi,  -t-^coj'  V  f^«,  1  ; 


(2 
oder 


et'    /^ 

^         X       '        X  —  £-*«      '  E^G)X-\-\ 

Weber,  Algebra.    IL  15 


226  Achter  Abschnitt.  §.  58. 

Um  also  endlich  die  Existenz  der  Ikosaedergruppe  fest- 
zustellen, ist  noch  nachzuweisen,  dass  die  Gesammtheit  der  Sub- 
stitutionen (20)  eine  Gruppe  bildet.  Dies  folgt  aber  aus  den 
nun  abzuleitenden  Compositionsgesetzen. 

Zunächst  ergiebt  sich  ^sehr  einfach  aus  der  Bedeutung 
von  @,  jp,  %: 

«  =  (;;;)-  =  (_:;;).  »  =  {r;_L) 

(23)  ^®=@-^^,     %^  =  ^%. 

Ferner  erhält  man  für  jeden  beliebigen  Exponenten  l\ 

oder,  indem  man  nach  (5)  und  (6) 

(24)  09   ==    £  -|-   £-1,       «'  =    £2  -f-    £-2,       a  Co'  =  —    l 

setzt : 

Setzen  wir  darin  zunächst  A=l,  so  folgt  nach  (24), (13), (14): 

l^t       Vs-l,  «  —  «V       V    1,         -«(£  +  1)7 

=  (l,      _a-.«')  =  (     a»,   1    )  =  ®^*®' 

woraus,  wenn  man  beiderseits  zur  entgegengesetzten  Substitution 
übergeht, 

folgt.     Setzt  man  andererseits  /l  =  2,  so  folgt: 

z^z    Vfä-i,  £-i;     V  1,      -«(6^+1); 

worin  wieder  0  durch  0— ^  ersetzt  werden  kann.    Man  hat  daher 
die  Compositionsformeln : 

(25)  x®±^i  =  ®±^i^®±\     x@±^i  =  @^^i®^K 

Durch  Anwendung  der  Formeln  (23)  und  (25)  kann  man 
nun  je  zwei  der  Substitutionen  (20)  componiren  und  gelangt 
immer  wieder  auf  eine  Substitution  von  der  Form  (20),  wodurch 
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die  Gruppennatur  nachgewiesen  und  die  Ikosaedergruppe  ge- 
bildet ist. 

Aus  der  ersten  Formel  (25)  ergiebt  sich  noch 

woraus  man  schliesst,  dass  ^  aus  %  ^^^  0  abgeleitet  werden 
kann,  dass  also  %  ^^^  ®  allein  schon  als  erzeugende  Sub- 
stitutionen der  Ikosaedergruppe  betrachtet  werden 
können. 

Wollen  wdr  die  Substitution  x  ii^it  der  Determinante  1  dar- 
stellen, so  beachten  wir  die  Relation 

—  a-2  —   l  =  (0   —   2  =  (8-  —   £-2)2, 

und  erhalten,  wenn  wir  noch  s  -j-  £— ^  für  co  einsetzen: 


(26)  X  = 


—    £-1'      8-'—8- 
1  —1 

\8^—e~''    8  —  £-1/ 


§.  59. 
Die  Theiler  der  Ikosaedergruppe. 

Die  Theiler  der  Ikosaedergruppe  müssen  unter  den  niedri- 
geren Polyedergruppen  gesucht  werden.  Darunter  finden  sich 
zunächst  die  cyklischen  Gruppen  C»,  deren  jede  aus  der  Periode 
einer  der  Ikosaedersubstitutionen  besteht.  Die  Abzahlung  der 
Anzahl  dieser  Gruppen  ergiebt  sich  sofort  aus  der  Zusammen- 
stellung der  Substitutionen  nach  ihren  Graden,  wie  w^ir  sie  im 
vorigen  Paragraphen  gegeben  haben;  nämlich: 

15  Gruppen  C2, 

10         „  C3, 

6         .  C\. 

Es     sind     ferner    in    der     Ikosaedergruppe    Diedergruppen 

D2,  A,  A    enthalten,   als    deren    Repräsentanten   war   folgende 

aufstellen : 

D,    :    1,  x^'.  0-'L  ^L  ^'0^  @-'^X<^^ 
A    :    &'\  ^&'\  r  =  0,  1,  2,  3,  4,  5. 

15* 
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Die  Anzahl  der  Diedergruppen  erbalten  wir  daraus,  dass  die 
Diedergruppe  durch  die  in  ihr  enthaltene  cyklische  Gruppe  voll- 
ständig bestimmt  ist  (§.  55).  Bei  der  Vierergruppe  ist  aber 
noch  zu  beachten,  dass  man  dieselbe  Gruppe  erhält,  wenn  man 
von  ip,  von  %  oder  von  i' %  ausgeht,  und  dass  also  die  direct 
erhaltene  Zahl  durch  3  zu  dividiren  ist.  Die  Anzahl  der  D2  ist 
also  5,  die  der  D3  ist  10  und  die  der  D5  ist  C. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  aber  die  in  der  Ikosaeder- 
gruppe  enthaltenen  Tetraedergruppen.  Wir  wollen  eine  von 
ihnen,  die  wdr  mit   Q  bezeichnen,  bestimmen. 

Die  Tetraedergruppe  muss  (nach  §.  56)  eine  Vierergruppe  D2 
enthalten.  Wir  gehen  von  einer  solchen  Gruppe  Dg  ^^s  und 
wählen  dazu 

Es  muss  nun  weiter  in  Q  eine  Substitution  dritter  Ordnung 
vorkommen.  Diese  können  wdr  in  einer  der  beiden  Formen 
Sr^0s  Qfigj.  0ryyip0s  annehmen.  Da  beide  Annahmen  zu  dem- 
selben Resultate  führen,  wählen  w^ir  als  Substitution  dritter 
Ordnung 

(f  =  0'  x&%     r  ^s  =  ±2  (mod  5)    [§.  58,  (21)]. 

Von  den  Zahlen  r,  s  kann  aber  keine  ^  0  sein,  weil  sonst 
entweder  xcp  oder  cp  %  eine  Potenz  von  0,  also  vom  5*^^  Grade 
wäre,  während  doch  in  Q  kein  Element  5*^^  Grades  vorkommen 
kann. 

Wir  bilden  ferner  nach  §.  58,  (23),  (25): 

X(p  :^  @^Xip  0''  +  ^^        r  ^  ±_  1 

xcp  =  0-'-X  0-^  +  ^     r  =  ±2, 

wodurch   aus    dem    oben    angeführten    Grunde    im    ersten   Falle 

r  ^  —  s,  im  zweiten   r  ^^  s   ausgeschlossen  ist,   und  im   ersten 

Falle   2  r  -(-  s  ^  4^  1 ,   im   zweiten    —  2r-|-s^+2   gefordert 

wird.     Danach  bleiben  die  vier  möglichen  Fälle 

r  =  ±1,     s  =  ±2,     r  =  ±2,     s  =  ±1  (mod  5) 
übrig. 

Wenn   von    den    so   bestimmten    vier    Substitutionen    dritter 

Ordnung  eine  in  Q  vorkommt,  so  kommen  auch  die  drei  anderen 

vor.     Denn  setzen  wir 

(1)  cp  =  0x0\ 
so  ergiebt  sich  nach  §.  58,  (23),  (25): 

(2)  (p'^  =  0-^x&-\   (px  =  ®-'x(^-^    X^-^=®^1®' 
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Bildet  man  ausserdem  noch  cp  4.\  (p~'^  i\  (pxi'^  Z^^^^i 
so  folgt: 

woraus  man  sieht,  dass  man  zu  keinem  anderen  Resultate  kom- 
men würde,  wenn  man  die  Substitution  dritter  Ordnung,  von 
der  man  ausgeht,  in  der  zweiten  Form  S'  i^S^  annehmen 
wollte.  Die  ganze  Gruppe  Q  ist  also  durch  die  angenommene 
Vierergruppe  D.2  völlig  bestimmt,  und  man  erhält  sie  in  der  Form 
1  i^ 

(p  =  &X0\  (pil^  =  0x^  0~', 

(3)  X  X  ^' 

(px  =  0-^x  e-2,  cpxi'  -=  ©-'  X 1 02, 

Man  kann  diese  Gruppe  aus  den  Substitutionen  cp^  ip,  x  ^^^ 
den  Erzeugenden  ableiten  und  sie  in  die  Form  setzen: 

r  —  0   1    '^ 

Dass  dadurch  wirklich  eine  Tetraedergruppe  dargestellt  ist, 
ergiebt  sich  aus  den  Zusammensetzungen,  die  man  mittelst 
§.  58,  (23),  (25)  leicht  aus  (1)  findet: 

/5>v  i^(p  =  (px^'.      X^  =  ^^. 

i'cp-^  =  Xcp-^^i,^^     Xcp^=  cp^yil;.     ^i^i^. 

Da  in  der  Tetraedergruppe  fünf  Vierergruppen  B^  enthalten 
sind,  so  hat  die  Ikosaedergruppe  fünf  Tetraedergruppen  zu 
Theilern.  Diese  können  wir  aus  Q  durch  Transformation  mittelst 
der  Potenzen  von  0  ableiten  und  erhalten  sie  in  der  Form 

0-^  Q  0'-         r  =  0.  1,  2,  3,  4. 

Diese  Gruppen  haben,  ausser  der  Identität,  keine  Substitution 
mit  einander  gemein.  Denn  die  beiden  Gruppen  Q  und  0-^  ^  0 
haben  ausser  der  Identität  nur  die  beiden  Elemente 

0-2  ;t  0-1,     0X&-' 

mit  einander  gemein,  und  von  diesen  kommt  keines  in  0  Q  0-^  vor. 

Daraus   ergiebt  sich  nun   nach  dem  Satze  2.  in   §.  28,   dass 

die  Ikosaedergruppe  isomorph  ist  mit  einer  Permutationsgruppe 
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ßQsten  Grrades  von  fünf  Ziffern.  Diese  Permutationsgruppe  ergiebt 
sich,  wenn  wir  mit  den  Nebengruppen 

Q,    Q®,    Q0^,    Q®\    Q®^ 

die  sämmtlichen  Elemente  6  der  Ikosaedergruppe  verbinden,  also 

Qö,    Q@a,    §02(5,    Q0^6,    Q0i6 

bilden,  und  die  dadurch  bewirkte  Permutation  dieser  Neben- 
gruppen untersuchen.  Für  die  erzeugenden  Substitutionen  der 
Ikosaedergruppe  6  =  0^^,%  erhalten  wir  so  die  Permutationen 

(1,   0,    0^   0\   04)  6  =  0 

(Q,    Q0,    Q0^    Q0\    Q0^\ 
\Q,    Q0\    Q0\    Q0\    Q0J  "^ 

/Q,    Q0,    Q0^    Q0\    Q0^^ 
\Q,    Q0\    Q0\    Q0,   Q0\ 

Letzteres  findet  man  aus  den  Formeln  (1)  und  (2),  wonach 
0X  =  (p0->,  0^x  =  X(p'0S  0'%  =  9)2  0,  0^x  =  fpX®'- 
Man  sieht,  dass  diese  Permutationen  alle  zur  ersten  Art 
gehören,  und  dass  also  die  Permutationsgruppe,  um  die  es  sich 
handelt,  keine  andere  als  die  alternirende  Gruppe  von  fünf 
Ziffern  (Bd.  I,  §.  177)  sein  kann.  Daraus  ergiebt  sich  auch,  dass 
die  Ikosaedergruppe  einfach  ist,  und  folglich  mit  der  Gruppe 
übereinstimmt,  die  wir  schon  in  §.  34  vorläufig  als  Ikosaeder- 
gruppe bezeichnet  haben. 

§.  60. 
Die  Grundformen  der  Ikosaedergruppe. 

Wir  haben  oben  die  eine  der  drei  Grundformen  der  Ikosaeder- 
gruppe /  gefunden : 

(1)  f  =  x^x,  (xf  +  11  x^x^  —  4«). 

Es  fehlen  uns  also  noch  zwei  dieser  Formen,  eine  vom 
20sten  ^nd  eine  vom  30^*^^  Grade. 

Die  Grundform  20^*^^  Grades  ergiebt  sich  als  die  Hesse'sche 
Covariante  von  /.     Wir  setzen  sie 

(2)  -ff  =  1^  [/"(^i,^.)  f"(^2,x,)  -/"(^i,a-2)'], 
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und  finden  durch  einfache  Rechnung: 

(3)  H=  —  {xf  +  xf)  +  228  {xf  xl  —  xf  x})  —  494 x\^ x\^. 

Die  Grundform  30^^"'  Grades  können  wir  als  die  Functional- 
determinante  von  H  und  /  definiren.     Setzen  wir 

(4)  T  =  i  [/'  (X,)  H'  (X,)  -  /' (X,)  H'  {x,)-\, 
SO  findet  sich 

(5)  T  =  (xf  +  xf)  4-  522  (xf  xl  —  xl  xf) 

—  10005  (xf  xf  +  xf  xf). 

Auch  zwischen  diesen  drei  Formen  besteht  eine  identische 
Relation.     Um  sie  zu  finden,  setzen  wir 

y      /v^lO     /ylO  ij     /y>  5    /yi  5 

/.    tX.  j^  "^  2  '        f^    1       2 1 

und  erhalten,  wenn  wir  bei  T  den  Factor  xf  -\-  xf  heraus- 
nehmen und  dann  jT^  bilden: 

p  =  ^(l-\-\\^)\ 

i?  =  —  A2  -f  228  l\i  —  496  ^2, 

T2  =  (A2  -|-  4^2)  (A2  _^  522  A/Lt  —  10004  ^[12)2. 

Daraus  erhält  man  durch  die  numerische  Berechnung 

(6)  T2  +  jys  =  1728/5, 

was  die  gesuchte  Relation  ist. 

Da  die  Ikosaedergruppe,  wie  wir  gesehen  haben,  einfach 
ist,  so  kann  sie  nach  §.  40  keine  relativen  Invarianten  haben. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Ikosaederformen  /,  jö,  T  absolut 
ungeändert  bleiben,  w^enn  man  sie  den  mit  der  Determinante  1 
dargestellten  binären  Ikosaedersubstitutionen  unterwirft.  Das- 
selbe lässt  sich  aber  auch,  ohne  jene  allgemeinen  Sätze  zu  be- 
nutzen, in  folgender  Weise  direct  nachweisen. 

Die  Relation  (6)  lässt  sich  in  der  Form  darstellen: 

T2  773 

und  die  beiden  Quotienten  T'^  :  p,  H^  :  /^  können  wir  als  Func- 
tionen der  einen  Veränderlichen  x  =^  x-^  :  x^  auff'assen.  Wenden 
wir  auf  diese  Variable  eine  Substitution  der  Ikosaedergruppe  an, 
so  ändern  sich  diese  beiden  Quotienten  nur  um  constante  Fac- 
toren.  d.  \\.  wenn  wir 
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setzen  und  mit  h,  Ix,  zwei  Constanten  bezeichnen,  so  ist 

vorausgesetzt,  dass  i    '  "I  j   eine   der  Ikosaedersubstitutionen   ist. 

Da  nun  aber  y  sowohl  als  x  eine  unabhängige  Variable  ist,  so 
besteht  nach  (7)  die  Identität 

0{x)  +  -^{x)  =  liO{x)  +  lW{x)  =  1728, 

und  da  O  und  'P*  nicht  in  constantem  Verhältnisse  stehen,  so 
muss  /j  =  Ä;  =  1  sein,  d.  h.  die  Quotienten  ^  und  W  bleiben 
bei  den  Ikosaedersubstitutionen  absolut  un geändert. 

Daraus  ergiebt  sich  weiter ,  dass/,  H^  T  bei  den  homo- 
genen Ikosaedersubstitutionen  mit  der  Determinante  1 
absolut  ungeändert  bleiben. 

Denn  wenn  /  durch  eine  solche  Substitution  in  cf  übergeht, 
so  gehen  H  und  T  in  c-H  und  c^  T  über  [nach  (2)  und  (4)],  und 
die  Quotienten  O  und  W  \\\  cO  und  c  ^.  Da  andererseits  O 
und  y^  ungeändert  bleiben,  so  ist  c  =  1. 

Setzen  wir  ^^  (x)  =  ^,  so  wird  <Xf  (x)  =  1728  —  ^,  und  wir 
erhalten  aus  (8)  die  beiden  Gleichungen: 

(9)  H^-zp  =  0, 

(10)  T'-^  —  (1728  —  ^)/5  =r  0, 

von  denen  wegen  der  Identität  (6)  die  eine  aus  der  anderen 
folgt,  so  dass  es  eigentlich  nur  zwei  verschiedene  Formen  für 
eine  und  dieselbe  Gleichung  sind.  Betrachten  wir  nun  darin  z 
als  gegeben,  so  haben  wir  eine  Gleichung  60^*^"  Grades  für  .r, 
die  die  Ikosaedergleichung  heisst. 

Auf  die  Eigenschaften  dieser  Gleichung  und  ihre  Beziehung 
zu  der  allgemeinen  Gleichung  5*^"  Grades  kommen  wir  in  einem 
späteren  Abschnitte  zurück. 

§.  61. 
Die  Invarianten   des  Ikosaeders. 

Durch  die  Grundformen  der  Polyedergruppen,  die  wir  bisher 
kennen  gelernt  haben,  ist,  wie  wir  jetzt  beweisen  können,  das 
Gebiet  der  Invarianten  der  betreffenden  Gruppen  erschöpft.    Wir 
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beschränken  uns  bei  diesem  Beweise  auf  die  Betrachtung  der 
Ikosaedergruppe,  da  für  die  anderen  Gruppen  ganz  ähnliche 
Schlüsse  zu  machen  sind,  die  wir  dem  Leser  überlassen  können. 
Der  Umstand,  dass  bei  der  Tetraeder-  und  Octaedergruppe  neben 
den  absoluten  auch  relative  Invarianten  vorkommen,  während  die 
Ikosaedergruppe  als  einfache  Gruppe  nur  absolute  Invarianten 
hat,  ist  hierbei  von  keinem  wesentlichen  Einflüsse. 

Wir  beweisen  also,  dass  alle  Invarianten  der  Ikosaeder- 
gruppe sich  als  ganze  rationale  Functionen  der  drei  Formen 
/,  H,  T  darstellen  lassen. 

Dazu  führt  uns  folgende  Schlusskette: 

1.  Keine   zwei  der   Ikosaederformen  /,  i/,  T   haben 
einen  gemeinschaftlichen   Theiler. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  dieser  Functionen, 
wonach  die  Gleichungen  /  ^  0,  if  =  0,  T  =  0  die  fünfzähligen, 
dreizähligen  und  zweizähligen  Pole  liefern,  die  alle  von  einander 
verschieden  sind. 

2.  Eine   Doppelwurzel  der  Ikosaedergleichung 

(1)  Hi  —  2p  =  0 

ist  nothwendig  eine  Wurzel  von/,  H  oder  T,  und 
kann  also  nur  für  einen  der  Werthe  ^  =  0,  oo,  1728 
eintreten. 

Wenn  nämlich  (1)  eine  Doppelwurzel  hat,  so  müssen  mit 
der  Function  zugleich  die  erste  Ableitung,  oder,  wenn  man  die 
homogene  Form  anwendet,  nach  der  Eul er' sehen  Theorie  [Bd.  I, 
§.  17.  (5)]  die  beiden  Ableitungen  nach  x-^  und  x.2  zugleich  ver- 
schwinden, also 

^mH'{x,)-bzpf{x,)  =  0, 

3 H^  H' {x^)  —  hspf  {x.2)  =  0; 

folglich  bleiben,  da  H  und  /  nach  1.  nicht  zugleich  verschwinden, 
nur  drei  Möglichkeiten :  entweder  if  =  0 ,  ^  =  0 ,  oder  /  =  0, 
^  =  X,  oder  endlich 

H'(x,)f{x.2)-R'{x.;)f\x,)  =  0, 

d.  h.  T=0,  3  =  1728  [§.  60,  (4)].  Hieran  schliesst  sich  auch 
der  evidente  Satz: 
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3.  Wenn  «7(^1,^2)  irgend  eine  invariante  Form  der 
Ikosaedergruppe  ist,  und  |  eine  ihrer  Wurzeln, 
so  dass  e^d,  1)  =  0  ist,  so  sind  auch  alle  die 
Grössen  Wurzeln  von  J,  die  aus  |  durch  die 
gebrochenen  Ikosaedersubstitutionen  hervor- 
gehen. 

Wenn  daher  J  mit  einer  der  Functionen  /,  i/,  T  einen  Theiler 
gemein  hat,  so  ist  J  durch  die  betreffende  Form  theilbar. 

Wir  denken  uns  nun  zunächst  aus  J  möglichst  hohe  Po- 
tenzen der  drei  Grundformen  /,  H,  T  weggehoben,  so  dass  J  zu 
diesen  Functionen  theilerfremd  ist.  Ist  dann  |  eine  Wurzel 
von  e7,  so  können  wir  7]  so  bestimmen,  dass  |  eine  Wurzel  der 
Form 

ist,  und  I  ist  dann  nach  2.  eine  einfache  Wurzel  von  @.  Es 
müssen  dann  auch  nach  3.  alle  übrigen  Wurzeln  von  0  zugleich 
Wurzeln  von  J  sein,  d.  h.  J  ist  durch  &  theilbar.  Der  Quotient 
ist  wieder  eine  invariante  Form  des  Ikosaeders,  und  der  Schluss 
lässt  sich  wiederholen.     Wir  kommen  so  zu  dem  Satze: 

4.  Jede  Invariante  des  Ikosaeders  lässt  sich  in  der 
Form  darstellen: 

(2)  J(x,,x,)=Cf"  H?  T^  F{H\  f% 

worin  w,  /3,  y  nicht  negative  ganze  Zahlen,  C  eine 
Constante  und  F  eine  ganze  homogene  Function 
bedeuten. 


§•  62. 

Polyedergruppen  der  zweiten  Art.     Krystallographische 

Gruppen. 

Wir  haben  schon  im  §.51  auf  Gruppen  linearer  ternärer 
Substitutionen  aufmerksam  gemacht,  die  ausser  den  eigentlichen 
auch  uneigentlich  orthogonale  Substitutionen  enthalten,  und  die 
wir  Gruppen  der  zweiten  Art  nennen. 

Wir  wollen  die  endlichen  unter  ihnen  jetzt  als  Polyeder- 
gruppen der  zweiten  Art  oder  auch  als  erweiterte  Polyeder- 
gruppen,   und    die    darin    enthaltenen    Substitutionen    mit   der 
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Determinante  —  1  als  Substitutionen  der  zweiten  Art 
bezeichnen. 

Nach  den  Resultaten  des  §.  50  sind  diese  Gruppen  isomorph 
mit  den  Gruppen  binärer  linearer  Substitutionen  mit  der  Deter- 
minante -|-  1  und  —  1,  während  bei  den  gebrochenen  Substitu- 
tionen, die  uns  auf  die  Polyedergruppen  geführt  haben,  die  beiden 
Arten  nicht  unterscheidbar  sind. 

Die  endlichen  Gruppen  der  zweiten  Art  sind,  abgesehen  von 
ihrem  allgemeinen  gruppentheoretischen  Interesse,  wichtig  wegen 
ihrer  Anwendung  in  der  Krystallographie.  Ihre  vollständige  Be- 
stimmung bietet  jetzt  keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  mehr. 
Wir  verstehen  unter  Substitutionen  schlechtweg  binäre  lineare 
Substitutionen  mit  der  Determinante  ^^  1,  und  erinnern  daran, 
dass  zwei  solche  Substitutionen,  deren  Coefficienten  sich  nur 
durch- das  gemeinschaftliche  Vorzeichen  unterscheiden,  wie 


als  nicht  verschieden  gelten  (§.  49). 

Da  eine  Gruppe  linearer  Substitutionen  die  identische  Sub- 
stitution enthält,  die  von  der  Determinante  -|-  1  ist,  so  müssen 
in  jeder  Gruppe  Q  der  zweiten  Art  neben  den  uneigentlichen 
auch  eigentliche  Substitutionen  vorkommen,  und  diese  eigent- 
lichen Substitutionen  bilden  für  sich  eine  Gruppe  P.  Ist  (p 
irgend  eine  in  Q  vorkommende  Substitution  der  zweiten  Art,  so 
kommt  jede  Composition  von  qp  mit  einer  Substitution  aus  Q 
der  zweiten  Art  in  P  vor,  und  daher  können  wir  Q  immer  so 
zerlegen : 
(1)  Q  =  P  +  Pq,. 

Die  Gruppe  P  muss  eine  der  früher  betrachteten  Polyeder- 
gruppen sein.  Es  muss  cp-^Pq)  =  P  sein,  und  P  ist  also  ein 
Normaltheiler  von  Q.  Ist  umgekehrt  P  eine  Polyedergruppe  und 
cp  eine  Substitution  zweiter  Art,  die  der  Bedingung  cp—^  P  cp  z=  P 
genügt,  so  ist  Q  =  P  -{-  Pcp   eine  Gruppe   der  zweiten  Art. 

Auch  hier  betrachten  wir  zwei  Gruppen,  die  durch  Trans- 
formation aus  einander  hervorgehen,  als  nicht  wesentlich  ver- 
schieden. Wir  haben,  um  alle  Q  zu  bilden,  die  verschiedenen 
Fälle  durchzugehen. 

I.  Ist  P  die  Einheitsgruppe,  die  wir  als  cyklische  Gruppe 
ersten  Grades  mit  Ci   bezeichnen,   besteht  also  P   nur   aus   der 
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identischen  Substitution,  so  muss  92  --  i  gein^  und  dies  ist  auch 
ausreichend.     Wir  können  hier  durch  Transformation  cp  auf  die 

Form  (    '         _j  j  bringen  und  erhalten  als  Bedingung  oc^  =  ;^  1, 

und  demnach  zwei  Formen  der  Substitution  q) : 

von  denen  der  erste  die  Inversion,  der  zweite  die  Spiegelung 
genannt  wird.  Ueberträgt  man  sie  nach  §.  50,  (1)  auf  eine 
rechtwinkelige  Coordinatentransformation ,  so  bedeutet  cp'  die 
gleichzeitige  Vorzeichenänderung  aller  drei  Coordinaten,  (p"  die 
Vertauschung  von  x  mit  —  x.  Es  ergeben  sich  hieraus  die  beiden 
Gruppen  der  zweiten  Art: 

IL     Es  sei  P  eine  cyklische  Gruppe  Cn,  n  ^  1. 
Setzen  wir 

(3)  '^^(o,!-.)'      ^  =  ^^' 
so  ist  nach  §.  55 : 

(4)  Cn  =  1,  c,  c2,  .  .  .,  c'^-i, 
worin  ^  o    ^     ^ 

'■ = (?  :-.)■• 

wenn  nun 

(5)  'P  =  C;d)'    -8-ßy  =  -l 

ist,  so  bilden  wir  zunächst 

/adi  —  ßya-\  ßö  (s  —  s-')\ 

(6)  ^- «  -^  =  (_ „ ,  (/-V^),  Le-^-ßr  a) ' 

^^'  ^  -\(u+S)r,  ßr  +  s^) 

Diese  beiden  Substitutionen  müssen  in  der  Reihe  (4)  vor- 
kommen, und  es  muss  also  /3d  =  0,  «y  =  0  sein;  also  müssen 
entweder  ß  und  y  oder  w  und  d  =  0  sein.  Ist  |3  =  7  =  0,  so 
folgt  aus  (7),  dass  oc  von  der  Form  £^/2»-,  also 


^ 
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sein  miiss,  worin  r  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Je  nachdem  r 
ungerade  oder  gerade  angenommen  wird,  erhalten  wir  zwei  ver- 
scliiedene  Gruppen,  die  sich  nicht  durch  Transformation  auf 
einander  zurückführen  lassen: 


1)  C;,  =  r     '  ^    ,,J     7^  =  0,  1,  ...,  2n-L 


2)       c;;  =  r    '        "  ,,.,1    7^=0,1,...,  .^-1. 

(beide  Vorzeichen) 

AYenn  n  gerade  ist,  so  kommen  Ci  und  €['  beide  unter  C'n 
vor;  ist  aber  n  ungerade,  so  kommt  Ci  in   C'„,   Ci'  in   C'n  vor. 

Ist  sodann  «  =  ö  =  0 ,  (3y  =  l.  so  können  wir  cp  durch 
die  Transformation 

fß-\  0    \  /O,  /3\   //3V.,  0      \  _  /O,  1\ 

Vo,     /3V  V}^,  oy  vo,  /3-^-2;  -  Vi,  o;' 

durch  die  die  Gruppe  P  ungeändert  bleibt,  umformen,  und  er- 
halten noch  eine  dritte  Gruppe: 

.  ™_(f^.  0         ]       (o,  c~^\ 

\P,       e      "  /        \ß      "  ,  0      / 

7i  =  0,  1,  .  .  .,  n  —  1. 

III.  Es  sei  P  die  Diedergruppe  D,i.  die  aus  den  Sub- 
stitutionen 

(r.^  Dn  =  1,   c,    c^     .  .  .,  c-»-i  _  /O,  ?\ 

^^  f7,  Cf7,  c-^d,  .  .  .,  c"-if7'       "  V,  Oy 

=  C„+  Cnd 

besteht.  Die  Substitution  c  ist  vom  n^^^,  die  c^(7  sind  alle  vom 
2^^^  Grade.  Es  ist  aber  cp-'^ccp  vom  n^^"^  Grade,  und  muss 
daher,  wenn  n  ":>-  2  ist,  unter  den  Potenzen  von  c  enthalten 
sein.  Folglich  sind  zur  Bestimmung  von  (p  die  vorigen  Betrach- 
tungen anwendbar,  und  in  der  Gruppe  Q  muss  eine  der  Gruppen 
C«,  C'n,  C'n  enthalten  sein.  Da  d  nicht  in  diesen  Gruppen  vor- 
kommt, so  ergeben  sich  für  die  Diedergruppen  zweiter  Art  die 
Formen 

(9)  C„  +  C„  d,     C-  +  C„  d,     Cn  +  Cn  d, 
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von  denen  die  beiden  ersten 

/    Ttih  \  / 

~.  0         \ 


§.62. 


/i  z=  0,  1,  .  .  .,  2»^  —  1, 


TTl/l 


\0,     ±  e     "  / 


0,  e        2n  \ 

7rt(2/t  +  ti)  i 


/i  =  0,  1,  .  .  .,  ?^  —  1 


sind,  während  die  dritte  Gruppe  (9) 

\    / 


/   Ttih 


71  ih 


0,       e      "  /        \e     "  ,  0 


7tih\ 

0,  e^^ 


0, 


{2h^ny 


/   7t  i 

/    —  (2;»  +  n) 


,       0 


—  -—  (2  /i  +  «) 
—  6      2n^       ^    -»^    0 


,0,  —  e 


^(2/.  +  «) 


A  =  0,  1,  .  .  .,  ^i  —  1 


ergiebt,  was  bei  geradem  n  mit  Dil,  bei  ungeradem  n  mit  D^ 
übereinstimmt. 

Der  Fall  n==2,  woc  =  (^'       .)  ist,  bildet  nur  eine  schein- 

bare  Ausnahme,  weil  in  diesem  Falle 


(10) 


(p—'^C(p  =  d     oder     cp—^ccp  =  cd 


sein  kann.    Verfolgt  man  diese  Annahmen  durch  einfache  Rech- 
nung, so  ergeben  sich  noch  zwei  Gruppen: 


(H) 


worin 


1,  c,  d,  cd,     (pi,  (piC,     <pi(l,     (picd 
1,  c,  d,  cd,     q^a,  92  C)     'Pi'^t     f^cd, 


9i  = 


I—     M 

1       — 1 

VV2'  V2/ 


(p,  = 


/J i_\ 

VI'      Vi 
IvT'  ~V2/ 
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Es  ist  aber 


^r'^2  9i  __ 

0 
ccp^  =  cpi  d,       d  (pi  =  cpi  c^     c  d  cpi  =  cp^^dc 

C  Cp2    =   (p2d  C,       d  Cpo    =    92  (^^       (^  (^  92    ='    92  ^7 

und    aus    diesen    Formeln   folgt,    dass    die    Gruppen    (11)    durch 
Transformation  mit  cp^  und  cp2  in  D2  transformirt  werden. 

Bei  der  Bestimmung  der  übrigen  Polyedergruppen  zweiter 
Art  sind   die  folgenden    allgemeinen   Bemerkungen   von   Nutzen. 

Die  Inversion  j  =  I'    .  j  ist  eine  Aehnlichkeitssubstitution  (§.  37) 

und    daher   mit   jeder  anderen    Substitution   vertauschbar,    und 
folglich   können  wir  aus  jeder  Polyedergruppe   erster  Art  wenig- 
stens eine  Gruppe  zweiter  Art  herleiten: 
(12)  P  +  Pj. 

um  die  anderen  etwa  noch  vorhandenen  Gruppen  dieser  Art 
zu  finden,  erinnern  wir  uns,  dass  nach  dem  Sy low" sehen  Satze 
(§.  29,  I.)  in  jeder  Gruppe  G  eine  Gruppe  enthalten  sein  muss, 
deren  Grad  die  höchste  Potenz  von  2  ist,  die  im  Grade  von  G 
aufgeht.  Die  erweiterten  Tetraeder-,  Octaeder-  und  Ikosaeder- 
gruppen  haben  aber  die  Grade  24,  48,  120,  müssen  also  einen 
Theiler  vom  Grade  8,  16,  8  enthalten. 

Es  sei  nun  T  die  Tetraeder-,  0  die  Octaeder-  und  J  die 
Ikosaedergruppe.  In  T  und  J  ist  eine  Vierergruppe  D.2  ent- 
halten, aber  keine  Substitution  vierter  Ordnung,  in  0  eine  Dieder- 
gruppe  1>4  und  keine  Substitution  achter  Ordnung,  und  es  muss 
daher  unter  den  erweiterten  Polyedergruppen  eine  der  unter  III. 
betrachteten  erweiterten  Diedergruppen  enthalten  sein. 

Von  den  erweiterten  Diedergruppen  entsteht  aber  Dö  aus  D^ 
durch  Inversion,  während 

VT,        0   \    /?;      0\    //VT,      0 


1, 

0 

0, 

1 

0, 

—  1 

.1, 

0 

0,  +  i  ViJ '  Vo,  —  ij  Vo,  +  V  i 
0,  -  i  V7\  /o,  i\  /o,  -  V7 
vT,       0   j'  U     oj'  \iV~i.     0 
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durch  Composition  von  D2  mit 

'0,     -  VT 


,?  V^      0 

entsteht,  also 

D2  =  n,  +  D,j, 

ergiebt.     Nun  ist  allgemein: 

1/«^  ß\^   _/     ^'    r^' 


-■(;:ö'-t;v/;). 


und  daraus  schliesst  man  nach  §.  56,  (4),  dass  j-'^Tji  =  T  ist, 
dass  also  aus  der  Tetraedergruppe  zwei  erweiterte  Gruppen 
T  z=  T  -\-  Tj  und  T"  =  T  +  Tj^  abgeleitet  werden  können ; 
aber  auch  nur  zwei,  weil  nach  §.  56  die  Tetraedergruppe  durch 
eine  darin  enthaltene  Vierergruppe  völlig  bestimmt  ist.  Denn 
wenn  wir  statt  der  Erweiterung  1)2  die  Erweiterung  der  Vierer- 
gruppe zu  einer  der  Gruppen  (11)  w^ählen,  so  erhalten  wir  eine 
erweiterte  Tetraedergruppe  T"',  die  durch  Transformation  mit 
9i  oder  cp2  in  T"  übergeht. 
Da  die  Substitution 


mit  der  Octaedergruppe  §.  57,  (8)  nicht  vertauschbar  ist,  so  lässt 
sich  aus  der  Octaedergruppe  ausser  durch  Inversion  keine  weitere 
Gruppe  zweiter  Art  ableiten,  und  dasselbe  gilt  von  der  Ikosaeder- 
gruppe.  Man  muss,  um  diese  Schlussweise  anzuwenden,  die 
Ikosaedergruppe  so  transformiren,  dass  eine  der  darin  enthaltenen 
Vierergruppen  die  einfachste  Gestalt  annimmt,  was  etwas  weit- 
läufig, aber  durchaus  nicht  schwierig  ist,  und  hier  nicht  weiter 
ausgeführt  werden  soll. 

Wir  erhalten  also  noch  folgende  Gruppen  zweiter  Art: 

IV.  1)     r  =  T+  Tj,         2)     T"  =  T+  Tj,. 

V.  0'  =  0+  Oj. 

IV.  J'  =  J  +  Jj. 
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Hierin  sind  die  32  Symmetriesysteme  der  Krystallographen 
enthalten.     Es  sind  die  Gruppen: 

Ol,  ci,  c;  B,,  Da,  D^ 

62,  C2,  62,  C3  1^3,  D3,  x/3 

C^3l     ^3i     ^3,     ^3  D4,    Z/4 

64,     C/4,     (7*  Dßi    -^6 

^e,   Oe,   (7^  T,      r,     T" 

0,    0'. 

Die  übrigen  Polyedergruppen  sind  in  der  Krystallographie 
durch  das  krystallographische  Gesetz  der  rationalen  Indices  aus- 
geschlossen 1). 


^)  Vgl.  Schön f Hess,  Krj'stallsysteme  u.  Kr3'stallstructur.    Leipzig  1891. 
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Neunter  Abschnitt. 
Congruenzgruppen. 


§.  63. 
Functionen- Co  ngruenzen. 

Aus  den  linearen  Substitutionen,  deren  Bildung  und  Zu- 
sammensetzung wir  in  den  früheren  Abschnitten  kennen  gelernt 
haben,  lassen  sich  noch  eine  ganz  andere  Art  endlicher  Gruppen 
ableiten,  die  Congruenzgruppen. 

Diese  Congruenzgruppen  haben  ein  mannigfaches  Interesse. 
Sie  stammen  zunächst  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen, wo  sie  sich  als  Galois'sche  Gruppen  der  Modular- 
gleichungen  einstellen.  Sie  sind  aber  auch  für  die  allgemeine 
Gruppentheorie  von  Wichtigkeit,  weil  sie  uns  ein  Mittel  geben, 
ganze  Reihen  von  einfachen  Gruppen  zu  bilden.  Dies  ist 
um  so  bemerkenswerther ,  als,  wie  wir  im  vierten  Abschnitte 
gesehen  haben,  die  einfachen  Gruppen,  wenigstens  unter  den 
niedrigeren  Gradzahlen,  sehr  selten  sind. 

Die  Theorie  dieser  Congruenzgruppen  wird  nicht  nur  ausser- 
ordentlich verallgemeinert,  sondern  die  herrschenden  Gesetze 
treten  weit  schärfer  hervor,  wenn  man  sich  auf  eine  von  Gauss 
herrührende  Erweiterung  des  Congruenzbegriffes  stützt,  die  seit- 
dem mehrfach  für  die  Probleme  der  Gruppentheorie,  besonders 
von  Galois,  ausgebildet  und  angewandt  worden  ist  i). 


1)  Galois,  „Sur  la  theorie  des  nombres".  Bulletin  des  sciences  math. 
de  Ferussac.  1830.  (Vergl.  die  Note  zu  §.  151  des  ersten  Bandes.)  — 
Schönemann,  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  höheren  Con- 
gruenzen,  deren  Modulus  eine  reelle  Primzahl  ist.  (Cr eile's  Journ.  f. 
Mathematik,  Bd.  31,  1846.)  —  Dedekind,  Abriss  einer  Theorie  der  höheren 
Congruenzen  in  Bezug  auf  einen  reellen  Primzahlmodulus.  (Cr eile's 
Journ.  f.  Mathematik,  Bd.  54,  1856.) 
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Um  eine  Grundlage  für  diese  Theorie  zu  gewinnen,  be- 
trachten wir  eine  ganze  Function   einer  veränderlichen  Grösse  t 

(1)  f(t)  =  «0 1-  +  a,  t—'  H h  «n-i  ^  +  a„, 

deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sein  sollen.  Wir  wählen  ausser- 
dem eine  Primzahl  p  als  Modulus,  und  nehmen  an,  üq  sei  durch 
p  nicht  theilbar. 

Zwei  ganze  Functionen  von  f,  in  denen  entsprechende  Coeffi- 
cienten nach  dem  Modul  p  congruent  sind,  sollen  selbst  nach 
dem  Modul  j;  congruent  genannt  werden. 

Die  Function /(f)  heisst  nach  dem  Modul  jj)  reducibel, 
wenn  es  zwei  ganze  ganzzahlige  Functionen  ^(f),  1^(0  giebt,  in 
deren  jeder  wenigstens  ein  von  t  abhängiges  Glied  einen  durch 
p  nicht  theilbaren  Coefficienten  hat,  so  dass 

(2)  f(t)  =  ^{t)t(t){moäp) 

ist.  In  q)(t)  und  ip  (t)  kann  man  alle  Glieder,  deren  Coefficienten 
durch  j>  theilbar  sind,  weglassen,  und  dann  muss  der  Grad  von 
cp  (t)  xp  (f)  mit  dem  Grade  von  /  (t)  übereinstimmen.  Es  müssen 
also  die  Grade  von  cp  (t)  und  ip  (t)  niedriger  als  n  sein.  Giebt 
es  keine  solche  Functionen  (p(t\  'J^(^),  so  heisst /(/)  nach  dem 
Modul  2)  irreducibel. 

Eine  nach  dem  ^lodul  p  irreducible  Function  ist  gewiss 
immer  im  Körper  der  rationalen  Zahlen  absolut  irreducibel.  Das 
Umgekehrte  ist  aber  nicht  nothwendig. 

So  ist  z.  B.  die  Function  2*<^^  Grades  P  —  B  reducibel  nach  p, 
wenn  B  quadratischer  Rest  von  p  ist;  denn  ist  a-  ^  B  (mod  p)^ 
so  ist 

t'-  —  B  =  {t  —  a)  (t  +  a)  (mod  2)). 

Dagegen  ist  P  —  iV,  wenn  N  Nichtrest  von  p  ist,  irreducibel, 
weil  sonst  t-  —  N  für  ein  rationales  t  durch  jj  theilbar  werden 
müsste. 

Ein  anderes  Beispiel  bieten  die  Functionen 

P  +  t  +  i,    r^  +  t  +  i, 

die  für  den  Modul  2  irreducibel  sind.  Denn  wären  sie  reducibel, 
so  müsste  einer  der  Factoren  linear  sein,  und  es  müsste  eine 
ganze  Zahl  geben,  die,  für  t  eingesetzt,  diese  Functionen  zu 
geraden  Zahlen  macht.  Das  aber  ist  offenbar  unmöglich,  da  beide 
Functionen  für  ^  =  0  und  ^  =  1  ungerade  Zahlen  sind. 

16* 
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Bedeutet 

(3)  P  =  t-+pj—^   +  p,t—^  H h  Pn-lt  +  pn 

eine  nach  dem  Modul  p  irreducible  Function  *^*^^  Grades,  in 
der  wir  der  Einfachheit  halber  den  Coefficienten  der  höchsten 
Potenz  t^  gleich  1  annehmen,  so  lässt  sich  aus  jeder  anderen 
ganzen  Function  F  (t)  mit  ganzzahligen  Coefficienten  ein  Rest 
0(t)  ableiten,  dessen  Grad  niedriger  als  n  ist,  indem  man  (nach 
§.  3  des  ersten  Bandes) 

(4)  F(t)=QP+Oit) 

setzt.  0  (t)  hat  hierin  ganzzahlige  Coefficienten,  und  wir  be- 
zeichnen ihre  Beziehung  zur  Function  F  (t)  als  eine  Congruenz 
nach  dem  Modul  P. 

Es  heissen  also  zwei  Functionen  -F(Q,  Fi(t),  die  denselben 
Rest  0  (t)  haben,  congruent  nach  dem  Modul  P,  was  durch 
die  Formel 

F(t)  =  F^{t)(modP) 

ausgedrückt  wird.  Damit  ist  gleichbedeutend,  dass  F  (t)  —  F^  (t) 
durch  P  theilbar  ist. 

Wenn  zwei  Functionen  F  (t)  und  F^  {t)  nicht  gleichen  Rest 
geben,  sondern  zwei  Reste,  die  nach  dem  Modul  p  congruent 
sind,  so  heissen  die  Functionen  P",  F^  congruent  nach  dem  Doppel- 
modul P,  p,  und  man  drückt  dies  durch  eine  Formel  so  aus: 

(5)  F(0  =  J\(0  (modP,p). 
Für  diese  Art  der  Congruenz  gilt  der  Satz: 

1.  Das  Product  zweier  Functionen  P(0,  Pi  (0  kann 
nicht  mit  Null  congruent  sein,  wenn  nicht  der 
eine  Factor  mit  Null  congruent  ist. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  dem  Algorithmus  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Theilers.  Ist  nämlich  Pj  eine  ganze  Function 
von  niedrigerem  Grade  als  P,  die  nicht  nach  dem  Modul  j:>  mit  Null 
congruent  ist,  so  kann  man  eine  Reihe  von  eben  solchen  Func- 
tionen P2,  P3,  .  .  .  von  abnehmendem  Grade,  und  die  Quotienten 
Qi^  Q^-i  '  •  '  gleichfalls  als  ganze  Functionen  so  bestimmen,  dass 

(6)  F^Q,P,  +  P,,     P,  =  Q,P,  +  P,,..., 

Pr-2  =    0.-1  Pv-1  +  Pr  (mod  p) 

wird,  und  die  Reihe  dieser  Gleichungen  bricht  ab,  wenn  Pv  eine 
Constante  (ganze  Zahl)  geworden  ist.     Diese  Constante  Pv  kann 
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aber  nicht  ^  0  (mod  p)  sein ;  denn  sonst  liesse  sich  aus  (6)  eine 
Congruenz  ableiten: 

P=  TFy^^  (modj;), 

in  der  T  eine  nicht  constante  Function  von  t  ist,  und  F  wäre 
nicht  irreducibel  nach  dem  Modul  p. 

Ist  nun  Q  irgend   eine   ganze  Function   von  f,   die   der  Be- 
dingung 

e  Pi  =  0  (mod  P,  p) 

genügt,  so  folgt  aus  (6)  durch  Multiplication  mit  Q: 

QF,  ^  0,  QF,  =  0,  ...,  QFr.  =  0  (mod  P,  p), 
also  Q  ^  0.    Und  wenn  wir  also  fiir  P^,  Q  die  Reste  der  Func- 
tionen F{t),  ^1  (0  setzen,  so  ist  hiermit  der  Satz  1.  bewiesen. 

Die  Reste   aller  Functionen  F  (t)  nach   dem    Modul  P  sind 
von  der  Form 

(7)  X  =  X(t)  =  Xo  +  x,t  -] h  -'^»-1  ^""S 

und  wenn  man  nur  die  nach  dem  Modul  p  incongruenten  unter 
ihnen  haben  will,  so  genügt  es,  die  Coefficienten  a^o,  a^i,  .  .  .  x^-i 
die  Reihe  der  Zahlen  0,1,2,  . . .,  p  —  1  durchlaufen  zu  lassen. 

Es  giebt  also  p"  und   nicht   mehr   nach   den   Moduln 
F,  p  incongruente  Functionen. 

§.  64. 
Congruenzkörper. 

Es  ist  nur  eine  andere  Ausdrucksweise  für  die   im  vorigen 
Paragraphen  durchgeführten  Betrachtungen,  wenn  man  mit  Galois 
eine  imaginäre  Zahl  s  einführt,  die  der  Congruenz 
(1)  F{e)  =  0  (modjj) 

genügt.  Eine  ganze  rationale  Zahl  dieser  Art  giebt  es  nicht, 
sobald  n  >  1  ist,  weil  sonst  F  (t)  —  P  (e)  =  (t  —  e)  Q  durch 
t  —  8  theilbar,  mithin  F{t)  =  {f  —  f)  Q,  und  F  (t)  nicht  irre- 
ducibel wäre.  Gleichwohl  kann  man,  wie  man  in  der  gewöhn- 
lichen Zahlenlehre  die  imaginäre  Einheit  i  =  V —  1  einführt,  ein 
solches  Symbol  e  in  der  Rechnung  benutzen.  Man  rechnet  damit, 
sofern  es  sich  um  Addition,  Subtraction  und  Multiplication 
handelt,  nach  den  Regeln  der  Buchstabenrechnung,  und  kann 
dabei  nach  Belieben  die  Gleichung  P  (f)  =  0  benutzen.  Man 
kann  sogar  unter  s  geradezu  eine  Wurzel  der  Gleichung  F{x)  =  0 
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im  gewöhnlichen  Sinne  verstehen.  Alle  Zahlen,  auf  die  man 
hierbei  kommt,  lassen  sich  auf  die  Form 

(2)  05  =  ao   -t"  %  £  +  .   •   •  -[-  ttn-i  £"-1 

bringen.  Da  bei  der  Rechnung  mit  solchen  Zahlen  der  Modul  p 
immer  festgehalten  wird,  so  wollen  wir  zwei  Zahlen,  die  nach 
dem  Modul  j)  congruent  sind,  geradezu  als  gleich  bezeichnen. 
Objecto  der  Rechnung  sind  dann  eigentlich  nicht  die  einzelnen 
Zahlen  selbst,  sondern  die  aus  allen  unter  einander  congruenten 
Zahlen  bestehenden  Zahlclassen.  Diese  Zahlen  cc  werden  die 
Galois' sehen  Imaginären  genannt.  Das  zu  einem  bestimmten 
£  gehörige  System  solcher  imaginärer  Zahlen  bezei9hnen  wir  der 
Abkürzung  wegen  mit  (5. 

Wir  haben  dann  zunächst  den  Satz: 

2.  Es  giebt  p«  und  nicht  mehr  verschiedene  Zahlen 
in  (5. 

Aus  dem  Satze  1.  aber  folgt  noch: 

3.  Das  Product  von  zwei  oder  mehr  Zahlen  aus  6 
ist  dann  und  nur  dann  gleich  Null,  wenn  wenig- 
stens einer  der  Factoren  gleich  Null  ist. 

Wir  erhalten  das  vollständige  Zahlensystem  (5,  wenn  man 
die  rationalen  Zahlen  »o,  a^,  .  .  .,  cin-i  in  (2)  je  ein  volles  Rest- 
system nach  dem  Modul  p  durchlaufen  lässt.  Jedes  System  (5 
enthält  die  Reste  der  natürlichen  Zahlen  0,  1,  .  .  .,p  —  1,  und 
für  71  =  l  ist  (S  mit  diesem  Systeme  identisch. 

Ist  a  eine  feste  von  Null  verschiedene  Zahl  in  (^,  so  durch- 
läuft a  I  zugleich  mit  |  das  volle  System  (5.  Denn  aus  3. 
folgt,  dass  a  ^  nur  dann  gleich  w  |'  sein  kann,  wenn  |  =  |'  ist. 
Daraus  folgt: 

4.  Sind  «,  ß  zwei  gegebene  Zahlen  in  (5  und  a  von 
Null  verschieden,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine 
Zahl  y  in  ©,  die  der  Bedingung 

ccy  =  ß 
genügt. 

Damit  ist  auch  die  Operation  der  Division  in  dem  Systeme  (§, 
als  erlaubt  nachgewiesen.  Wir  bezeichnen  die  Zaid  7,  deren 
Existenz  in  4.  ausgesprochen  ist,  mit 

ß  'Ja     oder     —  • 


§.64.  Congruenzkörper.  247 

Man  kann  das  System  (S  einen  endlichen  Körper  nennen, 
da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Zahlen  enthält,  die  das 
charakteristische  Merkmal  eines  Körpers,  nämlich  die  unbe- 
schränkte Ausführbarkeit  der  Rechenoperationen,  ausgenommen 
die  Division  durch  Null,  aufweisen  (Bd.  I,  §.  139)  i).  Wir  wollen 
daher  @  einen  Congruenzkörper  nennen. 

Es  soll  n  der  Grad  und  p  der  ^lodul  des  Körpers  6 
heissen. 

Ist  a  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  in  S,  so  durchläuft 
das  Product  a^  =  r]  zugleich  mit  |  das  volle  Zahlensystem  @. 
Schliessen  wir  |  ==  0  aus,  so  kommt  auch  rj  =  0  nicht  vor,  und 
das  Product  11  aller  |  stimmt  mit  dem  Producte  aller  rj  überein 
und  ist  von  Null  verschieden.  Durch  Multiplication  aller  Glei- 
chungen a^  =  rj  folgt  aber 

ap"-i  n  =  n, 

und  nach  Abwerfung  des  gemeinsamen  Factors  77  ergiebt  sich 
5.    der  Fermat'sche   Satz: 

(3)  cc^"-i  =  1. 

Multiplicirt  man  mit  «,  so  erhält  man  diesen  Satz  in  der  Form 

(4)  oiP''  =  «, 

in  der  er  auch  noch  für  «  =  0  besteht.  Ist  a  von  Null  ver- 
schieden, so  giebt  es  wegen  (3)  einen  kleinsten  positiven  Ex- 
ponenten e,  für  den 

(5)  a'  =  1 

ist,  und  für  den  folglich  die  Potenzen  1,  «,  «^^  .  ^^  <y/— i  von 
einander  verschieden  sind.  Man  sagt  dann,  a  gehört  zum  Ex- 
ponenten e.  Dieser  Exponent  e  muss  ein  Theiler  von  ^" —  1 
sein.  Denn  ist  «'"  =  1  für  irgend  einen  Exponenten  m,  so  setzen 
wir  m  =  qe  -\-  e',  worin  q  eine  ganze  Zahl  und  c'  <  e  ist.  Dann 
ist  auch  a^'  =  1,  und  folglich  muss  e'  =  0,  d.  h.  m  durch  e  theil- 
bar  sein.  Unter  diesen  Exponenten  m  findet  sich  auch  jj"  —  1. 
Setzen  vdr  also 

P^-l  =  ef, 

so  wird  a^'  immer  dann  zum  Exponenten  e  gehören,  wenn  h 
relativ  prim  zu  e  ist.  Denn  dann  und  nur  dann  ist  h  e  das 
kleinste  positive,  durch  e  theilbare  Vielfache  von  h. 


1)  Man  sehe  des  Verfassers  Abhandlung:  Die  allgemeinen  Grundlagen 
der  Galois' sehen  Gleichungstheorie.     Mathematische  Annaleu,  Bd.  43. 
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Giebt  es  also  überhaupt  eine  zum  Exponenten  e  gehörige 
Zahl  w,  so  giebt  es  so  viele  wie  relative  Primzahlen  zu  e,  die 
positiv  und  kleiner  als  e  sind,  eine  Zahl,  die  wir  schon  früher 
mit  cp{e)  bezeichnet  haben,  und  die,  wenn  e  alle  Divisoren  von 
j)"  —  1  durchläuft,  der  Relation 

(6)  V  q){e)  =  j,n  _  i 

genügt  (Bd.  I,  §.  132,  133). 

Ist  ip{e)  die  Anzahl  der  Zahlen  w,  die  zum  Exponenten  e 
gehören,  so  ist  il){e)  ^=  cp  {e)  oder  =  0,  und  da  die  Anzahl  aller 
Zahlen  a  gleich  p'^  —  1  ist  und  jede  Zahl  a  zu  einem  und  nur 
zu  einem  Exponenten  gehört,  so  ist  auch 

(7)  2  ip{e)  =i9"  -  1, 

und  aus  (6)  und  (7)  folgt,  dass  i/;(e)  immer  gleich  (p{e)  ist. 

Es  giebt  also  (p{p^ — 1)  Zahlen  y  in  (^,  die  zum  Exponenten 
pn —  i  gehören,  und  die  folglich  die  Eigenschaft  haben,  dass 
die  Potenzen 

(8)  1, 7,  r. . . .,  r'"-' 

alle  von  einander  verschieden  sind.  Durch  diese  Reihe  ist 
daher  die  Gesammtheit  der  von  Null  verschiedenen  Zahlen  in  (S 
erschöpft. 

Solche  Zahlen  y  heissen  primitive  Wurzeln  von  ^. 

Unter  den  Zahlen  in  ©  giebt  es  solche,  die  als  Quadrat 
einer  anderen  Zahl  in  (5  darstellbar  sind,  die  wir  Quadrate 
nennen,  und  andere,  bei  denen  dies  nicht  zutrifft,  die  wir  Nicht- 
quadrate  nennen. 

Wenn  p  =  2  ist,  so  ist  jede  Zahl  in  (S  ein  Quadrat,  wie  die 
Formel  (4)  zeigt. 

Wenn  aber  p  ungerade  ist,  so  besteht  die  eine  Hälfte  der 
von  Null  verschiedenen  Zahlen  in  @  aus  Quadraten,  die  andere 
aus  Nichtquadraten. 

Denn  zwei  entgegengesetzte  Zahlen,  wie  -\-a  und  — w,  sind 
bei  ungeradem  p  von  einander  verscliieden,  und  geben  trotzdem 
dasselbe  Quadrat.  Wenn  man  also  die  sämmtlichen  Zahlen  von 
©  zum  Quadrat  erhebt,  so  erhält  man  höchstens  1/2  Qj"  —  1)  ver- 
schiedene Quadrate.  Nun  kann  andererseits  ß^  nur  dann  gleich 
«2  sein,  wenn  /3  =  ±  «  ist ;  denn  aus  ß^  —a^z=(ß  —  cc){ß-[-a)  =  0 
folgt,  dass  ß  —  a  oder  ß  -\-  k  verschwinden  muss.  Es  giebt  also 
wirklich  1/2  {p^  —  1)  Quadrate  und  ebenso  viele  Nichtquadrate. 
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Wenn  man  die  Null  mit  zu  den  Quadraten  zählt,  so  erhält  man 
den  Satz: 

6.  Wenn  p  =  2  ist,  so  sind  alle  Zahlen  in  6  Qua- 
drate. Ist  jj  ungerade,  so  giebt  es  V2  (p"  +  1) 
Quadrate,  V2  (i^"  —  1)  Nichtquadrate  in  (S. 

Bei  ungeradem  p  muss  eine  primitive  Wurzel  immer  ein 
Nichtquadrat  sein  und  in  der  Reihe  (8)  sind  die  Zahlen  mit 
geraden  Exponenten  die  Quadrate,  die  mit  ungeraden  Exponenten 
die  Nichtquadrate. 

Das  Product  und  der  Quotient  zweier  Quadrate  ist  oöenbar 
wieder  ein  Quadrat. 

Daraus  folgt,  dass  das  Product  aus  einem  Nichtquadrat  und 
einem  von  Null  verschiedenen  Quadrate  ein  Nichtquadrat  ist. 
Denn  ist  das  Product  aß  ein  Quadrat  und  der  eine  Factor  a  ein 
Quadrat,  so  muss  auch  ß  =  aß  :  a  ein  Quadrat  sein. 

Weiter  schliesst  man  daraus,  dass  das  Product  von  zwei 
Nichtquadraten  ein  Quadrat  ist.  Denn  bedeutet  ß  irgend  ein 
Nichtquadrat,  so  lasse  man  in  dem  Producte  /3|  den  Factor  J 
die  sämmtlichen  von  Null  verschiedenen  Zahlen  von  6  durch- 
laufen. Das  Product  durchläuft  dann  dieselbe  Zahlenreihe,  und 
da  für  alle  quadratischen  |  das  Product  ß  |  Nichtquadrat  ist,  so 
muss  es  für  die  nichtquadratischen  |  Quadrat  sein. 

Alles  dies  ergiebt  sich  auch  sehr  einfach  aus  der  Dar- 
stellung (8)  der  Zahlen  von  6  durch  eine  primitive  Wurzel. 

Wir  schliessen  diese  allgemeinen  Betrachtungen  mit  dem 
Satze,  den  wir  später  brauchen  werden: 

7.  Jede  nicht  quadratische  Zahl  ist  die  Summe  von 
zwei  Quadraten. 

Hierbei  ist  p  als  ungerade  vorauszusetzen,  da  es  nur  dann 
nichtquadratische  Zahlen  giebt. 

Es  lässt  sich  dann  zunächst  jede  Zahl  ß  als  Differenz  zweier 
Quadrate  darstellen,  wie  die  Identität 

(ß  +  W  -iß-  Vd'  =  ß 

zeigt.    Ist  nun  —  1  ein  Quadrat  in  @,  so  setze  man 
und  erhält 

ß  =  i'  +  n'- 

Ist  aber  —  1  und  also  auch  p  —  1  Nichtquadrat,  so  suche 
man  in  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  1,  2,  .  .  .,^)  —  1,  deren 
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erstes  Glied  ein  Quadrat  und  deren  letztes  ein  Nichtquadrat  ist, 
ein  quadratisches  Glied  auf,  auf  welches  ein  Nichtquadrat  folgt. 
Ist  dann  also  a  =  |2  ein  Quadrat  und  |2  _j_  i  ein  Nicht- 
quadrat, so  ist,  wenn  ß  ein  Nichtquadrat  ist,  /3  :  |2  _|_  i  =  7^2  ein 
Quadrat,  und  daraus  folgt: 

w.  z.  b.  w. 

1  §.  65. 

Congruenzgruppen   im  Körper  @. 

In  jedem  Congruenzkörper  (S  kann  man  eine  endliche  Gruppe 
von  linearen  Substitutionen  bilden,  wenn  man  in 

die  Elemente  w,  /3,  7,  d  alle  Zahlen  von  (S  durchlaufen  lässt,  und 
wenn  man  je  zwei  dieser  Substitutionen  nach  der  Vorschrift 

.ox  M  ß\  /«',  ß'\  _  /«c.'  +  ßy\    aß'  +  ßd' 

^  ^  \r,  S)  W.  Ö7  ~\yc^'  +  äy',    yß'  +  ö  ö' 

componirt.  Der  Grad  dieser  Gruppe  ist  p^^,  wenn  p  der  Modul 
und  n  der  Grad  von  @  ist. 

Darin  ist  aber  eine  Gruppe  niedrigeren  Grades  enthalten. 
Nennen  wir  ad  —  ßy  die  Determinante  der  Substitution  (1),  so 
folgt  aus  (2),  dass  die  Determinante  der  aus  Ä  und  Ä'  com- 
ponirten  Substitution  ÄÄ'  gleich  dem  Producte  der  Deter- 
minanten von  Ä  und  Ä'  ist.  Wenn  wir  daher  den  Zahlen  a,  ß,  y,  ö 
die  Bedingung  auferlegen,  dass 
(3)  ad  —  ßy=l 

sein  soll,  so  bilden  auch  diese  Elemente  Ä  eine  Gruppe.  Der 
Grad  dieser  Gruppe  ist  gleich  der  Anzahl  der  Lösungen  von  (3). 
um  diese  Anzahl  zu  finden,  bemerken  wir  zunächst,  dass  wir 
für  w,  ß  irgend  zwei  Zahlen  aus  @  setzen  können,  die  nicht  beide 
gleich  Null  sind.  Denn  ist  etwa  a  von  Null  verschieden,  so 
kann  man  y  =  0^  d  =  1  :  a  setzen  und  hat  so  die  Bedingung  (3) 
erfüllt.  Die  Anzahl  der  brauchbaren  Zahlenpaare  w,  /3  ist  also 
j)2«_i.  Hat  man  aber  zu  einem  Zahlenpaare  a,  ß  eine  Lösung 
7o,  ^0  von  (3)  gefunden,  so  müssen  alle  übrigen  der  Bedingung 

a(d  -d,)  =  ß(y^  y,) 
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genügen,  imcl  wenn  man  also  y  —  yo  =  «I  setzt  (falls  a  von 
Null  verschieden  ist),  so  folgt  d  —  d^  =  /3|,  also 

y  =  7o  +  «I.    ^  =  ^0  +  /5|, 

und  umgekehrt  genügt  auch  jedes  in  dieser  Form  enthaltene 
Zahlenpaar  y,  8.  Dies  gilt  offenbar  auch  noch  in  dem  ausge- 
nommenen Falle  «  r=  0.  Da  wir  nun  ^^'*  verschiedene  Zahlen 
für  I  setzen  können,  so  ergiebt  sich  der  Grad  unserer  Gruppe 
gleich 

(4)  r  ip^»  - 1). 

Ist  p  ungerade,  so  können  wir  eine  noch  kleinere  Gruppe 
ableiten : 

Ist  nämlich  p  =  2^  so  ist  eine  Zahl  a  von  — «  nicht  ver- 
schieden, es  sind  also  auch  die  Elemente 

<»  C:5).(=^iS 

mit  einander  identisch.  Wenn  aber  ^y  ungerade  ist,  so  sind  die 
beiden  Elemente  (5)  von  einander  verschieden,  und  das  ganze 
System  dieser  Substitutionen  zerfällt  in  Paare  von  der  Form  (5). 
Wenn  wir  zwei  solche  Paare  nehmen  und  componiren  je 
ein  Element  des  einen  Paares  mit  je  einem  Element  des  anderen 
nach  der  Regel  (2),  so  erhalten  wir  nur  zwei  verschiedene  Ele- 
mente, die  wieder  ein  solches  Paar  bilden.  Diese  Paare  können 
also  selbst  als  Elemente  einer  neuen  Gruppe  vom  Grade 

(6)  i^"  JP'"'  -  1) 

aufgefasst  werden.  Wir  können  uns  auch  so  ausdrücken,  dass 
zwei  Elemente  Ä,  deren  entsprechende  Zahlen  nur  durch  das  Vor- 
zeichen unterschieden  sind,  als  nicht  verschieden  anzusehen  sind. 

Die  so  definirte  Gruppe,  deren  Grad  für  p  =  2  durch  (4) 
und  für  ein  ungerades  p  durch  (6)  ausgedrückt  ist,  wollen  wir 
die  zum  Körper  (§,  gehörige  Congruenzgruppe  nennen 
und  mit  E  bezeichnen. 

Für  die  genauere  Untersuchung  dieser  Gruppe  ist  es  von 
Wichtigkeit,  ein  System  erzeugender  Substitutionen  zu  kennen. 
Stellen  wir  nach  §.  64,  (2)  die  Zahlen  von  ©  in  der  Form  dar: 

(7)  I  =  :ro  +  ^1  £i  +  • h  Xn-i  e''-\ 

worin   die  Xi  rationale,  nach   dem  Modul  p   genommene  Zahlen 
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bedeuten,  so  erhalten  wir  ein  System  erzeugender  Substitutionen 
in  der  Form: 

(8)  J„  =  (_  J^  J) ,  B,  =  (J,-  J) ,  fe  =  0,  1,  .  .  .,  n-^. 

Um  dies  nachzuweisen,  bemerken  wir,  dass 
/1,0\   /1,0\  _  /        1,  0\ 

ist;  und  durch  wiederholte  Anwendung  hiervon  folgt,  wenn 

mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  c  eine  beliebige  Zahl  in  ©  ist, 

(9)  (J;  J)  =  ^o"  ^>'  ■  •  •  ^:"-T'- 

Ferner  folgt  durch  Zusammensetzung  mit  A^: 

o»)(-:::)(i;)=C":  ;)■(]::)(-?:  ;)=(_::;) 

/      0,  IW      1,  0\  /O, -IN  _  /l, /?\ 

V-1,  oA-i3,  lAi,    o;  -  Vo,  ly 

Daraus  geht  hervor,  dass  man  aus  den  Elementen  (8)   alle 
Substitutionen  von  der  Form 

/     «,  1\     /l,  ß\     /l,  0\     /     0,  1\ 

zusammensetzen  kann,  worin  cc,  /3,  y,  ö  beliebige  Zahlen  in  (5 
sind.     Ferner  ist 

^    ^     V-i,  oAo,  i;Vr,iy  ~  V-/3y-i,      -/5     A 

Nimmt  man   ß  von   Null  verschieden   an,    so   kann   man   a 
und   y  so   wählen ,    dass   w/3-|-l,    — /^^  —  1    beliebige   Zahlen 

werden,  und  nach  (11)  kann  man  also  alle  Substitutionen  (    '  ^  j, 

worin  8  von  Null  verschieden  ist,  aus  A^^^  Bu  zusammensetzen. 
Die  Beschränkung,  dass  8  von  Null  verschieden  sei,  kann  aber 
nach  der  Formel 

/«, /3\  ^  /_/3,  «\  /O,  — 1\ 

\7,  oy     V   0,  y)  Vi,    o; 

fallen  gelassen  werden. 
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Die  Gruppe  E  enthält  einen  Theiler  vom  Index  p*»  -[-  1,  der 
aus  allen  Substitutionen  der  Form 

Vo,  8) 

besteht,  worin  ß  jede  beliebige,  a  jede  von  Null  verschiedene 
Zahl  in  @  bedeutet,  und  8  =  a-^  ist. 

Diesem    Theiler    entspricht   eine   der   Gruppe   E  isomorphe 
Permutationsgruppe  von  2^"  -]- 1  Ziffern,  die  man  so  bilden  kann : 

Der  lineare  Ausdruck 
(12)  ,  =  4  +  ^    oderl  = -^^^ 

giebt  für  jede  Zahl  |  aus  (5  eine  entsprechende  Zahl  ?^,  aus- 
genommen, wenn  y  |  -f-  d  =  0  ist.  Ebenso  giebt  es  zu  jedem  ri 
ein  bestimmtes  |,  ausgenommen  für  yr]  —  «  =  0.  Um  diese 
Ausnahme  zu  beseitigen,  genügt  es,  das  System  ©  durch  Hinzu- 
fügung eines  Elementes,  das  wir  „Unendlich"  nennen  und  mit  00 
bezeichnen,  zu  erweitern.  Mit  diesem  Zeichen  wird  nach  den 
folgenden  Regeln  gerechnet,  worin  a  irgend  ein  Element  des  er- 
weiterten Systemes  E  bedeutet: 


a-\-  OD  =  cc  — 

00 

=  ^. 

ausser 

für 

a  =  00 

a   .    00  =  00 

?? 

» 

cc  =  0 

«   :   0    =  00 

T) 

V 

cc  =  0 

a  :    00  r=  0 

Jl 

n 

a  =  00 

Dann  führt  das  Ergebniss  jeder  Rechnung  mit  den  vier 
Species  immer  zu  einer  bestimmten  Zahl  des  Systems  E  und 
nur  die  Verbindungen  oo+:oo,0.oo,  0:0,  00:00  bleiben  ohne 
Bedeutung. 

Nach  (12)  entspricht  dann  der  Zahl  |  =  —  d  :  y  die  Zahl 
i^  =  00  ,  und  der  Zahl  |  =  00  die  Zahl  rj  =  a  :  y,  und  jeder 
Substitution  Ä  m  E  entspricht  eine  bestimmte  Permutation  der 
jp"  -|-  1  Elemente  des  erweiterten  Systemes  @.  Man  sieht  leicht, 
dass  nur  die  identische  Substitution  alle  diese  Elemente  unge- 
ändert  lässt,  und  dass  folglich  auch  zwei  verschiedene  Sub- 
stitutionen aus  E  immer  verschiedene  Permutationen  hervo^rrufen. 
Der  Isomorphismus  ist  also  einstufig. 
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§.  66. 
Einfachheit   der   Gruppe  E. 

Die  erste  Frage  bei  einer  eingehenderen  Untersuchung  der 
Gruppe  E  ist  die  nach  einem  etwa  vorhandenen  Normaltheiler. 
Es  lässt  sich  beweisen,  dass  ein  solcher  Normaltheiler,  von  zwei 
ganz  einfachen  Ausnahmen  abgesehen,  nicht  vorhanden  ist. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  G  ein  Normaltheiler  von  E^  der 
wenigstens  eine  von  der  Identität  verschiedene  Substitution 

«  -  =  C:  t) 

enthält.    Nach  dem  Begriöe  des  Normaltheilers  ist  dann,  wenn  T 
ein  beliebiges  Element  in  E  ist, 
(2)  TA  T-i 

auch  in  G  enthalten,  und  es  ist  zu  zeigen,  dass  man  auf  diese 
Weise  und  durch  Zusammensetzung  solcher  Substitutionen  alle 
Elemente  von  E  ableiten  kann,  woraus  dann  folgt,  dass  G  mit 
E  identisch  sein  muss.  Es  genügt  aber  dazu,  das  Vorkommen 
der  erzeugenden  Substitutionen  Aq^  Bu  [§.  65,  (8)]  in  G  nach- 
zuweisen. 

Wir  gehen  dazu  schrittweise  vor. 

1)  In   G  kommt  eine  Substitution  von  der  Form 

C:  0 

vor.     Um  dies  zu  zeigen,  bilden  wir  nach  (2): 

Wenn  nun  ß  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man  |  aus 
ß  ^  -\-  d  =  0  bestimmen  und  hat  das  Ziel  erreicht.  Ist  aber 
ß  =  0^  so  ist  nicht  gleichzeitig  y  =  0^  d  —  oi=:0,  weil  sonst 
A  die  identische  Substitution  wäre;  man  kann  daher  |  so  an- 
nehmen, dass  (d  —  a)  ^  —  y  von  Null  verschieden  ist.  Dann 
hat  man  durch  (4)  eine  Substitution  A  in  G  gebildet,  in  der  ß 
nicht  Null  ist,  und  auf  die  man  die  Formel  (4)  nun  nochmals 
anwenden  kann,  um  a  zu  Null  zu  machen. 

2)  In  G  kommt  eine  Substitution  von  der  Form 


(J:  l) 
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vor.     Um  dies  nachzuweisen,  bilden  wir  nach  (2): 

(i :)  C:  9  (-!;-!;)  = 


\Q~  y  — '^^  ß  — Qv8^   — Q^y'^Xvß-\-kQd^ 
und  es  ist  also  nur  zu  zeigen,  dass  man  A,  fi,  r,  q  so  bestimmen 
kann,  dass  die  drei  Gleichungen : 

Xq  —  ^v  =  1 

(6)  ^gy  —  Xv  ß  —  ^vd  =  0 
—  ii^y  +  l^ß    +  Afid  =  1 

befriedigt  sind.  Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  aber, 
wenn  man  sie  zuerst  mit  /li,  ^,  dann  mit  A,  v  multiplicirt  und 
jedesmal  addirt,  mit  Benutzung  der  ersten  Gleichung: 

(7)  A  /3  -f-  ft  d  =r  (),    ,a  y  =  V, 

und  wenn  man  diese  Werthe  von  ^,  v  in  die  erste  Gleichung  (6) 
einsetzt : 

(8)  V-ß  +  Afid  —  ,11^7  =  1. 

Diese  Gleichung  kann  aber  immer  befriedigt  werden.  Denn 
wegen  ß  y  =  —  1  kann  keine  der  beiden  Zahlen  /3,  y  ver- 
schwinden. Ist  nun  ß  ein  Quadrat,  so  können  wir  /w,  =  0  setzen 
und  /l  aus  X"^ ß  =  l  bestimmen.  Dies  ist  immer  möglich  bei 
p  =  2.  Ist  aber  p  ungerade,  so  erhalten  wir,  wenn  ß  ein  Xicht- 
quadrat  ist,  aus  (8): 

Ist  nun  zunächst  4  —  d^  Nichtquadrat ,  so  kann  man  ^  aus 
^2  (4  —  6^)  =  4/3  und  dann  X  aus  2  X  ß  -\-  d  ^  =  0  bestimmen. 
Ist  aber  4  —  d^  Quadrat,  so  zerlege  man  4/3  nach  §.  64,  7.  in 
die  Summe  aus  zwei  Quadraten  4:  ß  =  ö'^  -\-  t^  und  bestimme  u 
und  A  aus 

fi2  (4  —  Ö2)  =  ö2,    2A/3  4-  dfi  =  r. 

Hat  man  so  A  und  u  ermittelt,  so  erhält  man  g  und  v  aus  (7), 
und  dadurch  sind  die  Gleichungen  (6)  thatsächlich  befriedigt. 
Damit  ist  das  Ziel  erreicht, 

3)  Die  Gruppe  G  enthält  die  Substitution 


A, 


U:  l) 


also  auch 
und  mitliin 
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mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  n  =  l^  p  =  2.  Zunächst 
haben  wir  in   G  die  Substitutionen 

/O, -1\   /     0,  1\   /     0,  1\  _  /      I,  1\ 

Vi,    o;  V-1,  ü  v-1,  o;  -  v-1,  o;' 

V-i',  U  \-h  o)  ""  (21^  1)' 
/  1,  o\  /    0, 1  \  _  /    0,  1  \ 

V21,  V  V-1, 1  / ""  V-1, 3^;' 

/     0,  1    X 

V— 1,  niU 

für  jede  ungerade  ganze  Zahl  m;  wenn  also  p  ungerade  ist,  so 
können  wir  m  =  p  annehmen  und  erhalten  Aq.  Ist  aber  j?  =  2, 
so  haben  wir,  wenn  wir  mit  q  eine  noch  zu  bestimmende  Zahl 
in  (S  bezeichnen,  folgende  Substitutionen  in  G: 

/      0,      ^\   /     0,  1\   /O,      -^\         /     I,       ^^\ 

V-  Q-\  oj  V—  1,  u  \q-\    oJ     V-  ^-^  0 ;  * 

Da  hier  nun  jede  Zahl  ein  Quadrat  ist,  so  kann  man  q'^ 
auch  durch  q  ersetzen,  und  findet  also,  dass  in  G  die  Sub- 
stitution 

\-Q-\Oj 

für  jedes  beliebige  von  Null  verschiedene  ^,  und  folglich  auch 
die  entgegengesetzte  Substitution 

(0,      -9\ 
\Q-\       V 

vorkommen  muss.  Bedeuten  also  p,  ö  zwei  von  Null  verschiedene 
Zahlen,  so  haben  wir  in  O  auch 

(».      u:'.,-T)(J:r')(-:-.,9 

V— 1,  |9(l  +  ö  +  ö()V 
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Wenn  nun  n  grösser  als  1  ist,  so  kann  man  q  und  1  -|-  9 
Yon  Null  verschieden  annehmen  und  dann  0  =  —  l:(l-^9) 
setzen,  wodurch  die  Substitution  (9)  in  J.^  übergeht. 

Ist  aber  n  =^  \  und  jp  =  2,  so  tritt  der  erste  Ausnahme- 
fall ein;  denn  dann  ist  immer  eine  der  beiden  Zahlen  q  und 
1-f-^  gleich  Null.    Dieser  Fall  führt  auf  eine  Gruppe  6*^^  Grades 

in  der  ein  Normaltheiler  3*^^  Grades  enthalten  ist: 

Von  diesem  Ausnahmefalle  sehen  wir  jetzt  ab.  Wir  haben 
dann  weiter: 

4)   Die   Gruppe   G  enthält  jede  Substitution  von   der  Form 

1,0^ 


G: .). 


worin  |  eine  beliebige  Zahl  in  6  ist,  ausgenommen  in  dem  Falle 
^  =  1,  ^  ==  3. 

Denn  nach  3)  enthält  G  die  Substitution 

/     0,      ^\  /     0,  1\  /O,      -Q\(     0,  1\  _  (Q^,  0     \ 
V-  Q-\  Oj  \-  1,  Oj  \q-\      0)  \-  1,  0;  -  VO,    Q-^J ' 

^enn  q  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  Zahl  in  (S  ist. 
Daraus  folgt,  dass  auch 

(11)    (   l•o^/(>-^o\/l,owp^o  \     /  i,        ox 

für  jedes  beliebige  l  in  G  vorkommt.  Kann  man  nun  q  von 
Null  verschieden  so  annehmen,  dass  q^  —  1  nicht  verschwindet, 
so  kann  man  für  jedes  |  die  Zahl  l  aus  l  {g^  —  1)  =  |  be- 
stimmen, und  erhält  also  aus  (11)  jede  Substitution  der  Form  (10). 
Um  die  Möglichkeit  hiervon  zu  beurtheilen,  nehmen  wir  eine 
primitive  Wurzel  y  von  @  an  und  setzen  q  =  y^\ 

Kann  man  den  Exponenten  h  so  annehmen,  dass  4  7i  nicht 
durch  jj)"  —  1  theilbar  ist,  so  genügt  q  unserer  Forderung.  Dies 
ist  immer  möglich,  wenn  p  =  2,  n  >  1  ist,  und  wenn  ^;"  —  1  >  4 
ist,  und  es  bleiben  also  nur  die  beiden  Fälle  n  =  1,  ^^  =  3  und 
n  =  l,  p  z=  b  noch  zweifelhaft. 

Weber,  Algebra.    II.  -tj 
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In  dem  Falle  n  =  l^  p=  ^  haben  wir  aber  in  G  nach  (2) 
und  3)  die  Substitution 

/l,       1\  /     0,  1\  /-2,  -1\  /     0,  1\  _  /-2,  0\ 
V2,— 2A-I,  OA— 2,       lJ\—l,0j-\     0,2^' 
und  folglich  auch 

also,  da  |  und  folglich  auch  — 2|  beliebig  ist,  wieder  die  Sub- 
stitutionen (10)  und  damit  also  alle  Erzeugenden  der  Gruppe  Ey 
und  also  ist  in  allen  diesen  Fällen  G  mit  E  identisch  und 
folglich  die  Gruppe  E  einfach. 

Der  Fall  ^  =  1 ,  p  =  3  bietet  aber  die  zweite  wirkliche 
Ausnahme.  In  diesem  Falle  ist  die  Gruppe  E  vom  12*^^  Grade 
und  sie  hat  den  Normaltheiler  4*«^  Grades 

«=(;:;).(J: :).(-;:  ;)■(!:-;)■ 

Um  sich  davon  zu  überzeugen,  braucht  man  nur  die  beiden 
Nebengruppen : 

(;;?)«=  (!:?)■(-;:  i).(-J; _;).(_;::) 

mit  ^(-,'1):   ^(      i'i)^^  vergleichen. 

Damit  ist  also  allgemein  bewiesen,  dass,  von  den  beiden 
Fällen  n  =  l,  p  =  2  und  n=l^  p  =  3  abgesehen,  die  Gruppe  E 
einfach  ist.  Für  die  ersten  Fälle  erhält  man  für  die  Grade  g 
dieser  einfachen  Gruppen : 


n  =  1,  p  =    5,  g  =      60 

n  =  2, 

p  =  2, 

9  =      60 

P=    7,  g=    168 

p  =  S, 

g  =  360 

p  =  n,    g  =^    660 

p  =  6, 

g  =  7800 

j)  =  13,  g=  1092 

w  =  3, 

p  =  2, 

g  =    504 

p  =  S, 

g  =  9828 

n  =  4, 

JP  =  2, 

g  =  4080 1). 

1)  Siehe  Bulletin  of  the  New  York  math.  Society.  October  1893.  In 
dem  Berichte  über  den  mathematischen  Congress  in  Chicago  finden  sich 
zwei  Notizen  über  diese  Gruppen  von  Cole  und  Moore. 
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§.  67. 
Congriienzkörper  zweiten   Grades. 

In  jedem  Congruenzkörper  ^„^^  für  den  Modul  p  vom  n*®° 
Grade  ist  der  Congruenzkörper  ersten  Grades  (^i,p,  der  aus  den 
nach  dem  Modul  p  genommenen  rationalen  Zahlen  besteht,  als 
Theiler  enthalten.  Daher  ist  auch  in  der  Gruppe  der  linearen 
Substitutionen  En^p  eine  Gruppe  als  Theiler  enthalten,  die  aus 
allen  Substitutionen  der  Form 

besteht,  worin  a,  &,  c,  d  nach  dem  Modul  p  genommene  ganze 
rationale  Zahlen  sind. 

Diese  Gruppe,  die  als  die  Gruppe  der  Modulargleichungen 
in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auftritt  i) ,  ist  das 
eigentliche  Ziel  unserer  Betrachtungen.  Es  bietet  aber  für  die 
Untersuchung  dieser  Gruppe,  und  besonders  für  die  xlufsuchung 
ihrer  Theiler,  den  grössten  Vortheil,  diese  Gruppe  nicht  selbst- 
ständig für  sich  zu  betrachten,  sondern  als  Theiler  einer 
Gruppe  Eo^p.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  N  irgend  einen  fest- 
stehenden quadratischen  Nichtrest  von  p,  so  ist,  wie  schon  oben 
bemerkt,  P — N  nach  dem  Modul  ^j  irreducibel,  und  wir  erhalten 
einen  Congruenzkörper  2*«^  Grades,  wenn  wir  eine  Galois'sche 
imaginäre  Zahl  durch  die  Gleichung 

(2)  a'-  =  N 

einführen. 

Es  soll  der  Deutlichkeit  wegen  für  die  nächsten  Betrach- 
tungen festgesetzt  sein,  dass  die  kleinen  lateinischen  Buchstaben 
ganze  rationale  Zahlen  (nach  dem  Modul  p  genommen),  die  wir 
hier  auch  reelle  Zahlen  nennen,  die  griechischen  Buchstaben 
Zahlen  des  Körpers  ^2,p  bedeuten  sollen. 

Dieser  Körper  @2,p  hat  die  für  uns  sehr  wichtige  Eigen- 
schaft, dass  in  ihm  alle  reellen  Zahlen  Quadrate  sind. 

Wenn  nämlich  a  quadratischer  Rest  von  j;  ist,  so  können 
wir  a  =  x-  setzen,  und  wenn  b  quadratischer  Nichtrest  ist,  so 
kann  x-  =  h  N  befriedigt  werden,  also  b  =  (x  a—'^)-. 


1)  Man  vergleiche   des  Verfassers  Buch :    „Elliptische  Functionen  und 
algebraische  Zahlen".    Braunschweig  1891. 

17* 
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Eine  Zahl  von  der  Form  as  soll  eine  rein  imaginäre 
Zahl  heissen,  zwei  Zahlen  der  Form  a-|-&£,  a  —  he  con- 
jugirt  imaginäre  Zahlen.  Die  Uebertragung  dieser  Be- 
zeichnungen aus  der  Theorie  der  gewöhnlichen  complexen  Zahlen 
auf  die  Zahlen  des  Körpers  62,2)  rechtfertigt  sich  durch  die 
Uebereinstimmung  der  Rechenregeln  und  kann  zu  keinem  Miss- 
verständniss  führen,  da  in  diesen  Betrachtungen  von  den  gewöhn- 
lichen complexen  Zahlen  nicht  die  Rede  ist. 

Weil  immer,  wenn  N  ein  quadratischer  Nichtrest  ist, 
j^i/,(p-i)  ^  _  1  ist,  so  folgt  aus  (2): 

(3)  £i>    =   —    f. 

Wendet  man  den  binomischen  Satz  auf  die  p^^  Potenz  des 
Binoms  a  z=  a  -\-  h  a  an ,  und  beachtet ,  dass  alle  Binomial- 
coefficienten,  mit  Ausnahme  des  ersten  und  des  letzten,  durch  p 
theilbar,  also  hier  =  0  sind,  dass  ferner  nach  dem  Fermat'- 
schen  Satze  a^  =  a,  h^  =  b  ist,  so  ergiebt  sich  nach  (3): 

(4)  a  =  a  -\-  be^     aP  z=  a  —  bs, 
und  folglich  durch  Multiplication : 

(5)  aP  +  ^  =  a^  —  Nb% 

woraus  folgt,  dass  oc^  +  i  immer  eine  reelle  Zahl  ist. 

Ist  y  eine  primitive  Wurzel  des  Körpers  @2,p  [§•  64:,  (8)], 
so  ist  y^  dann  und  nur  dann  reell,  wenn  r  durch  p  -\-  1 
theilbar  ist,  und  y^'  +  i  ist  eine  primitive  Wurzel  der 
Primzahl  p  im  gewöhnlichen  Sinne. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  eine  Zahl  a  in  ^2,p  reell  ist,  besteht  in  der 
Gleichung  ocp  ==  a. 

Jede  reelle  Zahl  ist  als  (p-^  1)*^  Potenz  einer  Zahl 
in  ^2,p  darstellbar. 

Denn  dass  y**  reell  ist,  wenn  r  durch  p  -\-  l  theilbar  ist, 
folgt  aus  (5).  Dass  es  aber  nicht  anders  reell  sein  kann,  ergiebt 
sich  daraus,  dass  nach  dem  Fermat'schen  Satze  jede  reelle  von 
Null  verschiedene  Zahl  der  Bedingung  aP~^  =  1  genügt,  dass 
also,  wenn  y^  reell  ist,  y»*(2'— D  =  1  sein  muss,  und  es  muss 
daher  r  (p  —  1)  durch  p^  —  1  und  folglich  r  durch  p-]-!  theilbar 
sein.  Da  ferner  yr(P  +  -^)  nur  dann  =  1  ist,  wenn  r  durch  p — 1 
theilbar  ist,  so  ist  yP  +  '^  primitive  Wurzel  von  p. 

Auch  der  Begriff  der  Einheitswurzeln  lässt  sich  auf 
die  Zahlen  des  Körpers  ©2,^  übertragen. 
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Ist  ni  ein  Theiler  von  })'-  —  1,  und 

p-^  —  i 

Q  =  y'~^^ 

SO  ist  9'"  =  1  und  es  giebt  keine  niedrigere  als  die  m^^  Potenz 
von  ^,  die  gleich  1  wird.  Daher  nennen  wir  q  eine  primitive 
m*®  Einheitswurzel  (in  @2,p)-  Alle  anderen  m^^"^  Einheitswurzeln 
sind  dann  Potenzen  q^  von  q  und  unter  diesen  sind  die  und  nur 
die  primitiv,  bei  denen  s  relativ  prim  zu  m  ist. 

Dies  folgt  daraus,  dass  jede  von  Null  verschiedene  Zahl  | 
in  der  Form  |  =  y^  darstellbar  ist,  und  dass  |'"  =  y'"^  dann 
und  nur  dann  =  1  ist,  wenn  r  m  durch  p'^  —  1  theilbar  ist. 

Jede  von  Null  verschiedene  Zahl  in  @2,p  ist  eine  Einheits- 
wurzel vom  Grade  _p2  —  \^ 


§.  68. 
Die  reelle  lineare  Congruenzgruppe  Lp. 

Wir  gehen  nun,  mit  diesen  Hülfsmitteln  ausgestattet,  an  die 
Untersuchung  der  reellen  Congruenzgruppe  ip,  die  aus  allen 
Substitutionen  der  Form 

besteht,  worin  a,  &,  c,  d  reelle,  nach  dem  Modul  p  genommene 
ganze  Zahlen  sind ,  die  der  Bedingung  ad  —  hc  ^  \  genügen. 
Die  Gruppe  Lp  ist  nach  der  früheren  Bezeichnung  mit  j^^i,^  zu 
bezeichnen,  und  ihr  Grad  ist,  wenn   wir  den  Fall  ^  =  2   aus- 

schliessen:  r)  ())'- V\ 

2 
Sind  J.,  TJ  irgend  zwei  Elemente  aus  einer  Gruppe,  so  haben 
wir  schon  früher 

U-^ÄÜ  =  A' 

das  durch  U  aus  A  transformirte  Element  genannt.  A'%  J.'^,  . . . 
sind  transformirt  aus  A"^,  J.^,  .  .  .,  woraus  folgt,  dass  alle  aus 
einander  durch  Transformation  gewonnenen  Elemente  denselben 
Grad  haben.  Entnehmen  wir  die  Elemente  A  aus  irgend  einer 
Gruppe  (r,  so  bilden  die  transformirten  Elemente  eine  mit  G 
isomorphe  Gruppe 

Cr-i  Gü  =  G\ 

die  wir  die  transformirte  Gruppe  von   G  nennen. 
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Es   möge   nun  A  irgend   ein  Element   der   Gruppe  Lp   sein, 

und  U  =  (         )  ein  Element  aus  Eo  v    Wir  wollen  aus  Ä  durch 

Transformation  mit  ü  eine  gewisse  Normalform  ableiten. 
Es  soll  zunächst  versucht  werden,  Ä  in  die  Normalform 

<■)  » = C: :-.) 

zu  transformiren.     Aus  der  Gleichung 

/a,  b\  /A,  ^\  ^  n,  ^\   /ö,  0     \ 
Vc,  dj  \v,  qJ         \v,  qJ  \0,  ö-V 
erhält  man 

(a  —  ö)l  +  hv  =  0,     (a  —  0-^)^  +  hQ  =  O, 
^  ^         ck  +  (d  —  6)v  =  0,     c  ^  +  (d  —  (5-1)  9  =  0, 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  6  und  ö" ^  die  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung 

(a  —  ö)  (d  —  ö)  —  bc  =  0 
oder 

(3)  ö^  —  ö  (a  +  d)  +  l  =  0 

sein  müssen.  Hat  man  ö  und  ö—^  hieraus  bestimmt,  so  findet 
man  aus  (2)  die  Verhältnisse  l :  v  und  ^ :  q.  Die  Grössen  A,  fi,  v,  ^ 
selbst  sind  dann  noch  so  zu  bestimmen,  dass  Iq  —  ^v  =  1  wird. 
Dies  ist  immer  möglich,  wenn  die  aus  (2)  bestimmten  Werthe 
nicht  die  Gleichung  Xq  =^  ^v  erfüllen.  Sind  h  und  c  beide  =  0, 
so  hat  Ä  schon  die  Form  (1).  Ist  aber  eine  der  beiden  Zahlen 
&,  c,  etwa  &,  von  Null  verschieden,  so  ergiebt  sich  aus  (2): 

v_  _  __  ja  — (5)      Q__  _  {(^  —  ^~') 
^^^  A  -  ö       '    ^  "  6         ' 

und  es  kann  nur  dann  l  g  =  ^v  oder  v  :  A  =  ^  :  ft  sein ,  wenn 

0  =  0-1,  also  (j  =  +  1  ist,  d.  h.  nach  (3),  wenn  a  -(-  ^  =  i  2  ist. 

Die  Gleichung  (3)  ist  aber  im  Körper  @2,p  immer  lösbar,  weil 

jede  reelle  Zahl  in  diesem  Körper  ein  Quadrat  ist,  und  ergiebt 


a-\-d    ,    1/7^ 


(5) 


.-.^«4^_y(4i^y_i 
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Wir  kommen  also  zu  dem  ersten  Resultate: 

1.  Eine  Substitution  Ä  ist  immer  auf  die  Normal- 
form S  transformirbar,  wenn  a  -\-  d  nicht  =  +  2 
ist.  ö  ist  reell  oder  imaginär,  je  nachdem 
(a  -{-  d)^  —  4  quadratischer  Rest  oder  Nicht rest 
von  p  ist. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  a  -\-  d  =  ±  2  ist,  lässt  sich 
die  Normalform  S  nicht  herstellen;  dagegen  können  wir  Ä  in 
diesem  Falle  auf  eine  andere  Normalform,  nämlich 

(6)  T=Q[ 

bringen,  in  der  t  reell  ist. 

um  dies  zu  beweisen,  können  wir  zunächst 

(7)  a  +  d  =  +  2 

annehmen,  weil  der  andere  Fall  a -\-  d  =  —  2  durch  Aenderung 
aller  Vorzeichen  von  a,  b.  c,  d  auf  diesen  zurückgeführt  wird. 
Aus  (7)  aber  folgt  noch 

(8)  a  -  l=  —  id  —  1),     (a  —  l)(d-l)  =  hc. 

Wenn  also  zunächst  b  oder  c  =  0  ist,  so  ist  a  =z  d  =  l 
•und  wir  haben  entweder 

-  =  G:  ?)• 

was  schon  die  Normalform  T  hat,  oder 

-*=C;;)=(_?,;)(::-o  (?.-»■ 

dass  (   '  \  Ä  (      ic\)^^^  Normalform  T  hat.     Sind  aber 

b  und  c  von  Null  verschieden,  so  erhalten  wir  aus  (8)  die  Trans- 
formation 

(^d—l)b-\  0,        \  fa,b\   /{a—l)c-\  0,        \ 

_1,  (a— i)c-iAc,  r/A  1,         (d—l)b--^J 

=  (J;-D. 

was  die  Form  T  hat.    Damit  ist  also  bewiesen: 

2.  Eine  Substitution  J.,  in  der  a -[- c?  =  Hh  2  ist,  kann 
immer  durch  Transformation  auf  die  Normal- 
form T  gebracht  werden. 


so 
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Hiernach  lassen  sich  leicht  die  Grade  der  Elemente  unserer 
Gruppe  bestimmen.   Wir  haben  dabei  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  a  -|-  <^  =  i  2.  Jede  Substitution  dieser  Art  lässt  sich 
in  die  Normalform  T  transformiren.  Es  ist  aber  für  jeden 
Exponenten  r 

und  folglich  ist  der  Grad  dieser  Substitution  j),  ausser 
wenn  ^  ==  0,  also  T  die  identische  Substitution  ist. 

Die  Anzahl  der  Elemente  dieser  Art  ist  leicht  zu  bestimmen. 
Nehmen  wir  zunächst  c  =  0,  so  können  wir  h  beliebig  wählen 
und  für  a,  d  erhalten  wir  aus  a  +  ^  =  ±  2,  ad  =  1  die  beiden 
Bestimmungen  a  =  d  ^=  +  1.  Dies  giebt  2^  Formen,  die  iden- 
tische Substitution  eingeschlossen.  Nehmen  wir  sodann  a  und  c 
beliebig,  jedoch  c  von  Null  verschieden,  was  p  {p  —  1)  Möglich- 
keiten giebt,  so  folgt  aus  ad  —  & c  =  1 

und  zu  jedem  a  kann  d  auf  zwei  Arten  bestimmt  werden.  Die 
Gesammtzahl  2p^^  die  wir  so  erhalten,  ist  noch  zu  halbiren,  weil 
hier  die  Substitutionen  als  zwei  verschiedene  auftreten,  in  denen 
alle  Zeichen  entgegengesetzt  sind;  und  wir  erhalten  also  p^  Sub- 
stitutionen dieser  Art  (die  identische  eingeschlossen). 

II.  {a  -\-  dy  —  4  quadratischer  Rest  von  p.  Eine  solche. 
Substitution  lässt  sich  in  die  Normalform  S  transformiren 
mit  reellem  ö. 

Verstehen   wir  unter  y  eine  primitive  Wurzel  des  Körpers 

^2,2),  so  ist 

j>g  — 1 

7   '     =—1, 

und  wir  können  r  so  bestimmen,  dass 

.  =  /<^->    o'^  =  (-iy 

wird  (§.  67).    Nach  (5)  erhalten  wir  dann 

(9)  a   +   d  =  yr(p  +  l)  _|_  y-r(2>  +  l)^ 

und  weil  nach  (5)  die  beiden  Werthe  ö,  ö-^,  von  der  Reihen- 
folge abgesehen,  durch  a  -\-  d  bestimmt  sind,  so  werden  zwei 
Werthe  des  Ausdrucks  (9)  nur  dann  einander  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt, wenn  die  entsprechenden  Werthe,  mit  positivem  oder 
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negativem  Zeichen  genommen,  von  r  nach  dem  Modul  V2  (i^  —  1) 
congriient  sind.  Man  erhält  daher  alle  von  einander  und  von 
+  2  verschiedenen  Werthe  dieses  Ausdruckes,  wenn  man 

(10)  .=  1,2,...-^ 


setzt.     Da  hier  für  jeden  Exponenten  /j 

ist,  so  ist  der  Grad  von  5,  und  also  auch  von  jeder  Substitution 
der  IP^^  Art  entweder  1/0  (i^  —  1)  o^^^^  ein  Theiler  davon,  je 
nachdem  r  relativ  prim  zu  1/2  (i^  —  1)  ist  oder  nicht. 

Um   die    Anzahl    dieser    Substitutionen    zu    bestimmen,   ver- 
fahren wir  wie  oben.     Ist  zunächst  c  =  0,  so  ergiebt  sich 

a  =  y±r(P  +  l\        d  =  y^r(p  +  l)^ 

und  h  kann  jj  Werthe  haben.  Die  Zahl  r  hat  die  Werthe  (10), 
und  also  ergeben  sich  hiernach  p  (p  —  3)  Substitutionen.  Ist 
dann  c  von  Null  verschieden,  so  ist  p  (p  —  1)  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Annahmen  über  a,  c.  Ist  a  angenommen,  so  können 
wir  d  aus  (9)  bestimmen  und 

h  =  —  c-^  +  adc-'^^ 

setzen,  woraus  wir  Vg  p  (p  —  1)  (p  —  3)  Bestimmungen  erhalten, 
also  mit  den  für  c  ==  0  gezählten  zusammen  1/2  p  {p  —  3)  (i>  +  1). 
Auch  diese  Zahl  ist  noch  zu  halbiren,  so  dass  wir 

V.i>(i>-3)(i)+l) 
Substitutionen  der  ID«"  Art  erhalten. 

III.  (a  -{-  dy  —  4  quadratischer  Nichtrest  von  p.  In  diesem 
Falle  ist  ö  nicht  reell,  aber  mit  seinem  reciproken  Werth 
conjugirt.    Also  ist  nach  §.  67,  (4)  ö-p  =  ö~^  und  folglich 

ö  2     =  4:  1. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Grad  einer  solchen  Substitu- 
tion V2  (P  +  1)  oder  ein  Theiler  dieser  Zahl  ist. 
In  diesem  dritten  Falle  setzen  wir 

(11)  6  =  yrip-l)^       a  +  d  =  yr(p-l)  _|_  y-rip-1) 

r=l,  2,  ...,1/2(^-1). 
Hier  kann   der  Fall   c  =  0   oder  b  =  0  nicht  vorkommen, 
weil  sich  aus   ad  =  1    ergeben  würde,  dass  a  =  ö-^,  d  =  ö+^ 
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sein  müsste,  und  es  würden  a  und  d  nicht  reell  ausfallen.  Also 
nehmen  wir  für  a  und  c,  wie  oben,  die  j)  (^ —  1)  verschiedenen 
Werthsysteme ,  und  erhalten  aus  (11)  für  jedes  von  ihnen 
V2  {p  —  1)  Bestimmungen  von  h  und  d\  auch  diese  Zahl  ist  zu 
halbiren  und  es  ergeben  sich 

Vu^  (i' -  1)  (i»  -  1) 

Substitutionen  der  III*®'^  Art.  Die  Gesammtzahl  aller  Substitu- 
tionen der  Gruppe  Lp  ist  hiernach,  wie  es  sein  muss, 
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Imaginäre   Form   der  Gruppe   Lp. 

Die  Substitutionen  der  beiden  ersten  Arten  der  Gruppe  Lp 
haben  die  Eigenschaft,  dass  die  ihnen  entsprechende  Normal- 
form T  oder  S  gleichfalls  in  Lp  enthalten  ist,  und  dass  man  sie 
in  diese  Normalformen  transformiren  kann  durch  reelle  Sub- 
stitutionen, d.  h.  durch  Substitutionen,  die  selbst  in  Lp  vor- 
kommen. Beides  trifft  bei  den  Substitutionen  der  dritten  Art 
nicht  zu. 

Man  kann  aber,  wie  wir  jetzt  beweisen  werden,  die  ganze 
Gruppe  Lp  in  eine  andere  Gruppe  Ap  so  transformiren,  dass  Ap  ein 
mit  Lp  isomorpher  Theiler  der  Gruppe  E^^p  ist,  dass  die 
Normalformen  der  Transformationen  dritter  Art  in  Ap  enthalten 
sind  und  dass  jede  Substitution  dritter  Art  in  Ap  in  die 
Normalform  transformirt  werden  kann  durch  Substitutionen  von 
Ap  selbst. 

Um  eine  solche  Transformation  von  Lp  zu  finden,  betrachten 
wir  die  Substitution 

unter    der   Voraussetzung,    dass    6  und   (?~^    conjugirt    imaginär 
sind,  und  suchen  die  Substitution 

so  zu  bestimmen,  dass 

(3)  RSR-^ 
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reell  wird.     Es  ergiebt  sich  aber  nach  (1)  und  (2) 
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(ö  —  ö-i),      — itxvö  +  pAö-V 

und  dies  wird  reell,  wenn  A  ft  und  q  v  rein  imaginär,  A  p  und  —  fi  v 
conjugirt  imaginär  sind.  Diesen  Bedingungen  kann  man  auf 
mehrfache  Art  genügen:  am  einfachsten  wohl,  und  zwar  zugleich 
so,  dass  die  Determinante  von  B  =  \  wird,  wenn  man 

(4)  B        '-        "'" 

setzt.     Ist  andererseits 

-  =  C:  -<) 

eine  beliebige  reelle  Substitution  aus  L^^  so  ergiebt  sich  nach  (4) 
wegen  f^  ^=^  j^-^ 

R-'ÄB  = 


1     s:-l 
2 

1 


(5) 


^/a — d 


( 


^  +  b-^N-^], 


a-^d      ,  c 


wofür  wir  auch 


setzen,  worin  a,  a'  und  ß.  ß'  zwei  conjugirt  imaginäre  Paare 
sind,  so  dass  nach  §.65,  (4)  a'  =:  af ,  ß'  =  ßf  gesetzt  werden 
kann. 

Wenn  wir  umgekehrt  irgend   eine   Substitution  A  von  der 
Form  (6)  nehmen,  so  ergiebt  sich 

A  =  BAB-^  — 


I 


{-') 


^  +  .^ 


^  +  ^'    ,    .-i«-«'\ 


+  * 


-.V(/J^-/3') +  .(«-«'),    "4^ 


V-ß 


als  eine  reelle  Substitution  aus  Lp. 


Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  A  die  ganze 
Gruppe  Lp  durchläuft,  die  durch  (5)  und  (6)  bestimmte 
Substitution  A  eine  mit  Lp  isomorphe  Gruppe  durch- 
läuft, die  wir  mit  Ap  bezeichnen. 
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In  der  Gruppe  A^  ist  die  Normalform  S  für  die  Substitu- 
tionen dritter  Art  enthalten. 

Nehmen  wir  nun  eine  Substitution  A  von  der  dritten  Art  in 
der  Gruppe  A^  an,  so  können  wir  sie,  wie  jetzt  noch  nach- 
gewiesen werden  soll,  durch  Transformation  mit  einer  Sub- 
stitution C7,  die  selbst  der  Gruppe  A^  angehört,  in  die  Normal- 
form transformiren.     Denn  setzen  wir 

(9)  aa'  -\-Nßß'  =1,        II'  -\-  N^^'  =\, 

worin   A,  l'   und   ^,  fi'   conjugirte   Paare   sind,    so   erhalten   die 
Gleichungen  (3),  (4),  §.  68  die  Form: 

(10)  (ö  — w)  (ö  — w')  +  Nßß'  =  ö2_ö  (a-|-cc')+l  =  0, 


(11)  N 


ft' «  —  6         V a  —  ö— ^ 


l  ß     '       ^  /3        ' 

und  die  Gleichung  (10)  muss,  da  A  von  der  dritten  Art  sein 
soll,  zwei  zu  einander  reciproke,  conjugirt  imaginäre  Wurzeln 
haben. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (11)  folgt  aber  durch  Uebergang 
zu  den  conjugirt  imaginären  Zahlen 


und  dies  ist  nach  (10)  eine  Folge  der  ersten  Gleichung  (11). 
Setzen  wir  also 

N^'  =  K{a  —  ö),     N^  =  'ii'{(x'  —  ö-i) 

worin  x,  z'  zwei  conjugirt  imaginäre  Zahlen  sind,  so  sind  die 
Gleichungen  (11)  befriedigt,  und  man  kann  dann  %  %'  noch  so 
bestimmen,  dass  kl'  -\-  N^^'  =  1  wird. 

Daraus  ergiebt  sich  noch  ein  wichtiges  Resultat.  Bezeichnen 
wir  mit  y  eine  primitive  Wurzel  des  Körpers  ©2,p,  so  können 
wir  für  die  Substitutionen  der  Normalform  für  die  zweite  und 
dritte  Art  die  Ausdrücke  annehmen  (§.  68): 

_    /y(P  +  ^)r^    0  \  nr_   //i'-^)%    0  \ 

^'  —  \0,  y-(P  +  ^)r)^  '~V0,  y-(P-i)V* 

Ist  nun  A  eine  Substitution  zweiter  Art  aus  Lp  und  A  eine 
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Substitution   dritter  Art  aus   ^^j,    so   können  wir   die   Substitu- 
tionen  C7,  V  aus  Lp  oder  aus  ylp  so  bestimmen,  dass 

A   =  ÜSlU-\       A   =  VS;V-K 

Setzen  wir  also,  dem  Werth  r  =  1  entsprechend, 

so  ergiebt  sich 

A  ^=  Al,         ^  =  Al, 

und  Ai  kommt  in  L^,  A-^  in  A^  vor. 

Ist  ferner  B  eine 
man  wieder,  wenn  man 


Ist  ferner  B  eine  Substitution   erster  Art  aus  L^,  so  kann 


^'  -  Vo,  1 

setzt,   ü  aus  Lp  so  bestimmen,  dass 

B  =  ü  Tl  U-^  =  B{ 
wird.     Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Man  kann  in  der  Gruppe  Lp  (oder  A^)  die  Sub- 
stitutionen der  ersten,  zweiten  und  dritten  Art  mit 

Hinzuziehung  der  Identität  in  Cyklen  von  p,  ^-^ — ^^-^ — 
Gliedern  anordnen. 

Zwei  solche  Cyklen  können  ausser  dem  Einheitselemente 
kein  Glied  gemein  haben. 

Dies  ist  zunächst  evident  bei  den  Substitutionen  der  ersten 
Art,  deren  Grad  gleich  p  ist;  denn  bei  diesen  lässt  sich  der 
ganze  Cyklus  durch  Potenzirung  aus  einem  beliebigen  von  der 
Einheit  verschiedenen  Elemente  ableiten. 

Wenn  aber  in  zwei  Cyklen  der  zweiten  oder  dritten  Art  ein 
gemeinsames  Element  vorkommt,  so  kann  die  Gruppe  so  trans- 
formirt  werden,  dass  die  beiden  Cyklen  die  Gestalt  bekommen: 

,,„,  1,   üsr-\   us^ü-\... 

^^^^  1,      s,  s^  ...,    ■ 

worin   5  =  f "'    ^   ,  i  die  Normalform  hat. 


Ist    nun    für    irgend    zwei    von    Null    verschiedene    Expo- 
nenten r,  t 
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SO  ergiebt  sich,  wenn   U  =  (    '  '  )  gesetzt  wird,  als  Bedingung 

wo  überall   dasselbe   Zeichen   gelten   muss.     Daraus  folgt,  dass 
entweder 

ö^  =  ±6\        V  =  0,    ^  =  0,     Iq  —  1 
oder 

ö^  =  4:  ö-*,     A  ==  0,     9  =  0,     ^v  =  —  1 

sein  muss,  und  dann  ergiebt  sich: 

US  ü-^  =  S    oder    =  S-\ 

und  in  beiden  Fällen  stimmen  also  die  beiden  Cyklen  (12)  voll- 
ständig mit  einander  überein. 

Hiernach  ergiebt  sich  aus  den  Zahlen  am  Schluss  des  §.  68 
für  die  Anzahl  der  Cyklen  erster,  zweiter  und  dritter  Art: 

.0  -^  1     i^  (P  +  ^)     i^  (P  —  1) 
p-f-  ^^  2         '  2 

Es  ist  zweckmässig,  neben  den  Gruppen  Lp  und  Ap  noch 
eine  dritte  Gruppe  in  E2,p  zu  betrachten,  die  mit  diesen  isomorph 
ist,  wenn  sie  sich  auch  nicht  durch  Transformation  darauf 
zurückführen  lässt. 

Da  N  reell  ist,  so  können  wir  nach  §.  67  eine  Zahl  v  in 
^2,p  SO  bestimmen,  dass  ]Sf=vP  +  '^  ist  Wir  lassen  nun  der 
Substitution 

A-f      ""^         ^\ 
aus  Ap  eine  Substitution  B  entsprechen,  die  so  gebildet  ist: 

(13)  ''  =  {-llß.,"Jy    a>'^^  +  Nß^^^  =  l. 

Setzen  wir  zwei-  Substitutionen  B,  B^  von  der  Form  (13) 
zusammen,  so  erhalten  wir 

^  ""  \—vPßi\  apj  \—vPßP,  c^{  ) 

_(      aa,  —  NßßP,  v{aß,  +  ßaf)    \, 

—  \—vP{ßPa^-^aPßp),   aPaP  —  Nßi^ßJ' 
darin  sind 

ucc,  —  NßßP,  aPccP  —  NßPß,  und  ccß,  +  ßaf,  ßPa,  +  aPßP 
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zwei  conjugirte  Paare,  und  daher  hat  B  B^  auch  die  Form  (13) 
und  steht  in  derselben  Beziehung  zu  ^  ^i ,  wie  ß  zu  ^  und 
Bi  zu  Ai. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Gesammtheit  der  Sub- 
stitutionen B  eine  mit  y^p  isomorphe  Gruppe  bildet,  und 
diese  Gruppe  wollen  wir  mit  F^  bezeichnen. 

Setzen  wir  ß  an  Stelle  von  vß  und  bezeichnen  mit  «',  ß'  die 
zu  oc,  ß  conjugirten  Grössen,  so  können  w^ir  die  Substitutionen 
der  Gruppe  Fp  auch  in  der  einfacheren  Form  annehmen: 

(14)  ß  =  (_^;  J),     ua'  +  ßß'=l. 

Um  von  einer  dieser  Substitutionen  B  zu  der  entsprechenden 
reellen  Substitution  A  überzugehen,  leitet  man  zunächst  aus  (14) 
die  entsprechende  Substitution  A  her: 

und  bildet  daraus  nach  (3)  und  (7): 

(16)  A  ^  BAE-\ 

Trotz  des  Isomorphismus  lässt  sich  die  Gruppe  Fp  nicht  in 
Lp  oder  Ap  transformiren,  wenigstens  nicht  durch  Substitutionen, 
deren  Zahlen  dem  Körper  ^2,p  angehören.  Man  müsste.  um  die 
Transformation  auszuführen,  in  einen  höheren  Körper  gehen,  in 
dem  alle  Zahlen  von  ^2,p  Quadrate  sind. 


§•  70. 

Divisoren   der  Gruppe   Lp,   deren   Grad   durch  p 
th eilbar  ist. 

Es  ist  ein  Problem  von  grösstem  Interesse,  alle  Divisoren 
der  Gruppe  Lp  zu  bestimmen.  Von  der  Lösung  dieses  Problems 
hängt  es  ab,  in  welcher  Weise  man  die  Gruppe  Lp  durch  Per- 
mutationen von  Ziffern  darstellen  kann,  bei  welchen  algebraischen 
Gleichungen  also  diese  Gruppen  auftreten  können  (§.  28,  2.). 

Die  cyklischen  Gruppen,  die  in  Lp  enthalten  sind,  haben 
wir  in  den  vorangehenden  Paragraphen  schon  betrachtet.  Wir 
haben  gesehen,  dass  der  Grad  einer  cyklischen  Gruppe  entweder 
gleich  p  oder  ein  Theiler  von  1/2  {p  —  1)  oder  von   1/2  (j>  -f-  1) 
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ist,  und  jeder  Theiler  dieser  Zahlen  tritt  auch  unter  den  Graden 
der  cyklischen  Gruppen  auf.  Der  Index  eines  cyklischen  Theilers 
kann  niemals  kleiner  sein  als  V2  (i^^  —  l)i  p(p-\-^)^  p(p  —  !)• 

Wenn  der  Grad  eines  Theilers  G  von  Lp  durch  p  theilbar 
ist,   so  enthält  er  eine  cyklische  Gruppe  vom  Grade  p^  und  wir 
können  nach   §.  68   die  Gruppe  G  so  transformiren ,   dass  diese 
cyklische  Gruppe  aus  den  Substitutionen 
t 


G; 


^,,     ^  =  0,  1,  2,  .  .  .,  p  -  1 


besteht.     Wenn  nun  G  noch  eine  Substitution 

enthält,  in  der  c  von  Null  verschieden  ist,  so  kommt  darin  auch 

»   (rn  C:  3  Grfl = Cr n 

vor.     Daraus  folgt  weiter,  dass  auch 

0,  —c-^\  n,t\  /o,  -c-i\  ^  /    1,    o\ 

.c,       0    ;  Vo,  ij  \c,       0    ;         \—cH,  \)' 
und  mithin  jede  Substitution 

vorkommt.     Setzt  man   JJ  für  w  =  —  1  an  Stelle  von  A  in  die 

Formel  (1),  so  folgt,  dass  G  auch  die  Substitution  (      1'  a)  ®^^" 

hält,  die  mit  JJ  zusammen  ein  System  erzeugender  Elemente 
von  Zip  giebt  (§.  65),  so  dass  also  G  mit  L^  identisch  ist.  Es 
folgt  hieraus,  dass  (r,  wenn  es  nicht  mit  L^  identisch  sein  soll, 
nur  Substitutionen  von  der  Form 


A 


a,  h 


/a,  0 
\0,  a-i 


enthalten  kann.  Umgekehrt  bilden  alle  diese  Substitutionen 
eine  Gruppe  vom  Grade  V2  i^  (i^ —  1)?  ^^so  einen  Theiler  vom 
Index  jp  +  1. 

Es  sind  darunter  noch  gewisse  Theiler  von  grösserem  Index 
enthalten,  die  man  erhält,  wenn  man  für  a  nicht  alle  Werthe 
nimmt,  sondern  alle  Werthe  von  der  Form  «*,  wenn  s  ein 
Theiler  von  1/2  (i>  —  1)  ist.  Der  Grad  einer  solchen  Gruppe  ist 
V2  i?  (i)  —  1)  :  s. 
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Fassen  wir  die  Gruppe  L^  als  Gruppe  der  linearen  Sub- 
stitutionen 

c^  +  l 

^        c^  +  d 
auf,  und  lassen  darin  |,  rj  nach  §.65  die  Zahlen  oo,0, 1,  .  . .,  j; —  1 
durchlaufen,   so  giebt  uns    G   die   Gruppe    der   ganzen  linearen 
Substitutionen 

r]  =  rt2|  _)_  ab. 

Das  sind  die  Substitutionen,  die  die  Ziffer  oo  ungeändert 
lassen,  und  also  eine  Permutationsgruppe  von  nur  p  Ziffern 
liefern.  Es  sind  dies  dieselben  speciellen  metacyklischen  Gruppen, 
die  wir  im  siebzehnten  Abschnitte  des  ersten  Bandes  betrachtet 
haben. 

Die  verschiedenen  aus  G  transformirten  Gruppen  lassen 
irgend  einen  der  übrigen  p  -\-  l  Indices  ungeändert,  und  die 
Gesammtzahl  dieser  Gruppen  ist  ^j  -|-  1- 


§.71. 

Divisoren  der  Gruppe  X^,  deren  Grad  nicht  durch  p 

theilbar  ist. 

Um  die  übrigen  Theiler  von  Lp  zu  finden,  deren  Grad  nicht 
durch  p  theilbar  ist,  können  wir  Schritt  für  Schritt  denselben 
Weg  gehen,  der  uns  im  siebenten  und  achten  Abschnitte  zu 
der  Bestimmung  der  Polyedergruppen  geführt  hat.  Wir  können 
uns  hier  damit  begnügen,  die  Hauptmomente  der  Ableitung 
hervorzuheben  und  wegen  der  Beweise  auf  die  genannte  Stelle 
zu  verweisen,  wo  ganz  dieselben  Schlüsse  zu  machen  waren. 

Es  ist  hierzu  erforderlich,  die  Gruppe  Lp,  wie  im  §.65  aus- 
einander gesetzt,  als  Gruppe  linearer  gebrochener  Substitutionen 

aufzufassen,  und  darin  der  Veränderlichen  |  alle  p^  -\-  1  Zahlen- 
werthe  des  Congruenzkörpers  ^2,p^  einschliesslich  oo  ,  beizulegen. 
Dadurch  gewinnen  wir  den  Vortheil,  dass  die  Gleichung 

(2)  I  =  ^^  +  ^ 

Weber,  Algebra.    II,  ig 
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immer  zwei  Wurzeln  hat.  Diese  beiden  Wurzeln  sind  von  ein- 
ander verschieden,  wenn  wir  Substitutionen  p^^^  Grades  aus- 
schliessen,  die  ja  in  einer  Gruppe,  deren  Grad  nicht  durch  _p 
theilbar  ist,  nicht  vorkommen  können,  und  die  nach  §.  68,  1.  die 
einzigen  sind,  für  welche  die  beiden  Wurzeln  von  (2)  zusammen- 
fallen. 

Diese  beiden  Wurzeln  nennen  wir  die  Pole  von  @. 

Wir  untersuchen  eine  Gruppe  (r,  deren  Grad  n  nicht  durch 
j)  theilbar  ist,  die  ein  Theiler  von  Lp  sein  soll.  Wenn  in  G  die 
Substitutionen 

©1,    ©2,   .   .    .,    0V-1, 

aber  keine  anderen  vorkommen,  die  denselben  Pol  a  haben,  so 
nennen  wir  a  einen  i/-zähligen  Pol  (§.  52). 

Ist  nun  S  irgend  eine  Substitution  der  Gruppe  (S 2,2^1  so  er- 
halten wir,  wenn  wir  Lp  durch  S~'^  transformiren ,  eine  mit  Lp 
isomorphe  Gruppe  SLpS~^^  und  G  geht  durch  dieselbe  Trans- 
formation in  eine  isomorphe  Gruppe  S  G  S-^  über. 

Obwohl  die  Substitutionen  dieser  letzteren  Gruppe  keine 
reellen  Coefficienten  haben,  so  hat  doch  jede  von  ihnen  zwei 
Pole,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Substitution  S  auf  die  Pole 
von  ®  anwendet.     Denn  es  ist,  wenn  a  ein  Pol  von  0  ist: 

S&S-^S(cc)  =  S0(oc)=  S(cc), 

Wir  haben  also,  wie  in  §.  51,  2.: 

1.  Die  Gruppe  G  lässt  sich  so  transformiren,  dass 
eine  beliebige  ihrer  Substitutionen  die  Pole  0 
und  00  erhält,  dass  also  diese  Substitution  multi- 
plicativ  wird. 

Wir  führen  nun  der  Reihe  nach  die  Sätze  des  §.52  auf, 
soweit  sie  hier  in  Frage  kommen,  und  werden  nur  da,  wo  die 
veränderten  Voraussetzungen  es  erfordern,  eine  Ausführung 
hinzufügen: 

2.  Ist  a  ein  i^-zähliger  Pol,  so  bilden  die  Substitu- 
tionen 1,  01,  ®2i  •  •  -1  ®v-i  eine  cyklische  Gruppe. 
Ihre  Substitutionen  können  alle  (durch  Trans- 
formation) in  die  Form  gesetzt  werden: 

(3)  0(1)  =  7'"^!,    /^  =  0,  1,  .  .  .,  v-l  (§.  52,  3.). 
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Hierin  bedeutet  y  eine  primitive  Wurzel,  also  y  *  eine 
primitive  v^^  Einheitswurzel  des  Congruenzkörpers  @2,i>  (§•  67). 

3.  Beide  Pole   einer  Substitution   0   sind  gleich- 
zählig  (§.  52,  4.). 

Ist  Q  die  cyklische  Gruppe  v*«^  Grades  der  Potenzen  von  Q 
und  n  =  rff,  so  erhält  man 

^'orin  i^'i,  .  .  .,  T^u-i  Substitutionen  aus  6^  sind,  und 

4.  die  Zahlen 

(4)  a,    1/^1  («)   =   «1,    1^'2  («)   =   «2,    •    .    -^    1^u-l(«)   =   «u-l 

bilden  ein   System   gleichzäh  liger   conjugirter 

Pole  der  Gruppe   G. 
Die    sämmtlichen   Pole   der   Gruppe    G    lassen   sich   also   in 
Systeme  conjugirter  Pole  zusammenfassen,  und  wir  bekommen  so 
die  unbestimmte  Gleichung 

<5)         2w  — 2  =  a{v—l)  +  a'{v'—\)  +  ^"{y"—\)  .  .  . 
=  nli  —  ^  —  ft'  —  a"  .  .  . , 

wenn  Ji  die  Anzahl  der  Systeme  conjugirter  Pole  ist,  und  von 
•dieser  Gleichung  haben  wir  in  §.  52  gesehen,  dass  sie  nur  eine 
beschränkte  Anzahl  von  Lösungen  zulässt. 

Um  die  diesen  Lösungen  entsprechenden  Theiler  der  Con- 
gruenzgruppen  zu  finden,  können  wir  geradezu  in  den  Formeln 
der  Polyedergruppen,  die  im  achten  Abschnitte  aufgestellt 
sind,  für  die  darin  vorkommenden  Einheitswurzeln  die  in  §.  67 
definirten  Einheitswurzeln  des  Körpers  ^2.p  setzen,  mit  denen  ja 
nach  denselben  Regeln  gerechnet  wird.  Dabei  können  natürlich 
nur  solche  Einheitswurzeln  vorkommen,  deren  Grad  ein  Theiler 
von  p2  —  1  ist.  Es  ist  schliesslich  bei  jeder  solchen  Gruppe 
noch  zu  untersuchen,  ob  ihre  Substitutionen  in  X^j  oder  in  einer 
damit  isomorphen  Gruppe  enthalten  sind.  Wir  haben  dann 
folgende  Fälle  von  Lösungen  der  Gleichung  (ö),  wobei  y  stets 
eine  primitive  Wurzel  des  Körpers  ^2,p  bedeutet  (§.  55). 

^  =  ^'=  l 


I.     Cyklische  Gruppen  vom  Grade  ^?, 


Cn  =  r'^     '   ^    (.-D.K       A  =  0,  1,  ...,  n-L 


^0,  y 


18* 
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Diese  Gruppe  ist  reell,  wenn  n  ein  Theiler  von  1/2  {p  —  1) 
ist,  weil  dann  und  nur  dann  die  Exponenten  von  y  durch  p-\-l 
theilbar  sind.     Die  Gruppe  ist  in  rjj  und  zugleich  in  Ap  (§.  69) 

p'^  —  i        p^  —  i 
enthalten,  wenn  y  ^^  ^  y      ^"     conjugirt  sind,  wenn  also 


i)2_l 


2)2  _1 


(p  +  1) 


p-^  —  1 


y         2n      -—    y        2n  oder       y^^    ■     '     2n       __    ^ 

ist,  d.  h.  wenn  n  ein  Theiler  von  1/2  (P  +  1)  ist.  Dies  stimmt 
mit  §.  68  überein,  wonach  andere  cyklische  Gruppen,  als  solche, 
deren  Grad  gleich  p  oder  ein  Theiler  von  1/2  (p  —  1)  oder 
V2  (p  +  1)  ist,  nicht  vorkommen.  In  den  übrigen  Polyeder- 
gruppen ist  A  =  3,  und  wir  haben: 

IL    Diederffruppen  vom  Grade  2m,  /       *^'     /, 

fi  =  fi'  =  m,  |ü=  2 


D.,= 


,  A==0,l,...,m—  1. 


Diese  Gruppe  ist  in  Lp  enthalten,  wenn  p  ^1  1  (mod  2m), 
und  in  Fp,  wenn  2^  ^  —  1  (mod  2  m),  wie  im  Falle  I. 

Hier  ist  die  in  §.  55  gegebene  zweite  Darstellung  der  Dieder- 
gruppe  gewählt,  in  der  die  Unterscheidung  der  Fälle  etwas  ein- 
facher wird,  als  bei  der  ersten. 

=  12 
^  =  6,  ^'  =  4,  ^" 

Um    diese    Gruppe    darzustellen,    bemerken    wir,    dass    im 

p^  —  i 
Körper  @2,p  immer  eine  8*^  Einheitswurzel  y    ^      existirt.     Wir 
erhalten  also  nach  §.  56  die  drei  erzeugenden  Substitutionen 


TTT     T    +        •  1                           V  =  2,  v'  =  S,  v"  =  3, 
111.    1  etraedergruppe,  ^^ ^    ^, ^    ^„ 


i?2_l 


e  = 


fy  ^   ,0 
\0,  y 


p2_l 
4 


^ 


p^-l\ 


°:,^''  .— «-UJ) 


j)2— 1 


1  p"-l 


V-2 

V=2^ 


1)    Ist  j}  ^  1  (mod  4),  so  ist  y    *      reell,  und  y    ^     ist  reell 
oder  rein  imaginär,  je  nachdem  p  ^  \   oder  ^  5  (mod  8)  ist. 
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Uebereinstimmend  damit  ist  auch  V — 2  reell  oder  rein  imaginär 
(Bd.  I,  §.  138,  4..  6.),  und  folglich  ist  in  diesen  Fällen  0,  i^,  % 
und  mithin  die  ganze  Tetraedergruppe  reell. 

i?^  — 1         j>g  — 1 
2)    Ist  aber  jj  ^  3  (mod  4),  so  sind  7^,7       *     conjugirt 

j;>2  — 1 

imagmar,  weil  7  *     =  1  ist. 

p2  — 1 

Ist  p  =  3  (mod  8),  so  ist  V— 2  reell  und  y~^~"  ^^  "^  ^^  =  _  1^ 

p-^  —  X  p^  —  1 


also  7    ^     und  —  7    »     conjugirt  imaginär,  und  ist^;^?  (mod  8), 

p^—i  p^-i 

so  ist  V — 2  rein  imaginär,  7  ^  und  7  ^  conjugirt  imaginär, 
nnd  folglich  gehört  0,  i^'i,  %  in  diesen  Fällen  zur  Gruppe  rj,.  Es 
giebt  also  in  allen  Fällen  in  der  Gruppe  L^^  eine  Tetraeder- 
gruppe. 

Für  p  =  D  z.  B.  kann  mau,  da  —  2  quadratischer  Nichtrest 
von  5  ist,  £  =  V — 2,  und,  da  +  2  die  beiden  primitiven  Wur- 
zeln von  5  sind,  etwa 

76  =  —2,   ^/s^yZT^,   j,^i_^yil^ 

setzen,  dann  folgt 

^""  U — 2)'  ^'""  U— 1/' 

und  daraus  ergiebt  sich  die  gesuchte  Tetraedergruppe  für  jj  =  5 

[§.  56,(3)]: 

/l,       0\      /      2,       0\      /      0,       2\      /      0,  1\ 
VO,        1/'    V      0,-2/'    V      2,       0/'    V— 1,  0; 


V2!-l)'    (.     1,       2)'    V      l'-2)'    ( 


2,  1 
2,  1 


Diese  Gruppe  ist  ein  Theiler  von  L,  vom  Index  5. 

IV.     Octaedergruppe. 

In  der  Octaedergruppe  ist  eine  cyklische  Gruppe  vom  Grade  4 
enthalten,  und  eine  solche  Gruppe  kann  also  nur  existiren, 
wenn  1  0  (p  —  1)  oder  1  2  {p  +  1)  durch  4  theilbar,  d.  h.  wenn 
i)  ^  ±  l  (mod  8)  ist. 
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Unter   dieser  Voraussetzung   führen   die   Formeln    §.  57   zur 
Aufstellung  einer  Octaedergruppe. 

Die  erzeugenden  Substitutionen  sind: 

0  -         >0  \      .,._/0, 

(8) 


Diese  Gruppe  ist  reell,  wenn  p  ^  1  (mod  8)  ist,  und  ima- 
ginär, aber  in  Fp  enthalten,  wenn  p  ^  —  1  (mod  8)  ist. 

Das  erste  Beispiel  ist  p  =  7.  Hier  ist  —  1  quadratischer 
Nichtrest,  und  man  kann  also  e  =  v  —  1  =  i  setzen.  Nehmen 
wir  y  =  2  -\-  i,  y^  z=  2  —  i^  76  =  2  (1  -|-  i),  y^  =  5,  so  ist  y 
eine  primitive  Wurzel,  da  y-,  y^^  .  >  -•,  y"^  von  einander  verschieden 
sind  und  5  reelle  primitive  Wurzel  von  7  ist,  so  dass  jede  nicht 
verschwindende  Zahl  des  Körpers  ©2,7  ii^  der  Form 

dargestellt  werden  kann,  wenn 

fi  ==  0,  1,  2,  3,  4,  5, 

V  =  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7 
gesetzt  wird. 

Es  ist  dann  ferner  1/2=3,  und  folglich  sind  die  Sub- 
stitutionen 0,  1^,  %: 


(9) 


/2(I+0,      0         \     fO,i\     (     4(1-0,   4(l-i)\ 
V     0,  2{\  —  i))'  \i,0)'  \  — 4(1+0,   4(1+0/ 


Will  man  zur  reellen  Form  übergehen,  so  muss  man  nach 
§.  69  verfahren.  Man  geht  von  den  Substitutionen  B  zu  den  A 
über,  indem  man  v  ^=  y^  =  2  —  3^  setzt,  und  erhält  aus  (9) 
für  0,  i/;,  %  in  der  Gruppe  Ajj\ 

/2  +  2^0  \     /O,  3-2i\     /4-4.-,  l-4^•^ 

y'"^)    \0^  2-2^7'  V3  +  2^•,  0  ;  '  Vi +  4«,  4  +  4^7 

Hier  ist  ferner 


R 


=  C;r) 
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Ikosaedergruppe. 


279 


zu  setzen,  woraus  sich  durch  Bildung  von  R  A  R-^  die  er- 
zeugenden Substitutionen  der  Octaedergruppe  in  reeller  Form 
ergeben : 


(11) 


«=eJ).*=(!:J)-=*«=Ö:i 

^^  \3,  1/'  ^'  "^  \      3,  oj' 


Nun  ist  es  leicht,  nach  §.  57  die  vollständige  Gruppe  zu 
bilden,  was  nicht  nöthig  ist,  weiter  auszuführen. 

Die  Octaedergruppe  für  i:>  =  7  ist  ein  Theiler  von 
Lj  vom  Index  7. 

V.     Ikosaedergruppe. 

In  dem  Falle  j9  =  5  ist  Lp  selbst  eine  Ikosaedergruppe.  Für 
andere  Werthe  von  jj  kann  nur  dann  eine  Ikosaedergruppe  in  Lp 
enthalten  sein,  wenn  p-  —  1  durch  5  theilbar,  also  p^±l  (mod  5) 
ist.  Dann  erhalten  wir  aus  §.58  die  erzeugenden  Substitutionen 
einer  solchen  Gruppe. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 


y   10     ^  ^^ 


SO  haben  wir  ()2  für  e  in  die  Formeln  des  §.  58  einzusetzen,  und 
erhalten 


(12) 


«=(?::-.).»-(_?:; 


—  1 


Q'-Q 


\q  —Q' 


Q  —Q 


[§.  58,  (26)]. 


7 


Ist  p  ^  ]  (mod  5),  so  ist  p,  und  damit  die  ganze  Gruppe 
reell.  Ist  aber  p)  ^  —  1  (mod  5),  so  sind  q  und  q-^  conjugirt, 
und  folglich  ist  die  gefundene  Gruppe  in  F^  enthalten,  und  um 
die  Ikosaedergruppe  in  Lp  zu  erhalten,  müssen  wir  erst  nach 
§.  69  transformiren. 

Für  j)  =z  11  erhalten  wir  unmittelbar  eine  reelle  Ikosaeder- 
gruppe vom  Index  11. 
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Wir  können  für  q  =  712  eine  beliebige  primitive  Wurzel 
von  11,  z.  B.  8,  wählen.     Dann  wird  q—^  =  7  und 

Q  -  Q-'   ==    1,      Q'  —  Q-'   =  4, 

also 

Damit  ist  also  festgestellt,  welche  Arten  von  Theilern  in  der 
Gruppe  Lp  vorkommen  können,  und  es  ist  auch  gezeigt,  dass 
alle  diese  Theiler  wirklich  vorhanden  sind.  Die  Frage,  wie  man 
für  jeden  Typus  alle  überhaupt  möglichen  Theiler  erhält,  haben 
wir  hier  bei  Seite  gelassen.  Wir  wollen  darüber  nur  noch 
folgende  Bemerkungen  machen. 

Wenn  man  eine  gefundene  Gruppe  G  durch  irgend  eine 
Substitution  der  Gruppe  L^  transformirt ,  so  erhält  man  einen 
conjugirten  Theiler.  Wenn  man  aber  durch  eine  imaginäre  Sub- 
stitution der  Gruppe  Ep  transformirt,  so  kann  es  vorkommen, 
dass  die  transformirte  Gruppe  von  G  trotzdem  reell  wird  und 
nicht  mit  G  innerhalb  Lp  conjugirt  (wiewohl  beide  conjugirte 
Theiler  von  Ep  sind).  So  erhält  man  allgemein  aus  der  Octaeder- 
und  der  Ikosaedergruppe  eine  zweite  nicht  conjugirte,  wenn  man 

^^^  {()     _i)  transformirt.     Bei   der  Tetraedergruppe   giebt  dies 

nur   dann  eine   neue  Gruppe,  wenn  ^9^  +  1  (mod  8)  ist.     Die 
zweite  Gruppe  ergiebt  sich  nach  der  Formel: 

Um  diese  Verhältnisse  an  den  Beispielen  p  =  b,  1,  11  auf- 
zuweisen, ist  es  zweckmässig,  die  oben  gefundene  Gruppe  (6)  für 
p  =  7  so  zu  transformiren,  dass  die  Substitution  x^  die  von  der 
dritten  Ordnung  ist,  die  Normalform  S  erhält.  Man  findet  diese 
Transformation  leicht,  und  erhält  für  diesen  Fall: 

(_.■;_!)(?:  r)(-r;)-(  l:  ")='■ 
(«)  (_i_;)Q  9(-;:-;)=(-i:-S=«' 
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woraus  man  durch  Zusammensetzung 

(16)  *'0'^'  =  (_J:J 

erhält.  \Yir  können  demnach  in  den  drei  Fällen  folgende  er- 
zeugende Substitutionen  der  Tetraeder-,  Octaeder-  und  Ikosaeder- 
gruppe [(6),  (13),  (15)]  annehmen: 

/2,  0\      /     0,  1\      /     2.       2 
VO,  3/'    V— 1,  OJ' 


^^  ~  ^'         VO,  3/'    \— 1,  0/'    V      1,-1 

Durch  wiederholte  Zusammensetzung,  die  sich  auf  sehr  ver- 
schiedene Arten  anordnen  lässt,  ergeben  sich  hieraus  leicht  die 
vollständigen  Gruppen : 

X)  =  5. 

VO,  iC-V'   \  —  x-\  0/'  \2y-\  3x-0     2/  =  ±  1,  ±  2 

p  =  7. 

/x,0     \    /     0.     x\    /       X,         — xz    \    /     xz,  X  \ 

\0,^-V'  \—x-\ß)'  \—2x-^s-\  3:r-V'  \—?>x-\—2x-^^y 

a;  =  1,  2,  3;    ^  =  1,  2,  4 

{z  quadratischer  Rest  von  7). 

V  =  11. 

/:r,0     \    /     0,     x\    /     X,  — xz     \    /     xz^  X  \ 

\0,x-^)'  \—x-\o)'  \—x-^z-\      2x-y'  \—2x-\  —x-'^z-y 

a;  =  1,  2,  3,  4,  5;    z  =  1,  3,  4,  5,  9 

{z  quadratischer  Rest  von  11). 

Die  Anwendung  der  Transformation  (14)  führt  bei  p  =  h  zu 
keiner  neuen  Gruppe;  bei  jj  =:  7,  11  erhält  man  je  eine  andere 
Gruppe,  die  aus  diesen  hervorgeht,  wenn  man  für  z  die  Reihe 
der  quadratischen  Nichtreste  statt  der  Reste  setzt  i). 


1)  Die  Eigenschaft  der  Congruenzgruppen,  einfach  zu  sein,  hat  schon 
Galois  gekannt.  Ebenso  waren  ihm  die  Theiler  vom  Index  p  für 
p  =5,  7,  11   bekannt.      Eingehender  untersucht   sind  diese   Gruppen  von 
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§•  72. 
Constitution   der  Gruppe  L-;  vom   Grade   168. 

Unter  den  hier  gefundenen  einfachen  Gruppen  ist  die  nächste 
nach  der  Ikosaedergruppe ,  die  hier  als  Z5  wiederkehrt,  die 
Gruppe  L-i  vom  Grade  168,  die,  wie  wir  gesehen  haben,  eine 
Octaedergruppe  als  Theiler  enthält.  Da  uns  diese  merkwürdige 
Gruppe  später  noch  mehrfach  begegnen  wird,  so  wollen  wir  hier 
noch  etwas  näher  auf  ihren  Bau  eingehen. 

Im  §.  57  ist  die  Octaedergruppe  durch  drei  Elemente  %,  co,  & 
in  der  Form  dargestellt: 

(1)  x'«"0^      /l  =  0,  1,  2;    fi  =  0,  1;   1;  =  0,  1,  2,  3. 
Zwischen  diesen  Elementen  bestehen  die  Relationen 

(2)  co%  =  X'«,  ®«  =  «0^  ®%  =  ;t'ö0^  0'z  =  Z«®', 

und  diese  Bedingungen  haben  wir,  wenn  noch  die  Grade  3,  2,  4 
der  Elemente  x^  «,  @  hinzukommen,  als  ausreichend  nachgewiesen, 
um  das  System  (1)  als  Octaedergruppe  zu  charakterisiren. 

Aus  (2)  haben  wir  im  §.  57  als  Folgerungen  die  Formeln 
abgeleitet: 

(3)  @x=X'f^®'^     @^x  =  %^®\     &'X=%^®. 

die  wir  später  mehrfach  benutzen  werden. 

Im  §.71  haben  wir  die  Octaedergruppe  auch  als  Congruenz- 
gruppe  nach  dem  Modul  7  dargestellt  und  haben  in  den  dortigen 
Formeln  (11) 

gefunden.  Für  das  Folgende  ist  es  aber,  im  Interesse  einer  ein- 
facheren Rechnung,   zweckmässig,  diese  Gruppe  noch  zu  trans- 


Serret  (Cours  d'algebre  superieure)  und  von  C.  Jordan  (Traite  des  Sub- 
stitutions).  Yergl.  Weber,  Elliptische  Functionen  etc.,  §.  84  f.  Die  voll- 
ständige Aufstellung  aller  Theiler  rührt  von  Gierster  her  (Math.  Ann., 
Bd.  XYIII).  Ausführliche  Behandlung  der  Congruenzgruppen  in  „Klein- 
Fricke,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen", 
Bd.  I,  Leipzig  1890. 
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formiren.  Es  hat  sich  nämlich  früher  schon  gezeigt,  dass  in 
der  Gruppe  L^  Theiler  vom  Grade  21  enthalten  sind,  deren 
Index  =  8  ist,  und  die  gerade  für  unseren  Zweck  von  besonderer 
Wichtigkeit  sind.  Unter  den  conjugirten  Theilern  des  Index  8 
ist  aber  der  einfachste  und  für  die  Rechnung  bequemste  der  aus 
allen  Substitutionen 

(5)  C:^.)  (-d7) 

bestehende,  und  wir  wollen  die  Transformation  also  so  ein- 
richten, dass  %  in  dieser  Form  auftritt.    Dies  erreichen  wir  durch 

Transformation    der   Substitutionen   (4)    mittelst   ( i' o)  *    ^^^^^ 

dadurch  ergiebt  sich  aus  (4) 

»  .=c;_;)..=a;iD.«=L;-j)- 

Wir  stellen  hiernach  noch  zur  besseren  Uebersicht  die  ganze 
Octaedergruppe  in  eine  Tafel  zusammen,  deren  sechs  Zeilen  die 
Elemente  @\  cj  &'\  x&\  %(^®\  %'®\  l-^®'  für  l  =  0,  1,  2,  3 

enthalten : 

(   i    i)'  \-i    2)'  (   i-V'  (   i    1)' 


(7) 


(   3^-1)'  (   i    0)'  (-2;    1)'  (-3; -3)' 

(  \Jiy{Jc^-{\   MJ=s> 

(   2^-3)'  (-1!    0)'  (   i    3)'  (   2'    2)' 

(     o!-2)'    (-3!       3)'    (-2! -3)'    (      3! -2)' 

(     i      2)'   (     i      ö)'   (     3^      2)'    (-l!-l)' 

Um  die  ganze  Gruppe  L-  zu  erhalten,  müssen  wir  noch  ein 
Element  T'«"  Grades  hinzufügen,  und  dafür  wählen  wir 
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Dann  ist  die  gesammte  Gruppe  Zj  so  dargestellt: 

(>  =  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6 

(9)  r?x'«"0',  A  =  0,  1,  2;  ^  =  0,  1 

t^  =  0,  1,  2,  3. 

Dass  alle  diese  Elemente  (9)  von  einander  verschieden  sind, 
ergiebt  sich  einfach  daraus,  dass  keine  Potenz  von  r,  deren 
Exponent  nicht  durch  7  theilbar  ist,  in  der  Octaedergruppe  ent- 
halten sein  kann,  weil  die  Octaedergruppe  kein  Element  vom 
7*«^  Grade  hat. 

Die  in  der  Gruppe  L7  enthaltene  Gruppe  (5)  vom  2P^«^  Grade 
ist  dann  in  der  Form  r^'  i^  dargestellt. 

Um  die  Composition  der  Elemente  (9)  zu  charakterisiren, 
genügt  es  offenbar,  wenn  für  jedes  q  die  Elemente 

(10)  0r(',    WTC',    ix^ 

in  der  Form  (9)   dargestellt  sind,   weil  dadurch,   zusammen   mit 
den  Compositionen  in  der  Octaedergruppe,  das  symbolische  Pro- 
duct  je  zweier  Elemente  der  Form  (9)  wieder  in  der  Form  (9) 
dargestellt  werden  kann. 
Da  nun 

ist,  so  erhält  man  zunächst  sehr  einfach  aus  (6) 

(12)  ZrC^  =  r*?;t, 
und  daraus 

(13)  .  ;c^r?  r=  x'^^i^ 

und   man  sieht  leicht,   dass   diese   sechs   Relationen   eine   Folge 
von  der  einen  sind: 

(14)  Z  ^  =  t4^. 

Die  übrigen  Compositionen  (10)  erhält  man  aber  nur  durch 
wirkliche  Ausrechnung  in  den  einzelnen  Fällen,  wobei  die 
Tabelle  (7)  gute  Dienste  leistet.  Man  wendet  sie  in  der  Weise 
an,  dass  man  für  jeden  Werth  q  die  Elemente 

Z'^'  CO  T'>\       T'/  ®  tQ 

bildet,  und  q'  so  bestimmt,  dass  sich  diese  Elemente  in  der  Ta- 
belle finden,  was  immer  nur  auf  eine  Art  möojlich  ist. 
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Man  findet  so  durch  leichte,  wenn  auch  etwas  umständliche 


Rechnui 

'g 

COT      =    T-^X'^^^ 

0r    =  z^coe 

' 

az^  =  TX-&\ 

&z^  =  zxco&i 

(15) 

(ar3  =  t5;^02, 

Sz'i  =   T^'X^ 

ö  r^  =  t4  X'  0, 

0r4  =  r6ö02 

cjz'^  =  t'^  x}  ^  ®i 

0t5  =  r2  03 

«rß  =  T6a9  03, 

0r6  =  T^;t2  02. 

Diese  zwölf  Relationen  lassen  sich  aber  alle  aus  vieren  von 
ihnen,  die  man  auf  mannigfaltige  Art  auswählen  kann,  als  Folge- 
rungen ableiten.  ^lan  kann  z.  B.  für  diese  vier  fundamentalen 
Relationen  die  folgenden  wählen: 

(16)  az  =  z-^x-^^-i     coz^  =  z'^x^-'.     o3t^  =  t^X-0^ 

&z  =  Z^CO0, 

aus  denen  mit  Benutzung  der  Formeln  (3),  (12),  (13)  alle  anderen 
leicht  folgen,  z.  B.: 

az'^  =  z^  yj-  @z  =  z^  x^-z^  CO  @  =  r '*  ;<-  w  0, 

und  so  die  übrigen. 

Wie  wir  früher  gesehen  haben ,  dass  wir  als  erzeugende 
Elemente  der  Octaedergruppe  x  ^^^^^  ®  betrachten  können,  so 
können  wir  jetzt  als  Erzeugende  der  Gruppe  Z;  die  zwei  Ele- 
mente 05,  T  ansehen,  denn  es  ergiebt  sich  aus  (15): 

(17)  Si=z(oz(oz^,     X^"^-®  ^^  ^• 

Fassen  wir  zusammen,  so  ergiebt  sich  folgendes  Resultat: 

I.  Sind  vier  Elemente  r,  x-,  ^^  ®  der  Grade  7,  3,  2,  4 
gegeben,  bei  deren  Zusammensetzung  die  Rela- 
tionen bestehen: 

(ox  =x'^^^      &G)  =  G)&i,         &x  ^  x-coe\ 

@''~X'=  X^®\     «^    =T2;^2ß5  02^      coz-  =  z'^X®-^ 
coz^  =  z^X'0^     0r   z=  r3w0.  ;k  r    =  z-^  x-> 

so  bilden   die   168  Elemente 

6  =  T?  X'-  «"  0\ 
wenn  q,  A,  ^,  v  volle  Restsysteme  nach  den  Mo- 
duln 7,  3,  2,  4  durchlaufen,  eine  einfache  Gruppe 
168^*^''  Grades,  und  w  und  r  können  als  er- 
zeugende Elemente  dieser  Gruppe  angesehen 
werden. 
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Unter  den  Theilern   dieser  Gruppe   sind  hervorzuheben   die 
Octaedergruppe 

l^  09"  0^ 

vom  Index  7,  sodann  die  Elemente 

die  nach  den  Relationen  (12)  und  (13)  eine  Gruppe  21^*^^  Grades, 
also  einen  Theiler  der  Gesammtgruppe  vom  Index  8  bilden; 
ferner  die  Gruppe  8*®^  Grades  ö"0\  Die  gesammte  Gruppe 
lässt  sich  auch  in  anderer  Reihenfolge  so  darstellen: 

l ^  09"  0 »  T?,       09"  &^  l^  r?,       T^  09"  &^  l^. 
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Zehnter  Abschnitt. 

Allgemeine  Theorie  der  metacyklisclieii 
Gleicilungeii. 


§.  73. 
Die  Resolventen  der  Compositionsreihe. 

Aus  den  Sätzen  der  allgemeinen  Gruppentheorie,  die  im 
ersten  Buche  dieses  Bandes  behandelt  sind,  ergeben  sich  wichtige 
algebraische  Folgerungen,  wenn  man  sie  auf  die  Galois'sche 
Gruppe  einer  Gleichung  anwendet. 

Es  wird  jetzt  ein  beliebiger  Körper  Sl  als  Rationalitäts- 
bereich angenommen,  f  (x)  =z  0  sei  eine  Gleichung  in  diesem 
Körper  ohne  mehrfache  Wurzeln  und  P  ihre  Galois'sche 
Gruppe.  Diese  Gruppe  P  habe  einen  Normaltheiler  Q.  Wir  be- 
zeichnen mit  n  den  Grad  von  P  und  mit  j  den  Index  des 
Theilers  Q^  so  dass  n  :  j  der  Grad  von   Q  ist. 

Wir  haben  im  ersten  Bande  (§.  156)  gesehen,  dass  die  Gruppe 
von  f  (x)  durch  Adjunction  einer  AVurzel  einer  irreduciblen 
Normalgleichung  J*^^  Grades  auf  Q  reducirt  wird  und  diese  Hülfs- 
gleichung  J^^^  Grades  haben  wir  als  Partialre solvente  be- 
zeichnet. 

Die  Galois'sche  Gruppe  dieser  Partialresolvente  haben  wir 
so  erhalten:  Bedeutet  ip  eine  zu  der  Gruppe  Q  gehörige  Func- 
tion der  Wurzeln  von  /  (x)  und  ist  P  in  die  Nebengruppen 

P=  Q+  Qa+  Qb+Qc  +  --- 
zerlegt,  wo  also  a,  h^  c,  .  .  .  gewisse  Permutationen  aus  P  sind, 
so  geht  1^  durch  die  ganze  Nebengruppe  Qa  in  ein  und  dieselbe 
Function  i'a  über,  und  die  Galois'sche  Gruppe  der  Resolvente 
besteht  aus  den  Substitutionen 

(t^,   ^%      (t,   #»„),      (l^,   1^5),      (^,   tc\    .   .   . 
Weber,  Algebra.    II.  jg 
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Setzt  man  zwei  dieser  Substitutionen  zusammen,  so  hat  man 
zu  beachten,  dass 

ist,  so  dass  man 

(lp,  ll^a)    (^,   ^h)  =  (^,   i^ah) 

hat.  Es  setzen  sich  also  diese  Substitutionen  ganz  in  derselben 
Weise  zusammen,  wie  nach  §.  4  dieses  Bandes  die  ISebengruppen, 
und  es  ergiebt  sich  daraus: 

1.  Die  Galois  sehe  Gruppe  der  zu  Q  gehörigen 
Partialresolvente  ist  isomorph  mit  der  zu  Q 
complementären  Gruppe  F/Q. 

Nehmen  wir  jetzt  irgend  eine  Compositionsreihe  von  P  mit 
der  zugehörigen  Indexreihe  (§.  6): 

(1)      ■  jf,  jf,,  p„ . . .,  p^_.,  1 

so  wird  nach  dem  soeben  Gesagten  die  Gruppe  der  Gleichung 
f=0  von  P  auf  Pj  reducirt  durch  Adjunction  einer  Wurzel 
einer  Normalgleichung  vom  Grade  ji.  Dann  wird  sie  auf  Pg 
reducirt  durch  eine  Wurzel  einer  Normalgleichung  vom  Grade 
j.2  u.  s.  f.  und  endlich  wird  die  Gleichung  vollständig  gelöst  durch 
eine  Wurzel  einer  Normalgleichung  vom  Grade  ju. 

Auf  dies  Auflösungsverfahren  fällt  nun  von  dem  Satze  über 
die  Unveränderlichkeit  der  Indexreihe  (§.  6,  I.)  ein  neues  Licht. 

2.  Um  die  Gleichung  /  =  0  zu  lösen,  hat  man  nach 
einander  je  eine  Wurzel  einer  Normalgleichung 
der  Grade  ji^J2i  -  •  -^ju  zu  adjungiren.  Die  Grade 
dieser  Resolventen  können  zwar  in  der  Reihen- 
folge, nicht  aber  in  der  Gesammtheit  abgeändert 
werden. 

Die  Zahlen  ji^  j^^  •  •  -^jfi  hängen  also  weit  tiefer  mit  der 
Natur  einer  Gleichung  oder  allgemeiner  mit  den  durch  die  Glei- 
chung definirten  Körpern  zusammen,  als  etwa  der  Grad  der 
Gleichung;  denn  während  der  Grad  durch  Transformation  auf 
mannigfache  Weise  verändert  werden  kann,  wenn  man  Functionen 
der  Wurzeln  als  neue  Unbekannte  einführt,  bleiben  die  Zahlen 
JuJ2^  '  •  '^ju  immer  erhalten  und  sind  als  wahre  Invarianten 
des  durch  die  Gleichung  definirten  Normalkörpers  zu  betrachten. 
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Zu   diesen   Invarianten   gehört  auch  der  Grad  n   der  Gruppe  P 
selbst,  der  durch  die  j  so  bestimmt  ist: 

(2)  n  =  jj^  .  .  .  ju-ijf.. 

Denn  nach  der  Bedeutung  der  Indices  ist  n  :  j^  der  Grad 
Ton  Pi,  )i  :  jiJ2  der  Grad  von  P2  u.  s.  f.,  und  da  der  letzte  der 
Grade  gleich  1  ist,  so  ergiebt  sich  die  Formel  (2). 

Im  Allgemeinen  ist  in  einer  Compositionsreihe  von  P  jedes 
Glied  Normaltheiler  nur  des  nächst  vorangehenden.  Es  können 
aber  auch  einzelne  Glieder  vorkommen,  die  auch  noch  von  weiter 
vorangehenden  Gliedern  Xormaltheiler  sind.  Besonders  wichtig 
sind  solche  Glieder,  die  Normaltheiler  von  P  selbst  und  also 
auch  von  allen  ihnen  vorangehenden  Gliedern  der  Compositions- 
reihe sind.  Wir  wollen  sehen,  welche  algebraische  Consequenzen 
aus  diesem  Umstände  zu  ziehen  sind. 

Es  sei  Pv  ein  Glied  der  Reihe  (1),  welches  zugleich  Normal- 
theiler  von  P  ist.  Der  Index  von  P,  in  Bezug  auf  P  ist 
jiji  '  '  •>,  und  dies  Product  ist  der  Grad  der  Partialresolvente, 
durch  die  die  Gruppe  P  auf  P,.  reducirt  wird,  die  wir  mit 
<l(y)  =  0  bezeichnen  wollen.  Die  Gruppe  dieser  Resolvente,  die 
eine  Normalgleichung  ist,  erhalten  wir  nach  dem  Satze  1.  in  der 
Form  PPy. 

\siv  können  nun  leicht  eine  Compositionsreihe  für  diese 
Gruppe  nebst  der  zugehörigen  Indexreihe  finden,  nämlich: 

(3)  ,       P  Pv.  Pi  P„  P2/PV,  .  .  ..  Pv_l  P..  1 

Jli  J21       '  '  •■!        Jy  —  ii       Jy 

Denn  nach  dem  Satze  1.,  §.  6  ist  Pi/P,-  ein  Normal theiler 
Ton  P/Py  vom  Index  j^ ,  und  es  ist  ein  grösster  Normaltheiler, 
weil  nach  2..  §.  6  über  Pj  P,  kein  Normaltheiler  von  P  P,.  stehen 
kann,  wenn  über  Pj  kein  Normaltheiler  von  P  steht.  Und 
ebenso  kann  man  in  Bezug  auf  die  folgenden  Glieder  von  (3) 
schliessen. 

Daraus  ziehen  wir  noch  eine  wichtige  Folgerung.  ^Yir  haben 
schon  im  §.  7  gezeigt,  dass  sich,  wenn  Q  irgend  ein  Normal- 
theiler von  P  ist.  eine  Compositionsreihe  von  P  finden  lässt,  in 
der  Q  vorkommt.  Ist  nun  R  ein  anderer  Normaltheiler  von  P 
und  zugleich  ein  Theiler  von  (),  so  kann  man  die  Compositions- 
reihe von  P  so  einrichten,  dass   Q  und  B  darin  vorkommen. 

Wir  denken  uns  eine  solche  Compositionsreihe  bestimmt: 

(4)  P,  «',  Ö",  ...,  Q,...,B. 

19* 
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Nach  (3)  können  wir  die  Compositionsreihen  der  beiden 
Gruppen  FjQ  und  P/jR  daraus  herleiten,  die  wir  so  andeuten 
wollen : 

(f))       .        .    P/ft  Q'IQ,  Q"/Q,  ...,    1 

(6)  F/B,  Q'/B,  Q"/B,  .  .  .,  Q/B  ... 

Nun  ist  der  Index  des  Theilers  Q'/Q  von  P/Q  gleich  dem 
Index  des  Theilers  Q'  von  P,  also  auch  gleich  dem  Index  des 
Theilers  Q'/B  von  P/P  (§.  6,  1.),  und  Gleiches  gilt  von  den 
folgenden  Gliedern.     Wir  sprechen  also  den  Satz  aus: 

3.  Sind  Q  und  B  Normaltheiler  von  P,  und  ist  B 
ein  Theiler  von  §,  so  ist  die  Indexreihe  von  P/Q 
ein  Theil  der  Indexreihe  von  P/B.. 

Sind  die  Indices  ji-,  J2^  •  •  v  jv  lauter  Primzahlen ,  so  ist  die- 
Lösung  der  Resolvente  %  (y)  z=  0  auf  die  Lösung  einer  Kette 
von  cyklischen  Gleichungen  der  Grade  ^1,^*2,  •  •  .,>  reducirbar; 
diese  Resolvente  ist  also  metacyklisch  in  dem  Sinne,  wie  wir 
diesen  Begriff  im  siebzehnten  Abschnitte  des  ersten  Bandes  fest- 
gestellt haben,  wonach  die  metacyklischen  Gleichungen  mit  den 
sonst  algebraisch  lösbar  genannten  identisch  sind. 

Eine  irreducible  Gleichung  f(x)  =  0  ist  metacyklisch,  wenn 
die  Indexreihe  ihrer  Gruppe  aus  lauter  Primzahlen  besteht.  Wir 
haben  an  der  erwähnten  Stelle  die  Bedingungen  für  meta- 
cyklische  Gleichungen  von  Primzahlgrad  untersucht,  und  müssen 
jetzt  diese  Betrachtungen  für  den  allgemeinen  Fall  durchführen,, 
dass  der  Grad  der  Gleichung  beliebig  zusammengesetzt  ist. 
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Wenn  f  (x)  =  0  eine  irreducible  Gleichung  m^^^  Grades  und 
P  ihre  Galois'sche  Gruppe  ist,  so  ist  P  transitiv.  Eine  Com- 
positions-  und  Indexreihe  für  P  sei 

(1)  p,  Pi,  P2,  •  •  •,  -P..-1, 1 

Es  wird,  da  die  letzte  Gruppe  1  intransitiv  ist,  in  der  Com- 
positionsreihe  einmal  eine  intransitive  Gruppe  auftreten,  und  es 
sei  also  P2.  die  erste  intransitive  Gruppe  der  Reihe   (1).     Dann 
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sind  auch  alle  folgenden  Gruppen  P;.  +  i,  P/.  +  2-  •  •  •,  die  ja  alle 
Theiler  von  P;.  sind,  intransitiv. 

Es  ist  nun  an  die  Sätze  1..  2.,  3.  im  §.  158  des  ersten  Bandes 
zu  erinnern.  Da  P;.  ein  Normaltbeiler  von  P;._i  ist,  so  folgt 
aus  jenen  Sätzen,  dass  P;._i  imprimitiv  ist,  und  wenn  durch 
die  nöthigen  Adjunctionen  die  Gruppe  von/(a;)  =  0  auf  P;._i 
reducirt  ist.  so  wird  durch  weitere  Adjunction  einer  Wurzel  einer 
Normalgleichung  vom  Grade  J;.  die  Function  f  (x)  in  mehrere 
irreducible  Factoren 

(2)  f{x)=Mx)U{x)...Mx) 

zerfallen,  die  alle  von  gleichem  Grade  sind  und  deren  Anzahl  h 
ein  Theiler  von  j)_  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  m  den  Grad  von  /(^),  mit  m^  den  Grad 
von  /i  {x}^  so  ist 
{3)  m  =  hnii. 

Nach  dem  angeführten  Satze  1.  im  §.  158,  Bd.  I  haben  die 
Gleichungen  /^  =  0,  /g  =  0,  ...,/;»==  0  alle  dieselbe  Gruppe, 
die  wir  mit  Q  bezeichnen  wollen.  Sind  «,  «i,  «g,  .  .  .,  a,n^—i  die 
Wurzeln  von  /^  =  0,  so  erhalten  wir  die  Gruppe  §,  wenn  wir 
die  Permutationen  der  cc  sammeln,  die  durch  P;.  hervorgerufen 
werden.  Es  handelt  sich  zunächst  um  das  Verhältniss  der  Grade 
j);.  und  q  der  beiden  Gruppen  P;.  und  Q. 

Es  kann  mehrere  verschiedene  Permutationen  in  P;.  geben, 
die  dasselbe  Element  in  Q  erzeugen,  die  also  dieselbe  Permu- 
tation der  a  enthalten.  Sind  tTj,  üT2  zwei  verschiedene  Permu- 
tationen aus  Px-,  die  unter  den  «  dieselbe  Permutation  hervor- 
rufen, so  wird  7t2  Tt^'^  =  ^0  ^ine  Permutation  sein,  die  die  a  in 
Euhe  lässt,  und  es  ist  also  tt^  =  7t^  7t^,  Wenn  umgekehrt  tiq 
irgend  eine  Permutation  aus  P;.  ist,  die  die  Wurzeln  a  nicht 
permutirt,  so  wird  die  Permutation  :t.2  =  ttq  tt^  dieselbe  Aende- 
rung  unter  den  a  bedingen,  wie  n^. 

Es  folgt  hieraus,  dass  jede  Permutation  der  «  gleich  oft 
durch  die  Permutationen  von  P;.  erzeugt  wird,  nämlich  ebenso 
oft,  als  die  a  durch  Permutationen  aus  P;.  ungeändert  bleiben. 
Bezeichnen  wir  diese  Zahl  mit  ^q,  so  ist  also 

W  P?-  =  Po  q, 

oder  der  Grad  ])/.  dei'  Gruppe  P;.  ist  ein  Vielfaches  des 
Grades  q  von   Q. 
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Wir  haben  nun  im  §.  154,  7.  des  ersten  Bandes  den  Satz 
bewiesen,  dass  der  Grad  einer  transitiven  Permutationsgruppe 
immer  durch  die  Anzahl  der  permutirten  Zifiern  theilbar  ist. 
Hier  ist  aber  /^  (x)  irreducibel  und  demnach  die  Gruppe  Q 
transitiv.  Es  ist  also  q  durch  den  Grad  von  fi(x),  d.  h.  durch 
nii  theilbar,  und  folglich  ist  nach  (4)  auch  j);.  durch  m^  theilbar. 

Den  Grad  _p2-i  von  P^—i  erhalten  wir  nach  der  Bedeutung 
von  jx  in  der  Form: 

(5)  p?.-i=jxp?.. 

Nun  ist  j9/  ein  Vielfaches  von  mj,  Ja  ein  Vielfaches  von  h, 
und  hmi  =  m  gleich  dem  Grade  von  /  (x).     Demnach  ist 

(6)  J9A-1  =  Zum 
ein  Vielfaches  von  m. 

Aus  der  Bedeutung  der  j  ergiebt  sich  aber  [§.  73,  (2)] 
J92-1  =  j?Jx—i  .  •  'ja-,  und  folglich  haben  wir  die  Relation 

(7)  Jd^  +  iJ?-  +  2  '  "  j^  =  'kvn, 

woraus  sich  eine  sehr  merkwürdige  Folgerung  ziehen  lasst. 

Angenommen,  es  werde  die  irreducible  Function  f{x)  durch 
successive  Adjunction  von  Wurzeln  cyklischer  Gleichungen  redu- 
cibel,  dann  lässt  sich  nach  §.  176,  Bd.  I  die  Compositionsreihe  (1) 
so  geordnet  annehmen,  dass  die  Indices  ^1,^21  •  •  '•>ji  Primzahlen 
sind.  Es  ist  also,  da  h  ein  Theiler  von  jx  ist,  ji  =  Ji^  und  j^  ist 
nach  (3)  eine  in  m  aufgehende  Primzahl. 

Wenn  nun  in  m  ausser  jx  noch  eine  zweite  Primzahl  p  auf- 
geht, so  muss  nach  (7)  einer  der  Factoren  jx^  j?.  +  i,  jx  +  21  •  •  -^j^ 
durch  p  theilbar  sein,  und  sie  können  also  gewiss  nicht  alle 
gleich  jx  sein. 

Daraus  aber  folgt  nach  dem  Satze  III,  §.  7,  dass  man  eine 
Compositionsreihe  von  Px: 

(8)  P,,  P,  +  i,...,  Pu_i,  1 

so  finden  kann,  dass  unter  den  Gruppen  P;.,  P/  +  i,  .  .  .,  Pa-i 
eine,  etwa  P^,  ein  Normaltheiler  von  P  ist. 

Dieses  P^  ist  aber  als  Theiler  der  intransitiven  Gruppe  Px 
selbst  intransitiv,  und  daher  muss  P  selbst  imprimitiv  sein 
(Bd.  I,  §.  158,  2). 

Wir  sprechen  dies  in  folgender  Form  als  Satz  aus: 

1.    Wenn  im  Grade  einer  irreduciblen  Gleichung 
mehrere    verschiedene    Primzahlen    aufgehen,   so 
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kann  diese  Gleichung  nur  dann  durch  successive 
Adjunction  von  Wurzeln  cyklischer  Gleichungen 
reducibel  werden,  wenn  sie  imprimitiv  ist. 

Wir  können  über  die  Art  und  Weise  der  Reduction,  ihre 
Möglichkeit  vorausgesetzt,  noch  einiges  Nähere  anführen.  Ist 
Pv  die  erste  Gruppe  der  Reihe  (8).  die  Normaltheiler  von  P  ist, 
so  ist  nach  dem  eben  angeführten  Satze  III,  §.  7  bei  richtiger 
Anordnung  der  Compositionsreihe : 

(9)  i/.  =i/.  +  i  •  •  •  =>  +  i, 

also  alle  gleich  derselben  Primzahl,  und  die  Resolvente  jj  =  0, 
durch  die  die  Gruppe  P  auf  P,  reducirt  wird,  hat  folglich  eine 
metacjklische  Gruppe. 

Bezeichnen  wir  mit  J.,  P, ...,  /S  die  Systeme  der  Intransitivität 
der  Gruppe  Pv,  deren  Anzahl  s  sei,  und  setzen 

(10)  m  =  rs, 

so  wird  durch  Adjunction  einer  Wurzel  von  %  =  0  die  Function 
f(x)  in  s  Factoren  r*^^  Grades  zerfallen. 

Die  J.,  P,  .  .  .,  5  sind  Systeme  der  Imprimitivität  von  P 
(Bd.  I,  §.  158,  2.). 

Bezeichnen  wir  mit  Q  die*  Gesammtheit  aller  Permutationen 
von  P,  die  die  einzelnen  Systeme  ^,  P,  .  .  .,  S  an  ihrer  Stelle 
lassen  und  nur  die  Elemente  der  Systeme  unter  sich  vertauschen, 
so  ist  Q,  wie  wir  im  §.  158  des  ersten  Bandes  gesehen  haben, 
ein  Normaltheiler  von  P,  und  durch  Adjunction  der  Wurzeln 
einer  Hülfsgieichung  s*«^  Grades  9  (^)  =  0  zerfällt  / (rr)  in  s  Fac- 
toren r*^^  Grades,  denen  die  einzelnen  Systeme  J.,  P,  .  .  .,  >S  als 
Wurzeln  angehören: 

/  (^)  =  /  (^,  y-)  f  {^\  2/,0  /  (^.  V))  '  •  • 
Da  durch  die  Hülfsgieichung  (p(^y)  =  0  die  Gruppe  P  auf  Q 
reducirt  wird ,  so  ist  die  Gruppe  von  (p(y)  =  0  isomorph  mit 
P/Q.  Andererseits  ist  aber  auch  die  intransitive  Gruppe  P».  ein 
Theiler  von  §,  da  die  Systeme  J.,  P,  .  .  .,  5  durch  P,.  nicht  ver- 
schoben werden,  und  wir  können  also  den  Satz  §.  73,  3.  auf  die 
drei  Gruppen  P,  Q,  Py  anwenden.  Da  die  Indexreihe  von  P  Py 
nach  Voraussetzung  aus  lauter  Primzahlen  besteht,  so  gilt  nach 
jenem  Satze  dasselbe  von  P/Q.  Diese  Gruppe  ist  metacyklisch 
und  also  ist  auch  die  Hülfsgieichung  cp  (y)  =  0  metacyklisch.  Es 
folgt  also  der  Satz: 
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2.    Wenn    eine    irreducible    Gleichung,    in    deren 
Grad   mehr   als    eine   Primzahl    aufgeht,    durch 
successive  Adjunction   von  Kadicalen  in  Fac- 
toren  zerfällt,  so  wird  eine  Zerfällung  in  s  Fac- 
toren    r*^"    Grades    herbeigeführt    durch   Adjunc- 
tion der  Wurzeln  einer  metacyklischen  Gleichung 
r*^^  Grades. 
Dieser  Satz  enthält  als  speciellen  Fall  den  von  Abel  her- 
rührenden Satz,   dass  eine  irreducible  Gleichung,  deren  Grad  m 
nicht  die  Potenz   einer  Primzahl  ist,  nur   dann   durch  Radicale 
lösbar  sein  kann,  wenn  sie  durch  Adjunction  der  Wurzeln  einer 
lösbaren  Gleichung  niedrigeren  Grades,  deren  Grad  ein  Theiler 
von  m  ist,  in  Factoren  zerfällt  i).    Damit  ist  die  Frage  nach  der 
Auflösung   einer   Gleichung    durch   Radicale    oder   auch   nur   der 
Reduction  einer  Gleichung  durch  Radicale   ausserordentlich  ver- 
einfacht.    Man  kann  in  der  That  die  fernere  Untersuchung  auf 
Gleichungen   beschränken,   deren  Grad   eine  Primzahl   oder  eine 
Primzahlpotenz  ist,  weil  darauf  alle  anderen  Fälle  durch  wieder- 
holte Anwendung  des  Satzes  2.  zurückgeführt  sind. 

So  gestattet  z.  B.  die  Frage  nach  allen  durch  Radicale  lös- 
baren irreduciblen  Gleichungen  6*^^  Grades  eine  geradezu  triviale 
Antwort : 

Um  alle  metacyklischen  Gleichungen  6*^^^  Grades 
in  irgend  einem  Körper  Sl  zu  erhalten,  adjungire  man 
dem  Körper  Sl  eine  Quadratwurzel  und  bilde  in  dem 
erweiterten  Körper  alle  cubischen  Gleichungen,  oder 
man  adjungire  die  Wurzel  einer  cubischen  Glei- 
chung und  bilde  in  dem  erweiterten  Körper  alle  qua- 
dratischen Gleichungen. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Gleichung  führen  wir  die  von 
Hesse  behandelte  an,  von  der  die  Kreisschnitte  einer  nicht  auf 
die  Hauptaxen  bezogenen  Fläche  2*^^  Grades  abhängen.  Dies 
Problem  wird  durch  Quadratwurzeln  gelöst,  wenn  vorher  durch 
die  Lösung  einer  cubischen  Gleichung  die  Hauptaxen  bestimmt 
sind  2). 

^)  Abel  giebt  den  Satz  ohne  Beweis  in  der  Abhandlung  „Sur  la  res. 
algebr.  des  equations".  Oeuvres  completes  1881,  Bd.  II,  S.  217.  Vgl.  auch 
die  Abhandlung  von  Galois  in  Liouville's  Journal,  Bd.  11. 

2)  Hesse,  „lieber  die  Auflösung  derjenigen  Gleichungen  6 ten Grades  etc." 
Crelle's  Journal,  Bd.  41  (1851). 
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§.  75. 

Metacyklische  Gleichungen,  deren  Grad  eine  Primzahl- 
potenz ist. 

Nach  den  letzten  Sätzen  concentrirt  sich  das  Interesse 
weiterer  Untersuchungen  über  metacyklische  Gleichungen  haupt- 
sächlich auf  den  Fall,  dass  der  Grad  der  Gleichung  eine  Potenz 
j)^'  einer  Primzahl  j>  ist.  Wir  setzen  die  Gleichung  als  irreducibel 
voraus  und  beschränken  uns  auf  die  Betrachtung  primitiver 
Gleichungen;  denn  die  x\uflösung  der  imprimitiven  reducirt 
sich  auf  die  successive  Lösung  zweier  (oder  mehrerer)  primitiver 
Gleichungen,  deren  Grade  gleichfalls  Potenzen  von  j)  sind,  und 
die,  wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  metacyklisch  ist,  auch 
metacyklisch  sein  müssen. 

'  Wir  nehmen  also  jetzt  an,  es  sei  P  die  Gruppe  einer  irre- 
duciblen  primitiven  metacyklischen  Gleichung  f  (x)  =^  0  vom 
Grade  p^.  Nach  Bd.  I,  §.  158,  2.  muss  nicht  nur  P  selbst,  son 
dern  alle  seine  Normaltheiler  (mit  Ausnahme  der  Einheitsgruppe) 
noch  transitiv  sein.  Nun  wenden  wir  den  in  §.  8  allgemein 
^bewiesenen  Satz  IV.  an,  nach  dem  P  einen  Normaltheiler  Q  mit 
lauter  commutativen  Elementen  besitzt,  und  wenn  mehrere  solche 
Theiler  vorhanden  sind,  so  verstehen  wir  unter  Q  einen  von 
ihnen,  dessen  Grad  möglichst  niedrig,  aber  noch  grösser  als  1 
ist.  Diese  Gruppe  Q  ist  also  gleichfalls  noch  transitiv.  Q  kann 
aber  keinen  von  der  Einheit  verschiedenen  echten  Theiler  mehr 
haben,  der  zugleich  Normaltheiler  von  P  ist,  weil  sonst  dieser 
mi  die  Stelle  von  Q.  treten  würde. 

Wenn  durch  die  gehörigen  Adjunctionen  die  Gruppe  unserer 
Gleichung  von  P  auf  Q  reducirt  ist,  so  ist  f(x)=^0  in  dem  er- 
weiterten Rationalitätsbereiche  zu  einer  Abel'schen  Gleichung 
geworden,  und  da  sie  noch  irreducibel  geblieben  ist,  so  ist  nach 
Bd.  I,  §.  162  der  Grad  der  Gleichung  gleich  dem  Grade  der 
Gruppe;  d.  h.  Q  ist  eine  Abel'sche  Gruppe  vom  Grade  p^.  Die 
Grade  aller  Elemente  von  Q  sind  also  Potenzen  von  p.  Wir 
w^ollen  nachweisen,  dass  ausser  dem  Einheitselemente  in  Q  nur 
Elemente  vom  Grade  p  selbst  vorkommen. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  j/  der  höchste  Grad,  der  unter  den 
Elementen  von  Q  vorkommt,  und  es  sei  A  >  1.  Dann  bilden 
alle  Elemente  von  Q,  deren  Grad  ein  Theiler  von  p^—^  ist,  einen 
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Theiler  Q'  von  Q,  der  sowohl  von  Q  selbst  als  von  der  Einheits- 
gruppe verschieden  ist.  Dieser  Theiler  Q'  muss  aber  ein  Normal- 
theiler  von  P  sein,  weil,  wenn  jr  in  §,  7  in  P  enthalten  ist,. 
y—^Tty^  was  vom  selben  Grade  wie  7t  ist,  gleichfalls  in  Q  ent- 
halten sein  muss,  und  also  zu  Q'  gehört,  wenn  it  zu  Q'  gehört. 
Da  nun  aber,  wie  oben  bemerkt,  Q  keinen  echten  Theiler  haben 
kann,  der  grösser  als  die  Einheitsgruppe  und  zugleich  Normal- 
theiler  von  P  ist,  so  muss  /l  =  1  sein. 

§.  76. 
Darstellung  der  Abel'schen   Gruppe   Q. 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  haben  gezeigt^ 
dass  in  einer  metacyklischen  Gruppe  P,  die  als  Galois'sche 
Gruppe  einer  irreduciblen  primitiven  Gleichung  f  (x)  =  0  des- 
Grades  n  =  2^^  auftreten  kann,  eine  Abel'sche  Gruppe  Q  als 
Normal  theiler  enthalten  sein  muss,  deren  Grad  p'^  ist,  und  die 
ausser  dem  Einheitselemente  nur  Elemente  vom  Grade  p  enthält. 

Nach  §.  9  lässt  sich  diese  Gruppe  Q  durch  eine  Basis  dar- 
stellen, die  aus  h  Elementen  Äi^  Ä2^  .  .  .^  Ä-^  vom  Grade  p  be- 
steht, so  dass  jedes  Element  von  Q  die  Form  erhält: 

(1)  ^1'  Äi' . . .  Äi\ 

und  hierin  durchlaufen  ^1,  ^2?  •  •  -^  ^fc  ^'^^  einander  unabhängig 
je  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  p.  Wir  gehen  nun^ 
um  die  entsprechende  Permutationsgruppe  zu  finden,  von  einer 
beliebigen  Wurzel  x  von  f  (x)  aus,  bezeichnen  die  Wurzel,  in 
die  X  durch  die  Permutation  (1)  übergeht,  mit 

und  setzen  fest,  dass  dies  Zeichen  seine  Bedeutung  nicht  ändern 
soll,  wenn  die  Zahlen  z^,  ^2^  •  -  -,  ^n  beliebig  um  Vielfache  von  p 
verändert  werden.  Der  Wurzel  x^  von  der  wir  ausgingen,  kommt 
dann  das  Zeichen  [0,  0,  .  .  .,  0]  zu,  und  durch  das  Zeichen  (2) 
ist  jede  Wurzel  yob.  f  (x)  ein  und  nur  einmal  dargestellt. 

Wenn  x  durch  eine  Permutation  A'  in  x'  und  x'  durch  A" 
in   x"   übergeht,    so    geht   x    durch    die   Permutation   A'  A"   in 
x"  über.     Daraus  folgt  aber,  dass  [^1,  ^21  •  •  •»  ^k]  durch  die  Per- 
mutation 
(3)  A  =  A",^  Ä?  .  .  .  Äi'> 


i 
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in  [^1 -fa],  ^2 +  «2^  •  •  n  -2'fc  +  ^fc]  übergeht.  Demnach  können 
wir  die  Permutation  Ä  auch  so  bezeichnen: 

und  man  erhält  die  ganze  Gruppe  Q.  wenn  man  a^,  «.,,  .  •  .,  «;r 
je  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  j;  durchlaufen  lässt. 

Die  Gruppe  Q,  deren  Bildungsweise  jetzt  festgestellt  ist,  muss^ 
ein  Normaltheiler  von  P  sein,  und  daraus  lässt  sich  eine  all- 
gemeine Form  herleiten,  in  der  alle  Permutationen  von  P  ent- 
halten sein  müssen. 

Dazu  bedürfen  wir  eines  Hülfssatzes  über  die  analytische 
Darstellung  der  Permutationen,  den  wir  zunächst  ableiten. 


§.  77. 
Analytische  Darstellung   der  Permutationen. 

Hülfssatz.  Wenn  bei  irgend  einer  Permutation  der 
Grössen  (2).  §.  76,  ^i  in  ^{,  ^2  in  ^2^  -  -  ••,  ^k  in  ^i  übergeht^ 
so  kann  man  immer 

(1)  '^  -  ^^  ^^^'  ^2'  •  •  •'  ''^  (mod  p). 

zi  =  9Pfc  (^1,  z^,  .  .  .;  ^fc) 

setzen,  worin  qpj,  921  •  •  •?  9^fc  ganze  rationale  Functionen 
der  Variablen  ^1,  z^^  .  .  .,  ^fc  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  bedeuten,  die  in  Bezug  auf  keine  der  Variablen 
den  Gradj:)  —  1  übersteigen. 

Der  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  des  entsprechenden 
Satzes  im  §.  180  des  ersten  Bandes.  Dort  ist  der  Satz  für  A'  =  1 
bewiesen.  Dem  allgemeinen  Beweise,  der  auf  der  vollständigen 
Induction  beruht,  schicken  wir  folgende  Erwägungen  voraus. 

Da  wir  in  (1)  für  die  Argumente  Zi  alle  Combinationen  von 
Ic  Reihen  nach  dem  Modul  p  zu  setzen  haben,  so  ergeben  sich 
p''^  solcher  Systeme.  Jede  der  P'unctionen  (p  hat  p'^  unbestimmte 
Coefficienten ,  und  wenn  also  die  zi  gegeben  sind,  so  erhalten 
wir  Ivp"^  lineare  Congruenzen  für  ebenso  viele  unbekannte  Zahlen, 
nämlich  die  Coefficienten  der  9 4..    Es  ist  nur  noch  nachzuweisen. 
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dass  diese  Congruenzen  von  einander  unabhängig  sind.     Hierbei 
können  wir  jede  der  Functionen  cp   für  sich  betrachten.     Setzen 
wir  also 
(2)  ^'  =  cp  (^1,  ^2,  •  •  •,  ^fc)    (mod  p), 

so  haben  wir,  wenn  wir  für  jede  Combination  der  ^i  den  zu- 
gehörigen Werth  von  0'  kennen,  p^  lineare  Congruenzen  zur  Be- 
stimmung der  Coefficienten  von  (jp.  Es  ist  zu  beweisen,  dass  diese 
Congruenzen  immer  lösbar  sind,  wobei  wir  voraussetzen  können, 
dass  diese  Möglichkeit  für  Functionen  von  weniger  Variablen 
schon  erwiesen  sei. 

Wenn  wir  nun  g?  nach  Potenzen  der  Variablen  0^  ordnen, 
so  erhalten  wir 

(3)      ^■'  =  xo  ^r'  +  xi  ^r'  H f-  %P-i  (^od  p\ 

worin  die  Coefficienten  ;toi  Zi^  •  •  •?  Zi>— 1  ebensolche  Functionen 
sind  wie  (p,  nur  dass  sie  von  einer  Variablen  weniger  abhängen. 

Halten  wir  irgend  eine  der  Combinationen  der  s^^  .  .  .,  z-k 
fest,  und  setzen  ^^  =  0,  1,  .  .  .,  ^^  —  1,  so  erhalten  wir  aus  (3) 
ein  System  von  p  linearen  Congruenzen,  dessen  Determinante 
nicht  durch  p  theilbar  ist,  und  wir  können  daraus,  wie  im  §.  180 
des  ersten  Bandes,  die  Werthe  von  %o»  Zu  •  •  o  %p—i  für  diese 
Combination  der  ^21  .  .  •,  ^fe  bestimmen,  und  daher  sind  für  jede 
Combination  der  Variablen  die  Werthe  der  Function  %i  (nach 
dem  Modul  p)  bekannt.  Der  Voraussetzung  nach  können  wir 
aber  die  Coefficienten  der  Functionen  %i^  die  ja  nur  von  Ix  —  1 
Variablen  abhängen,  daraus  bestimmen,  und  damit  ist  der  Hülfs- 
satz  bewiesen. 

Hiernach  können  wir  jede  Permutation  der  Wurzeln  [^i,...,^^] 
so  darstellen: 

oder  in  noch  abs^ekürzterer  Schreibweise: 


<^>  Cc.)) 


In  dem  Symbol  (4)  können  wir,  ohne  seine  Bedeutung  zu 
ändern,  ^1,  ^21  •  •  •  durch  irgend  eine  andere  Combination  ^1,  ^2,  •  •  • 
ersetzen,  und  wenn  also  nach  dem  Hülfssatze 

^i  =  ^i  (^1,  ^2^  •  •  •) 
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ist,  SO  können  wir  (4)  oder  (5)  auch  so  darstellen: 

/l/^l  (^-1,   ^2,     •    •    .),     i'2  (^i^   ^2^     •••).••   A    ^    /^  W 

Dies  führt  zur  Zusammensetzung  der  Permutationen: 

•     §•  78. 
Darstellung   der  metacyklischen  Gruppe  P. 

Nun   soll    die   Gruppe   Q   ein   Normaltheiler   der   Gruppe  P 
sein,  d.  h.  wenn  Ä  eine  Permutation  aus  Q,  B  eine  Permutation 
aus  P  ist,   so   soll   sich   eine   zweite   Permutation  A'  aus    Q  so 
bestimmen  lassen,  dass 
(1)  AB  =  BA' 

ist.     Setzen   wir   in    der    abgekürzten   Bezeichnung    des   vorigen. 
Paragraphen 

■'=(;+.).-*■=(;+.■).  ^ =(;(,))• 

so  wird 

ABr=(\  .  .y  BA'  =  (^ ,, ,  ,y 

oder 

qp  (^  +  «)  ^  9^  ('^)  +  ^'• 
Diese  Congruenz   aber  ist  nur   ein   abgekürztes  Symbol   für 
das  System  der  Congruenzen  nach  dem  Modul  p: 

<Pl    (^l+«l,   ^2  +  ^2,   .    .   .)   =   (fi    (A,   ^2,    •    •    •)   +   «1 

(2)  92    (^~1+«1,   '?2  +  «2,   .    .    .)   =    9^2    (^1,   ^2,   .    .   .)   +   «2 

Hierin  kann  das  System  der  Zahlen  «i,  «o,  .  •  .  nach  dem 
Modul  p  beliebig  gegeben  sein,  «i,  «2,  .  .  .  sind  dadurch  be- 
stimmt. 

Setzen  wir  in  der  ersten  der  Formeln  (2)  je  eine  der  Zahlen 
«1,  «2,  •  .  .  gleich  1,  die  übrigen  gleich  0,  so  mag  sich  ergeben: 

g?i  (^1  +  1,  ^0  .  .  .)  =  (pi  (^1,  ^2^  .  .  .)  +  «1,1 

(3)  <5Pi  (^-"i,  ^2  +  1,  .  .  .)  =  9i  (^1,  ^2,  .  •  .)  +  «1,2 
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Wenn  man  die  erste  dieser  Formeln  «imal,  die  zweite  W2  mal 
nach  einander  anwendet  u.  s.  f.,  so  folgt: 

9i  (^1  +  «1.  ^2,  •  .  ^)  =  (fi  (^1,  ^2,  .  •  •)  +  «1  «1,1 

9^1    (^1,   ^2  +  CC2,   .   .    .)   ^   (pi    (^1,   021   •    •    •)  +   «2  «1,2 
1 

und  wenn  man  in  der  ersten  ^2  in  ^2  4"  «2  verwandelt,  und  die 
zweite  anwendet  und  so  fortfährt,  so  ergiebt  sich  schliesslich: 

(4)  g?i  (^1  +  «1,  ^2  +  «2,  .  .  .)  = 

(Pi    (^1,   ^2,    .•.)   +    «!   «1,1    +    «2  «1,2    H • 

Hierin  setzen  wir  nun  ^j,  ^21  *  *  •  =  0  und  schreiben  dann 
an  Stelle  von  «1,  «3,  .  .  .  wieder  ^1,  ^^2,  .  .  .  Ferner  bezeichnen 
wir  (pi  (0,  0,  .  .  .)  durch  a^  und  erhalten  so  aus  (4): 

(5)  91(^11^2,  .  .  .)  =  «1  +  ^1  «1,1  +  ^2  «1,2  +  •  •  •, 

■d.  h.  91  muss  eine  lineare  Function  sein. 

Genau  auf  dieselbe  Weise  verfahren  wir  mit  sämmtlichen 
Kongruenzen  (2)  und  gelangen  so  zu  folgendem  Endresultate: 

I.  Alle  Permutationen  der  Galois'schen  Gruppe  P 
einer  primitiven  irreduciblen  metacyklischen 
Gleichung  vom  Grade  p^ 


/^i,  ^2,  •  •  -1  ^k\ 


sind  von   der  Form 

0i  =   OCi,i  ^1  +  Wi,2  ^2  +   •   •   •   +  «l,fc  '2'fe  +  «1 

<02   ^   0C2,1  -2^1  +  «2,2  ^2  H H  «2,fc  ^fc  +  «2         ^^^^  ^n 

^fc  =  afc,i^i  +  «fc,2^2+  •  •  •  +«fc,fc^fc  +  «fc 
Das  System  der  Congruenzen  (6)  stellt  immer  dann  und  nur 
dann  eine  Permutation  dar,  wenn  die  Determinante 

V    4-   Oii^i   C«2,2    .   .   .    «fc,fc 

nicht  durch  p  theilbar  ist,  weil  dann  und  nur  dann  auch  um- 
gekehrt zu  jedem  Systeme  der  ^'  ein  bestimmtes  System  der  0 
(nach  dem  Modul  p)  gehört. 

Der  Inbegriff  aller  Permutationen  (6)  ist  in  der  That  eine 
Gruppe,  die  die  allgemeine  lineare  Congruenzgruppe 
heisst,   und  in   ihr  müssen   die   metacyklischen  Gruppen  P  ent- 


j 
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halten  sein.  Es  sind  aber  nicht  alle  linearen  Congruenzgruppen 
auch  umgekehrt  raetacyklisch,  und  diese  daraus  auszusondern, 
ist  noch  ein  weiteres  Problem,  das  bis  jetzt  nur  in  besonderen 
Fällen  gelöst  ist  i). 

Um  aber  das  Problem  wenigstens  genauer  zu  formuliren, 
fügen  wir  noch  folgende  Betrachtungen  bei. 

Wir  bezeichnen  die  vollständige  lineare  Congruenzgruppe  (6) 
mit  i?,  und  sondern  daraus  die  darin  enthaltene  Gruppe  der 
linearen  homogenen  Substitutionen 

zi  =  «1,1.^1  +  «1,2  ^"2  +  •  •  •  +  «l,fc^fc 

<7)  "^  =  ""^'^ ''  +  "''' ''''  ^  "-'• ''     (mod  p) 

4   =   «^,1^-1    +    «^,2^-2    +    •    •    •    +   «fr,fc^fc 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  ab,  die  lineare 
homogene  Congruenzgruppe  genannt,  die  wir  mit  S  be- 
zeichnen wollen.  Ferner  ist  in  (6)  die  A*fach  cyklische  Gruppe  Q 
enthalten,  die  aus  den  Substitutionen 

(8)  Z[   =  Z^   ^  «1,     S2  =  2-2   +  «.^,   .  .   .,  Zu  =  ^A-  +  «fc 

besteht. 

Bedeutet  nun  ö  ein  Element  aus  S  und  y  ein  Element 
aus  Q.  so  ergiebt  sich  aus  der  Compositionsregel  §.  77,  (7)  ohne 
ScliTN^erigkeit ,  dass  sich  jede  Substitution  tc  aus  der  Gruppe  R 
auf  eine  und  nur  auf  eine  Weise  in  jeder  der  beiden  Formen 

{9)  71    =:    (5y    =z    y'ö 

darstellen  lässt,  worin,  wenn  ö,  y  durch  (7),  (S)  bestimmt  sind, 
y  die  Substitution 

(10)  Z[  =  Z^    +  «;,     Zo  =  Zi   +  «2,    .   .   .,    Zu  =  Zj:  +  «fc 

bedeutet,  wenn  die  «•  aus  den  «»•  durch  die  Substitution  ö  ab- 
geleitet sind. 

Q  ist  ein  Normaltheiler  von  B\  denn  ist  y^  ein  beliebiges 
Element  aus  Q.  so  ist  bei  mehrmaliger  Anwendung  von  (9): 

öyy^  =  y'y[ö  z=  y'y[6y-'^y  =  y'yiy'-'^öy, 
also,  wenn 

0y  =  71,     y'yiy'-^  =  y[ 
gesetzt  wird, 

^  7i  =  r'i  ^^ 


1)  C.  Jordan,  Liouville's  Journ.  de  Mathem.  Ser.  (2),  Bd.  XIII. 
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und  folglicli 

(11)  Tt-^qit  ^  Q. 

Wenn  nun  %  irgend  einen  Theiler  U^  von  R  durchläuft,  der 
seinerseits  die  Gruppe  Q  enthält,  so  ist  Q  Normaltheiler  von  B^ 
und  die  in  (9)  vorkommende  Substitution  ö  muss  einen  Theiler 
Si  von  S  durchlaufen.     Man  kann  setzen: 

und  da  die  in  der  Form  (9)  enthaltenen  Substitutionen  alle  von 
einander  verschieden  sind,  so  ist  der  Grad  von  B,^  gleich  dem 
Producte  der  Grade  von  S-^  und  Q.  Ist  JR^  ein  Normaltheiler 
von  i^i,  der  gleichfalls  noch  Q  (als  Normaltheiler)  enthält,  sa 
ist  ebenso 

R2  =  S2  Q, 

und  S2  ist  ein  Normaltheiler  von  Si. 

Denn  nach  Voraussetzung  ist  für  jedes  Element  ^r^  aus  Ri 

^Y'  S2Q7t,  =  S2  Q, 
also  nach  (11): 

7t-^  S^QtC^^   Ttj'^  S2  7C^  Q  =    S2  Q, 

und  folglich 

7r~i  82  JTi  =  82^ 

und  da  dies  auch  für  it^  =  öi  gilt,  wo  öj  in  Si  enthalten  ist,  so 
ist  S2  Normaltheiler  von  ^j.  Umgekehrt  ist,  wenn  ^2  ein  Normal- 
theiler von  Si  ist,  ^2  Q  Normaltheiler  von  Si  Q.  Denn  wenn 
S2  öl  =  öl  S2  ist,  so  folgt 

Ö,S2Q=  S.2Ö,Q=  ^2  0  öl, 
und  daraus 

yö,S2Q  =  rS2Qri,  =  S2r'Qö,^  S2Q61 
(weil  /  ö  =  Qy-^  =  Q  ist);  d.'  h. 

Tti  S2Q  =   S2  Q'^i', 

w.  z.  b.  w.     Hieraus  aber  ergiebt  sich  Folgendes: 

IL  Ist  P  die  Galois'sche  Gruppe  einer  primitiven: 
irreduciblen  metacyklischen  Gleichung  vom 
Grade  p^^  so  ist  P  in  der  Form  darstellbar: 

worin    T  eine   in   der   Congruenzgruppe   S  ent- 
haltene metacyklische  Gruppe  ist. 
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Die  Aufgabe  der  Auffindung  aller  dieser  metacyklischen 
Gleichungen  ist  also  darauf  zurückgeführt,  alle  metacyklischen 
Theiler  der  homogenen  Congruenzgruppe  S  zu  finden. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  den  Fall  jj  =  3 ,  ä:  =  2 ,  fragen 
also  nach  den  metacyklischen  Gleichungen  9^^^  Grades,  so  handelt 
es  sich  nach  diesem  Satze  um  die  Gruppe  S  der  nach  dem 
Modul  3  f;renommenen  linearen  Substitutionen 


f^)  •  =  (:;,')■ 


mit  denen  wir  uns,  unter  etwas  anderem  Gesichtspunkte,  im  §.  66 
beschäftigt  haben. 

Wir  haben  dort  zunächst  einen  Theiler  E  von  S  betrachtet, 
der  aus  allen  Substitutionen  ö  mit  der  Bedingung  ad  —  b  c 
^  1  (mod  3)  besteht,  und  haben  ausserdem  zwei  Substitutionen 


(13) 


/a,  6>      /— a,  —b\ 
\c,d)'    \-c,  -d) 


ZU  einem  einzigen  Elemente  zusammengefasst.  Die  so  specia- 
lisirte  Gruppe  war  vom  Grade  12  und  hatte  einen  Normaltheiler 
vom  Index  3: 

aus  dem  E  so  zusammengesetzt  war: 

^-«+G:Ö'-'+(-;;;)«- 

In  der  Gruppe  S  gelten  aber  die  beiden  Substitutionen  (13) 
als  verschieden,  und  ausserdem  müssen  noch  die  Substitu- 
tionen 0,  deren  Determinante  ad  —  bc  ^  —  1  (mod  3)  ist,  dazu 
genommen  werden,  wodurch  sich  der  Grad  der  Gruppe  auf  48 
erhöht.  G  erweitert  sich  durch  die  Aenderung  der  Vorzeichen 
aller  Elemente  zu  einer  Gruppe  8*^^  Grades  und  E  zu  einer 
Gruppe  24^**^^  Grades,  von  der  das  erweiterte  G  Normaltheiler 
ist.  Hier  ist  nun  die  ganze  Gruppe  S  metacyklisch,  wie  man 
aus  folgender  Zusammensetzung  sieht,  in  der  die  erweiterte 
Gruppe  G  mit  S.2  und  die  erweiterte  Gruppe  E  mit  Si  be- 
zeichnet ist: 


«.=(;:?).(-::-; 


Weber,  Algebra.    11.  Ort 
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S^   =   Si  -\-  (  ^      \  84^ 

.  ».  =  ».  +  LI  J)  s. 


S 


=«+(-;::)«■• 


Wir  haben  hiernach  die  Compositions  -  und  Indexreihe  von  S 

St    Sit    ^2i    ^Zi    ^ii 

2      3      2      2 

und  wir  kommen  also  hier  zu  dem  Ergebniss,  dass  alle  Glei- 
chungen 9*®^  Grades  mit  linearer  Congruenzgruppe 
metacyklisch  sind. 

§.  79. 

Ternäre  lineare  Congruenzgruppe  für  den  Modul  2. 

Mannigfache  interessante  Beziehungen  ergeben  sich,  wenn 
wir  die  ternäre  lineare  Congruenzgruppe  R  für  den  Modul  2 
betrachten,  die  als  transitive  Permutationsgruppe  von  acht  Ele- 
menten aufgefasst  werden  kann,  und  die  Gruppe  der  meta- 
cyklischen  Gleichungen  8*®^  Grades  enthalten  muss.  Nach  dem 
oben  Bewiesenen  kommt  es  vor  Allem  darauf  an,  die  homogene 
Congruenzgruppe  S  zu  betrachten,  die  aus  den  Elementen 

/a  ,  h  t  c\ 
(1)  ö  =     «1,  h^t  Ci 

\a.2t  K  cj 

besteht,  worin  die  Ziffern  a,  &,  c,  . . .  nach  dem  Modul  2,  also  =  0 
oder  ==  1,  anzunehmen  sind,  und  die  nach  der  im  §.  37  gegebenen 
Vorschrift  componirt  werden.  Es  kommen  dabei  nur  solche 
Systeme  der  Zahlen  a,  6,  c,  .  .  .  in  Betracht,  deren  Determinante 
=  1,  d.  h.  ungerade  ist. 

Um  den  Grad  der  Gruppe  S  zu  ermitteln,  beachte  man,  dass 
die  erste  Zeile  von  ö  sieben  verschiedene  Formen  haben  kann: 

(1,0,0),  (0,1,0),  (0,0,1),  (0,1,1),  (1,0,1),  (1,1,0),  (1,1,1). 


I 
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Für  die  erste  Annahme  (a,  &,  c)  =  (1,  0,  0)  wird  die  Deter- 
minante von  6  gleich  bi  Cs  —  Ci  b.2 ,  was  auf  sechs  verschiedene 
Arten  =  1  werden  kann,  nämlich: 

fKcA  __  /l,  0\     /l,  0\     /O,  1\     /O,  Ix    /l,  1\     /l,  IX 

v?^.„cj  "  vo,  17'  Vi,  i/  Vi,  o;'  Vi,  ly'  Vi,  or  Vo,  ly 

Dann  können  noch  «i,  a.2  auf  vier  verschiedene  Arten  an- 
genommen werden.  Also  hat  man,  wenn  die  erste  Zeile  (1,  0,  0) 
ist,  24  verschiedene  Formen  von  ö.  Dieselbe  Zahl  ergiebt  sich 
für  die  Annahme  der  ersten  Zeile  in  den  Formen  (0,1,0),  (0,0,1). 
Das  Gleiche  erhält  man  aber  auch  für  die  anderen  Annahmen 
über  die  erste  Zeile.     Denn  ist  diese  z.  B.  (0,  1,  1),  so  muss 

üi  (&2  —  C2)  —  a.2  (^1  —  Ci)  ^  1  (mod  2) 

sein,  was  wieder  sechs  Möglichkeiten  für  ai,  b^  —  c^.  ag,  ^2  —  ^2 
ergiebt,  und  da  man  c^,  C2  auf  vier  Arten  annehmen  kann,  so 
erhält  man  wieder  24  Möglichkeiten.  Endlich  muss,  wenn  die 
erste  Zeile  (1,  1,  1)  ist, 

(ch  —  c,)  ib^  —  c^)  —  (0.2  — C2)  (^1  — ^i)  =  1  (mod  2) 

sein,  was  zu  derselben  Zahl  führt. 

Die  Gesammtzahl  aller  verschiedenen  Substitutionen  (5,  d.  h. 
der  Grad  von  S  ist  also  168.  Die  Zahl  168  als  Gradzahl  einer 
Gruppe  ist  uns  schon  einmal  begegnet,  nämlich  bei  der  Gruppe 
L-j  (§.  66,  72),  und  es  liegt  daher  die  Vermuthung  nahe,  dass 
die  Gruppen  S  und  L^  isomorph  sein  möchten.  Wenn  sich  diese 
Vermuthung  bestätigt,  so  würde  die  Untersuchung  der  Gruppe  S 
dadurch  wesentlich  erleichtert  sein,  dass  wir  die  Divisoren  der 
Gruppe  Z7  schon  kennen. 

Diese  Vermuthung  zu  prüfen,  dient  aber  das  Theorem  I. 
in  §.  72. 

Wir  suchen  zu  diesem  Zweck  erzeugende  Elemente  %^  0,  0,  r 
der  Gruppe  S  so  auszuwählen,  dass  sie  den  charakteristischen 
Bedingungen  des  Theorems  I.,  §.  72  genügen.  Dies  kann  auf 
mehrfache  Weise  geschehen.  Es  fehlt  freilich  an  einem  allge- 
meinen Verfahren  dazu,  gelingt  aber  leicht  durch  einige  Ver- 
suche. 

Man  wählt   zunächst  ein  Element   7*®^  Grades  beliebio^  aus 


und  bildet  daraus  die  Periode,  etwa 


20* 
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(2) 


/l,  1,  1\ 
r2  =     1,  0,  1 
\  1,0,0/ 
/O,  0,  1\ 
r5=     1,1,0 
\0,  1,  1/ 

Hierauf  sucht  man  unter  den  Elementen  2*®^  Grades,  deren 
es  21  giebt,  ein  passendes  für  (o  aus;  es  eignet  sich  z.  B.  dieses 

/l,  0,  0\ 
(3)  «  r=     0,  1,  0    ; 

\0,  1,  1/ 
und  dann   sind  nach   den  Formeln   §.  72,  (17)   die   Elemente  0 
und  X  bestimmt: 

/l,  1,  1\  /l,  1,  0 

0=     0,  1,  oL  02=,     0,  1,0 
\0,  1,  1/  \0,  0,  1, 

/l,  0,  0\ 


(4) 
(5) 


%^  = 


%  ==     0,  0,  1 
\0,  1,  1, 

Hierauf  ist  es  Sache  einer  einfachen  Rechnung,  die  Formeln 
des  Theorems  L,  §.  72  zu  bestätigen,  wodurch  die  Ueberein- 
stimmung  der  Gruppen  S  und  Lj  nachgewiesen  ist. 

Es  folgt  daraus,  dass  die  Gruppe  S  ebenso  wie  Lj  ein- 
fach ist. 


§.  80. 
Resolventen  der  Gleichung   8*^^  Grades. 

Um  nun  die  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Gleichungen 
8*®^  Grades  zu  machen,  bezeichnen  wir  wie  früher  mit  Q  die 
cyklische  Gruppe  8**^^^  Grades: 

oder  kürzer 

und   mit   S  die  im   §.  79   betrachtete  ternäre  Congruenzgruppe, 
und  setzen 

R=SQ, 


)    (mod2), 

;/ 
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SO  dass  R  die  gesammte  ternäre  lineare  Congruenzgruppe  für 
den  Modul  2  ist. 

Wir  betrachten  ein  System  von  acht  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X^^,^2,23'  worin  die  Indices  -^1,^21  ^3  «ach  dem  Modul  2 
zu  nehmen  sind. 

Hieraus  bilden  wir  die  sieben  Functionen  (Lagrange' sehe 
Resolventen,  Bd.  I,  §.  164). 

worin  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist,  und  |i,  I2:  I3  je  ein  volles  Restsystem  nach  dem 
Modul  2,  jedoch  mit  Ausschluss  der  Combination  0,  0,  0  durch- 
laufen. 

Wenden  wir  auf  die  Indices  Si  der  Grössen  X  die  Substitu- 
tionen der  Gruppe  §  an,  so  erleiden  die  X  die  Permutationen 
einer  Gruppe,  die  wir  gleichfalls  mit  Q  bezeichnen.  Die  Aende- 
rungen  der  ^,  die  diesen  Permutationen  entsprechen,  ergeben 
sich  aus  (1),  wenn  wir  auf  die  Indices  der  X  die  Substitution 
(^i,  Zi  -f-  h)  anwenden : 

(2)      y  (-i)--^ix,,+„,.,+,„,,+^,  =  V  (_i)rf.+«fx,„,„,, 

1.  Die  Functionen  W  ändern  also  durch  die  Per- 
mutationen  von  Q  nur  ihr  Zeichen,  und  die  Qua- 
drate der  ^  bleiben  durch   Q  ungeändert. 

Es  ist  ferner  der  Einüuss  einer  Substitution  ö  aus  S  auf 
die  Functionen  ^  festzustellen. 

Bezeichnen  war  zu  diesem  Zwecke  mit  q  die  transponirte 
Substitution  zu  6  und  setzen 

(3)  z'  =  6{z\  ^  =  (>«'),  r-p-Hi), 

so  ist  (§.  37,  9.): 

Machen  wir  die  Substitutionen  ö  der  Gruppe  S  in  den  In- 
dices von  X,  so  erhalten  wir  eine  mit  S  zu  bezeichnende  Per- 
mutationsgruppe der  X,  und  aus  (1)  ergiebt  sich 

V  (_  1)^-X,,,.,,,,  ==  V  (_  Yf^^X., ,.,,.,, 
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und  da  das  System  der  s-  dieselbe  Werthreihe  durchläuft,  wie 
das  System  der  ^,-,  so  ist  diese  Summe  gleich  ^^i',,v,.Vi  "^d  wir 
erhalten : 

2.  DieAnwendungderPermutationöaufdieXin 
den  Functionen  W  ist  gleichbedeutend  mit  der 
Anwendung  von  q-^  auf  die  Indices  J^,  I2,  I3. 


§•  81.-    . 
Die  Tripelsysteme   der   Resolventen. 

Wir  bezeichnen  jetzt  die  Resolvente  ^g^,^^,^.^  kürzer  durch  ^^ 
und  bemerken,  dass  nach  der  Formel  (2),  §.  80  ausser  den  Qua- 
draten dieser  Functionen  auch  noch  gewisse  Producte  die  Per- 
mutationen der  Gruppe  Q  gestatten.  Zu  diesen  gehört  zunächst 
das  Product  aller  Grössen  'F,  das  wir  mit  Ä  bezeichnen  wollen: 

(1)  ^  =  n  '-p-g, 

sodann   aber   die   Producte   von   dreien    W^  ^^,j  'P'-,   und   folglich 
auch  ihre  reciproken  Werthe 

wenn  die  Indices  den  Bedingungen  genügen: 

(3)  I2  +  ^2  +  ^2  ^  0  (mod  2). 
I3  +  ^3  +  ^3  =  0 

Ein  solches  System  von  drei  Functionen  'P*  nennen  wir  ein 
Tripel.  Ebenso  wollen  wir  drei  Indexsysteme  (|),  (1^),  (g),  die 
den  Bedingungen  (3)  genügen,  ein  Tripel  nennen. 

Es  giebt  im  Ganzen  sieben  und  nicht  mehr  solcher  Tripel ; 
denn  unter  den  drei  Systemen  (|),  (1^),  g)  können  nicht  zwei 
einander  gleich  sein,  und  durch  zwei  ist  das  dritte  eindeutig 
bestimmt.  Man  kann  also  für  (|),  {iq)  jedes  Paar  aus  den  sieben 
möglichen  Systemen  (|)  nehmen,  erhält  aber  dann  jedes  Tripel 
sechsmal.     Die  Gesammtanzahl  ist  also  7.6:6  =  7. 

Um  die  einzelnen  Tripelsysteme  zu  charakterisiren,  führen  wir 
drei  nach  dem  Modul  2  zu  nehmende  Zahlen  «i,  o«^,  w^  ein,  die 
nicht  alle  drei  verschwinden,  und  bemerken,  dass  die  Congruenz 

(4)  «1  li  +  «2 12  +  «3 13  =  0  (mod  2) 
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für  drei  und  nur  für  drei  Systeme  der  Unbekannten  1^,  l.,?  I3 
befriedigt  werden,  und  dass  diese  drei  ein  Tripel  bilden,  so  dass 
das  Tripel  durch  die  drei  Congruenzen 

(5)  Z  « J  =  0,     Z  ay]  =  0,     Z  a^  =  0  (mod  2) 

bestimmt  ist.  Man  erkennt  dies  ohne  weitläufige  allgemeine 
Betrachtungen,  wenn  man  die  Fälle,  in  denen  nur  ein  a  oder 
zwei  oder  alle  drei  «  ^  1  (mod  2)  sind,  einzeln  betrachtet. 

Da  es  sieben  verschiedene  Zahlensysteme  a^,  «2,  «3  giebt,  so 
ist  durch  die  Relationen  (5)  aus  jedem  solchen  Systeme  der  a 
ein  Tripel  völlig  bestimmt,  und  wir  können  die  Function  v  ein- 
deutig durch  v«!, 02,03  oder  kürzer  durch  Va  bezeichnen: 

(")  ^"   ^^    IJf^    2p  ^    IJf.  ' 

3.  Die  Functionen  Va,  als  Functionen  der  X  auf- 
gefasst,  gestatten  die  Permutationen  der 
Gruppe   Q. 

Wenn  wir  auf  die  z  eine  Substitution  6  aus  S  anwenden, 
so  erleiden  nach  2.  (§.  80)  die  |,  t?,  ^  gleichzeitig  die  Substitu- 
tion Q-^]  daraus  aber  ergiebt  sich  nach  (5),  dass  die  «  die  Sub- 
stitution 6  erleiden,  und  wir  haben  also: 

4.  Die  Anwendung  der  Substitution  0  aus  S  auf 
die  Indices  ^  von  X  hat  die  Anwendung  der- 
selben Substitution  auf  die  Indices  a  von  v« 
zur  Folge. 

Setzen  wir  in  den  Summen  (5),  in  denen  (|),  (^^),  (g)  das  zu 
(a)  gehörige  Tripel  ist,  für  (a)  ein  anderes  System  (/3),  so  ist 
wegen  (3) 

Ist  nun  ß  von  a  verschieden,  so  können  diese  drei  Summen 
nicht  alle  drei  congruent  mit  0  sein,  weil  sonst  zwei  verschieclene 
Systeme  («),  (ß)  zu  demselben  Tripel  führen  würden;  folglich 
müssen  von  diesen  Summen  zwei  ungerade  und  eine 
gerade  sein.     Wir  haben  daher  den  Satz: 

5.  Durchläuft  (|)  das  zu  («)  gehörige  Tripel,  und 
ist  (ß)  ein  von  (a)  verschiedenes  System,  sa  sind 
unter  den  Summen  2Jß^  zwei  ungerade  und  eine 
gerade. 
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Wenn  wir  in  der  Summe  2J  a  ^  für  das  System  (|)  alle 
sieben  möglichen  Annahmen  machen,  so  erhält  man  dreimal  den 
Werth  0  und  folglich  viermal  den  Werth  1. 

Die  Congruenz 

(7)  2;«!  =  1  (mod  2) 

hat  also  vier  und  nur  vier  verschiedene  Lösungen  für  |.  Die 
Gesammtheit  dieser  vier  Lösungen  wollen  wir  ein  Quadrupel 
nennen.  Jedes  Tripel  bestimmt  eindeutig  ein  Quadrupel  und 
umgekehrt,  und  es  giebt  also  auch  sieben  verschiedene  Qua- 
drupel, die  nach  (7)  durch  das  Zahlensystem  (a)  vollständig  be- 
stimmt sind.     Wir  beweisen  nun  den  Satz: 

6.    Durchläuft  (|)  das  zu  (a)  gehörige  Quadrupel 
und  ist  (ß)  ein  von   (oc)  verschiedenes   System,  so 
sind  unter  den  vier  Summen  2J ß  ^  zwei  gerade 
und  zwei  ungerade. 

Denn  wenn  (|)  die  Gesammtheit  aller  sieben  Systeme  durch- 
läuft, so  finden  sich  unter  den  Summen  2J/3|  drei  gerade  und 
vier  ungerade;  von  diesen  liefert  das  zu  (ot)  gehörige  Tripel  zwei 
ungerade  und  eine  gerade;  es  bleiben  also  für  das  Quadrupel 
zwei  gerade  und  zwei  ungerade. 

Wir  ändern  nun  die  Bezeichnung  bei  den  Quadrupeln  und 
nehmen  für  das  System  (a)  ein  anderes  Zeichen  (hiJh^h.A)  =  (li). 
Das  zu  (h)  gehörige  Quadrupel  bezeichnen  wir  mit  (a),  (/3),  (y),  (d), 
so  dass  die  vier  Congruenzen: 

(8)  Zha  =  1,  Uhß  =  1,  2Jhy  =  1,   Uhd  =  1  (mod  2) 

bestehen. 

Im  Nenner  des  Productes  der  vier  Functionen 


kommen  nach  (6)  im  Ganzen  12  Factoren  ^\  vor,  und  zwar 
kommt  jeder  Factor  W^  so  oft  darunter  vor,  als  die  Anzahl  der 
geraden  Zahlen  unter  den  Summen 

2;^«,  2;|/3,   U^y,   U^d 

beträgt,  d.  h.  ^F^  kommt  gar  nicht  vor,  während  jedes  andere  ^t 
zweimal  vorkommt  (nach  6.). 

Wenn    wir    also    noch    die    Relation   (1)    benutzen,    so    er- 
giebt  sich: 

(9)  ^I  =  A^  Va  v,^  V^  V8. 


§.82. 


Gleichungen  S^^^  Grades. 
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"Wir  stellen  für  die  Anwendung  die  sieben  Tripel  zusammen, 
aus  denen  man  die  Quadrupel  als  die  Ergänzung  zu  dem  vollen 
Systeme  ablesen  kann.  In  der  ersten  Columne  steht  das 
Zeichen  (a).  zu  dem  das  Tripel  gehört: 


1  0  0 

0  1  0 

0  0  1 

0  1  0 

1  0  0 

0  0  1 

0  0  1 

1  0  0 

0  1  0 

0  1  1 

1  0  0 

0  1  1 

1  0  1 

0  1  0 

1  0  1 

1  1  0 

i    0  0  1 

1  1  0 

1  1  1 

'    0  1  1 

1  0  1 

0  1  1 

101 

1  1  0 

1  1  1 

1  1  1 

1  1  1 

1  1  0 

Bezeichnen  wir  die  Symbole  («)  in  der  Reihenfolge,  in  der 
sie  in  der  ersten  Columne  dieser  Tabelle  stehen,  mit  1,  2, 3, 4, 5, 6, 7, 
so  können  wir  die  Tabelle  für  die  Tripel  und  Quadrupel  ein- 
facher so  darstellen: 


1 

2 

3 

4 

1 

5 

6 

7 

2 

1 

3 

5 

2 

4 

6 

7 

3 

1 

2 

6 

3 

4 

5 

7 

4 

1 

4 

7 

2 

3 

5 

6 

5 

2 

5 

7 

1 

3 

4 

6 

6 

3 

6 

7 

1 

2 

4 

5 

7 

4 

5 

6 

1 

2 

3 

7 

'21,22,23 


§.   82. 
Anwendung   auf  Gleichungen   8*®"  Grades. 

In  den  abgeleiteten  Formeln  setzen  wir  nun  für  die  Variablen 
die  Wurzeln  einer  Gleichung  8*^""  Grades,  von  der  wir 
annehmen,  dass  ihre  Galois'sche  Gruppe  P  =  T  Q  in  dem  fest- 
gesetzten Rationalitätsbereiche  i^  in  der  linearen  Congruenz- 
gruppe  R  =  S  Q  enthalten  sei,  so  dass  T  ein  Theiler  von  S  ist. 
Alle  Functionen,  die  die  Permutationen  dieser  Gruppe  gestatten, 
sind  rational. 

Dazu  gehört  zunächst  die  Summe  der  X: 


(1) 


2  x,.,.„ 


■2.^3 


B, 
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ferner  die  durch  (1)  des  vorigen  Paragraphen  definirte  Grösse  Ä; 
sodann  aber  auch  die  symmetrischen  Functionen  der  sieben 
Grössen  W\  und  ferner,  wenn  wir  nun  der  Einfachheit  halber  die 
Annahme  hinzufügen,  auf  die  wir  noch  zurückkommen,  dass  von 
den  Grössen  ^  keine  verschwinde,  die  symmetrischen  Functionen 
der  Grössen  v;  aber  nicht  nur  die  symmetrischen  Functionen 
der  V,  sondern  alle  Functionen  der  f,  die  die  Permutationen  der 
Gruppe  T  gestatten. 
Die  sieben  Grössen 

sind  alsdann  die  Wurzeln  einer  rationalen  Gleichung  7*^^  Grades 
mit  der  Gruppe  T,  und  durch  Addition  der  Gleichung  (1)  und 
der  Gleichungen  [§.  80,  (1)]: 

ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (9)  des  vorigen  Paragraphen: 

(3)    8  Xo,o,o  =  ^  { V"^  V^  V^  V^  +  V^2  V"^  W,  Wj 

Es  giebt  15  Vorzeichenänderungen  der  sieben  Quadrat- 
wurzeln Vv,  bei  denen  dieser  Ausdruck  ungeändert  bleibt,  näm- 
lich, wenn  alle  sieben  Vorzeichen  gleichzeitig  geändert  werden 
oder  wenn  die  Vorzeichen  eines  Tripels  oder  eines  Quadrupels 
geändert  werden.  Folglich  erhält  der  Ausdruck  (3)  nur 
acht  verschiedene  Werthe,  wie  man  auch  die  sieben 
darin  vorkommenden  Quadratwurzeln  bestimmen  mag. 


§•  83. 
Metacyklische  Gleichungen  8*^^  Grades. 

Um  nun  nach  diesen  Vorbereitungen  die  primitiven  meta- 
cyklischen  Gleichungen  8**^^  Grades  zu  finden,  haben  wir  zunächst 
die  metacyklischen  Theiler  der  Gruppe  S  zu  ermitteln.  Die 
Gruppe  S  selbst  ist,  wie  schon  erwähnt,  nicht  metacyklisch.    Ihre 
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Theiler  haben  wir  schon  betrachtet  (§.  70  bis  72),  und  alle 
echten  Theiler  von  S  sind  metacyklisch.  Darunter  sind  Theiler 
vom  21^*®'^  und  7*^^  Grade,  die  wir  mit  Tgn  ^7  bezeichnen  wollen, 
ferner  Theiler  vom  24^^^^  Grade,  und  noch  andere  Theiler,  deren 
Gradzahlen  in  24  aufgehen,  die  wir  hier  alle  in  dem  Zeichen  T.j^ 
zusammenfassen  wollen. 

Diese  Gruppen  T^i  können  nicht  die  sieben  Grössen 
(I)  =  (|j,  ^2,  I3)  transitiv  mit  einander  verbinden,  weil  der  Grad 
einer  transitiven  Permutationsgruppe  von  sieben  Elementen 
durch  7  theilbar  sein  muss  (Bd.  I,  §.  154,  7.).  Wir  wollen  nach- 
weisen, dass  die  den  Gruppen  Tg-t  Q  entsprechenden  Permutations- 
gruppen der  X  imprimitiv  sind,  und  dass  diese  Gruppen  daher 
von  unserer  Betrachtung  ausscheiden  1). 

Da  alle  Permutationen  ö,  die  zwei  der  sieben  Elemente  (|) 
ungeändert  lassen  oder  nur  unter  einander  permutiren,  ein  drittes 
Element,  nämlich  die  Ergänzung  zum  Tripel,  ungeändert  lassen, 
so  sind  zwei  Fälle  möglich: 

1)  die  Gruppe  T24  lässt  ein  Element  in  Ruhe,  oder 

2)  die  sieben  Elemente  werden  in  zwei  Theile  von  drei  und 
vier  Elementen  zerlegt,  von  denen  jeder  Theil  nur  unter 
sich  permutirt  wird. 

Im  letzten  Falle  können  wir  die  drei  Elemente  als  einem 
Tripel,  und  demnach  die  vier  Elemente  als  einem  Quadrupel  an- 
gehörig betrachten.  Denn  werden  drei  Elemente,  die  nicht  einem 
Tripel  angehören,  unter  sich  permutirt,  so  werden  auch  die  drei 
Ergänzungen  je  zweier  Elemente  zum  Tripel  unter  sich  per- 
mutirt, und  das  eine  übrig  bleibende  Element  bleibt  ungeändert. 
Wir  kommen  also  auf  den  Fall  1)  zurück. 

Wir  fügen  nun  zu  den  sieben  Systemen  (|)  noch  das  achte 
(0, 0, 0)  =  (0)  hinzu  und  bezeichnen  die  acht  Grössen  X^^^^^^i^  mit 
(1)  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7. 

Im  Falle  1)  bleiben  dann  durch  die  Substitutionen  von  ^24 
zwei  dieser  acht  Elemente,  etwa  0,  l,  ungeändert.  Es  giebt  ferner 
in  Q  eine  und  nur  eine  Substitution  yo?  durch  die  0  mit  1  ver- 
tauscht wird. 


1)  Aus  der  Literatur  über  die  Gleichungen  Sten  Grades  ist  zu  er- 
wähnen: Nöther,  Mathem.  Annalen,  Bd.  XV.  Wilshaus,  Ueber  die 
algebraische  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  8^^^  Grades.  Dissertation. 
Marburg  1888. 
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Die  beiden  Substitutionen  1,  yo  bilden  eine  Gruppe  Qq. 
Irgend  eine  Substitution  y^  von  Q^  die  nicht  in  Qq  vorkommt, 
führt  0,  1  in  zwei  davon  verschiedene  Elemente,  etwa  2,  3,  über, 
und  durch  die  zwei  Substitutionen  Qo^i  geht  0,  1  in  2,  3  oder 
in  3,  2  über.  Wenn  ferner  durch  ^2  ^^s  Paar  0,  1  in  ein  drittes 
Paar  4,  5  übergeht,  so  ist  4,  5  sowohl  von  0,  1  als  von  2,  3  ver- 
schieden, und  so  können  wir  Q  in  die  Nebengruppen  zerlegen: 

Q  =  Qo  +  QoTi  +  QoTi  +  Qo  73, 
wodurch  die  acht  Elemente  (1)  in  vier  Paare 

(2)  0,1;     2,3;     4,5;     6,7 

zerlegt  sind,  so  dass  durch  die  beiden  Substitutionen  einer  der 
Nebengruppen  Qq  yi  das  Paar  0,  1  in  eines  dieser  vier  Paare 
übergeht. 

Ist  nun  h  irgend  eine  Substitution  aus  der  Gruppe 

so  lassen  sich  die  Elemente  ro,  tj,  rg,  tg  aus  T24  und  yö^  yi,  ^'2,  ys 
aus   Q  so  bestimmen,  dass 

^  =  ^0  ro,   yi'k  =  r^  yi,   72  ^  ==  Tg  72,    73  ^  =  "^3  ?3 
oder 

und  diese  Darstellung  zeigt,  dass  durch  h  irgend  eines  der 
Paare  (2)  in  ein  Paar  desselben  Systems  übergeführt  wird;  denn 
z.  B.  durch  y-^  wird  2,  3  in  0, 1  übergeführt,  durch  rj  bleibt  0, 1 
ungeändert  und  durch  yi^  was  zu  Q  gehört,  wird  0,  1  in  eines 
der  Paare  (2)  übergeführt. 

Die  Gruppe  T24  Q  ist  also  imprimitiv,  und  zwar  so,  dass  wir 
vier  Systeme  der  Imprimitivität  haben.  Die  Wurzeln  0,  1  ge- 
nügen einer  quadratischen  Gleichung,  deren  Coefficienten  von 
den  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  abhängen. 

Gehen  wir  nun  zu  dem  Falle  2)  über,  in  dem  die  Elemente 
je  eines  Tripels  1,  2,  3  und  eines  Quadrupels  4,  5,  6,  7  durch  T<n 
transitiv  unter  einander  verbunden  sind.  Die  acht  Grössen  (1) 
zerfallen  hier  in  zwei  Quadrupel: 

(3)  0,  1,  2,3;    4,5,6,7, 

und  durch  die  Substitutionen  von  Q  werden  die  Grössen  eines 
dieser  Quadrupel  entweder  nur  unter  sich  vertauscht,  oder  sie 
werden  in  die  Grössen  des  anderen  Quadrupels  übergeführt. 
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Um    dies   einzusehen,   bezeichnen   wir  in    der   früheren  Be- 
zeichnungsweise   1,2,3   mit  (I),  W,  (^);   da  diese  drei  Grössen 
ein  Tripel  bilden,   so  giebt  es   [nach  §.81,  (5)]    ein  System  (a), 
so  dass 
(4)  Za^  =  0,    Zar]  =  0,   Z a^  =  0  (med  2) 

ist.     Wenden  wir  nun  eine  Substitution  aus   Q  an : 

worin  |  •  =  |i  -^  /<,•  sein  mag,  so  folgt  aus  (4) : 
2:«!'  =  Zari'  =  ^«S'  =  ^«^^ 

d.  h.  die  (|'j,  {r}'\  (^')  bilden  das  zu  («)  gehörige  Tripel,  wenn  (/«) 
selbst  zu  diesem  Tripel  gehört,  oder  im  anderen  Falle  ist 
ß)^  (l'X  {V%  (t'l  das  zu  («)  gehörige  Quadrupel. 

Bezeichnet  also  nun  wieder  Je  irgend  eine  Substitution  aus 
P  und  y  eine  Substitution  aus  §,  durch  die  das  Quadrupel 
0,  1,  2,  3  in  4,  5,  6,  7  übergeht,  so  können  wir  die  Elemente  r',  r" 
aus  T24  ^^iid  /,  /'  aus  Q  so  bestimmen,  dass 

wodurch,  wie  oben,  bewiesen  wird,  dass  die  beiden  Systeme  (3) 
durch  h  imprimitiv  verbunden  sind. 

Nach  Adjunction  einer  Quadratwurzel  zum  Rationalitäts- 
bereiche sind  dann  die  Grössen  0,  1,  2,  3  die  Wurzeln  einer 
biquadratischen  Gleichung. 

Durch  diese  Betrachtungen  wird  für  primitive  Gleichungen 
8*«^  Grades  auch  die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass  eine  der 
sieben  Grössen  ^^^,^^,1^  [§.  80,  (1)]  verschwinde.  Diese  Func- 
tionen sind  nämlich  rationale  Functionen  der  Wurzeln  X;  wenn 
also  eine  von  ihnen  verschwindet,  so  kann  auf  die  rationale 
Gleichung  ^  =  0  jede  Permutation  der  Gruppe  der  Gleichung 
angewandt  werden.  Daraus  ergiebt  sich  nach  dem  Theorem 
§.  80,  2.,  dass  entweder  alle  sieben  Functionen  ^  verschwinden 
müssen,  in  welchem  Falle  die  Wurzeln  rational  wären,  oder 
dass  die  Substitutionen  q—^^  auf  die  (|)  angewandt,  eine  intran- 
sitive Gruppe  bilden  müssen.  Der  Grad  der  Gruppe  könnte 
dann  nicht  durch  7  theilbar  sein.  Nun  ist  die  Gruppe  der  q~^ 
isomorph  mit  der  Gruppe  T  der  ö  (§.  37,  8.),  und  daher  ist 
auch   der  Grad   von  T  nicht  durch   7   theilbar,   und  folglich  ist 
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Die  beiden  Substitutionen  1,  y^  bilden  eine  Gruppe  ^o- 
Irgend  eine  Substitution  y^  von  Q^  die  nicht  in  Qq  vorkommt, 
führt  0,  1  in  zwei  davon  verschiedene  Elemente,  etwa  2,  3,  über, 
und  durch  die  zwei  Substitutionen  Qoyi  geht  0,  1  in  2,  3  oder 
in  3,  2  über.  Wenn  ferner  durch  72  das  Paar  0,  1  in  ein  drittes 
Paar  4,  5  übergeht,  so  ist  4,  5  sowohl  von  0,  1  als  von  2,  3  ver- 
schieden, und  so  können  wir  Q  in  die  Nebengruppen  zerlegen: 

Q  =  Qo  +  Qori  +  Qor2  +  Qo  n, 

wodurch  die  acht  Elemente  (1)  in  vier  Paare 

(2)  0,  1;     2,3;     4,5;     6,7 

zerlegt  sind,  so  dass  durch  die  beiden  Substitutionen  einer  der 
Nebengruppen  Qo  yi  das  Paar  0,  1  in  eines  dieser  vier  Paare 
übergeht. 

Ist  nun  li  irgend  eine  Substitution  aus  der  Gruppe 

so  lassen  sich  die  Elemente  ro,  r^,  rg,  T3  aus  T24  und  yi^  yi,  72,  y'z 
aus  Q  so  bestimmen,  dass 

^  =  ^0  ro,  7i  ^  =  Ti  y[,   y^h  =  T2  yi,   y^h  =  r^  y^ 
oder 

und  diese  Darstellung  zeigt,  dass  durch  h  irgend  eines  der 
Paare  (2)  in  ein  Paar  desselben  Systems  übergeführt  wird;  denn 
z.  B.  durch  y-^  wird  2,  3  in  0, 1  übergeführt,  durch  v^  bleibt  0, 1 
ungeändert  und  durch  yi^  was  zu  Q  gehört,  wird  0,  1  in  eines 
der  Paare  (2)  übergeführt. 

Die  Gruppe  T24  Q  ist  also  imprimitiv,  und  zwar  so,  dass  wir 
vier  Systeme  der  Imprimitivität  haben.  Die  Wurzeln  0,  1  ge- 
nügen einer  quadratischen  Gleichung,  deren  Coefficienten  von 
den  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  abhängen. 

Gehen  wir  nun  zu  dem  Falle  2)  über,  in  dem  die  Elemente 
je  eines  Tripels  1,  2,  3  und  eines  Quadrupels  4,  5,  6,  7  durch  T24 
transitiv  unter  einander  verbunden  sind.  Die  acht  Grössen  (1) 
zerfallen  hier  in  zwei  Quadrupel: 

(3)  0,  1,2,3;    4,5,6,7, 

und  durch  die  Substitutionen  von  Q  werden  die  Grössen  eines 
dieser  Quadrupel  entweder  nur  unter  sich  vertauscht,  oder  sie 
werden  in  die  Grössen  des  anderen  Quadrupels  übergeführt. 
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Um    dies   einzusehen,   bezeichnen   wir  in    der   früheren   Be- 
zeichnungsweise   1,2,3   mit  (I),  (??),  (S);   da  diese  drei  Grössen 
ein  Tripel  bilden,   so  giebt  es   [nach  §.81,  (5)]    ein  System   (a), 
so  dass 
(4)  2:«!  =  0,   Zat]  =  0,   Xal  =  0  (mod  2) 

ist.     Wenden  wir  nun  eine  Substitution  aus   Q  an : 

worin  |-  =  1»  -\-  Jh  sein  mag,  so  folgt  aus  (4) : 

d.  h.  die  (|'j,  (»?'),  (^')  bilden  das  zu  («)  gehörige  Tripel,  wenn  (h) 
selbst  zu  diesem  Tripel  gehört,  oder  im  anderen  Falle  ist 
(h),  (!'),  {r}'),  (J'),  das  zu  (a)  gehörige  Quadrupel. 

Bezeichnet  also  nun  wieder  k  irgend  eine  Substitution  aus 
P  und  7  eine  Substitution  aus  $,  durch  die  das  Quadrupel 
0,  1,  2,  3  in  4,  5,  6,  7  übergeht,  so  können  wir  die  Elemente  r',  r" 
aus  T24  ^^iid  7',  7"  aus  (J  so  bestimmen,  dass 

h  =  T'y'  =  y-^T"y", 

wodurch,  wie  oben,  bewiesen  wird,  dass  die  beiden  Systeme  (3) 
durch  h  imprimitiv  verbunden  sind. 

Nach  Adjunction  einer  Quadratwurzel  zum  Rationalitäts- 
bereiche sind  dann  die  Grössen  0,  1,  2,  3  die  AYurzeln  einer 
biquadratischen  Gleichung. 

Durch  diese  Betrachtungen  wird  für  primitive  Gleichungen 
S*^^  Grades  auch  die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass  eine  der 
sieben  Grössen  'P'^i,^^^  [§.  80,  (1)]  verschwinde.  Diese  Func- 
tionen sind  nämlich  rationale  Functionen  der  Wurzeln  X;  wenn 
also  eine  von  ihnen  verschwindet,  so  kann  auf  die  rationale 
Gleichung  ^  =  0  jede  Permutation  der  Gruppe  der  Gleichung 
angewandt  werden.  Daraus  ergiebt  sich  nach  dem  Theorem 
§.  80,  2.,  dass  entweder  alle  sieben  Functionen  ^  verschwinden 
müssen,  in  welchem  Falle  die  Wurzeln  rational  wären,  oder 
dass  die  Substitutionen  9— \  auf  die  (|)  angewandt,  eine  intran- 
sitive Gruppe  bilden  müssen.  Der  Grad  der  Gruppe  könnte 
dann  nicht  durch  7  th eilbar  sein.  Nun  ist  die  Gruppe  der  q—^ 
isomorph  mit  der  Gruppe  T  der  6  (§.  37,  8.),  und  daher  ist 
auch   der  Grad   von  T  nicht  durch   7   theilbar,   und  folglich  ist 
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Wendet  man  auf  die  Indices  |,  rj  der  X  die  Substitution  0 
an,  so  erleiden  die  Indices  der  W  [wie  im  §.  80,  (2)]  die  Sub- 
stitution Q—^,  wenn  q  die  transponirte  Substitution  von  ö  ist. 

Es  ist  aber,  den  Substitutionen  (4)  entsprechend, 

Indem  wir  nun  der  Einfachheit  halber  voraussetzen,  dass  die 
drei  Grössen  (5)  von  Null  verschieden  sind,  setzen  wir 

'P*0,l'P*l,l  'P'0,l'f^l,0':P*l,l. 


^'1,1 


^1,0        ~  'i^l 


^  nl 


Die  Grössen  v^^  rj  bleiben  durch  die  Substitutionen  von  Q 
ungeändert  und  erleiden  durch  öj,  ö^  die  durch  (6)  bestimmten 
Permutationen 

'^1,01   '^0,11   '^1,1 

öl         't'o,!,      1^1,0,      1^1,1 
Ö2         t»!,!,      't'o,!,     1^1,0. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  symmetrischen  Functionen  der 
drei  Grössen  t^i^o,  1^0,1,  '^1,1  durch  die  Permutationen  P  unge- 
ändert bleiben,  und  folglich  in  dem  Rationalitätsbereiche  der 
symmetrischen  Functionen  der  X  enthalten  sind.  Die  drei 
Grössen  v  sind  also  die  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung,  und 
es  würde  keine  Schwierigkeit  haben,  diese  cubische  Resolvente 
der  allgemeinen  biquadratischen  Gleichung  zu  bilden. 

Aus  (7)  folgt  aber  ferner 

1^1,0^0,1    =    ?^"l,l,        1^1,0^^1,1    =    1^0,1,        1^0,1^1,1    =    ^1,0, 

und  demnach  ergiebt  sich  aus  (5),  wenn  wir  noch  die  rationale 
Grösse 

^0,0  +  ^1,0  +  ■X'0,1  +  ^1,1  =  et 
setzen, 

(8)      4  Xo,o  =  a  +  Vvi^o  Vf  0,1  +  Vvi,o  V'1^1,1  +  Vt^'0,1  Vt^i,i. 

Der  Ausdruck  (8)  giebt  nur  vier  verschiedene  Werthe,  wenn 
wir  die  Vorzeichen  der  drei  darin  vorkommenden  Quadratwurzeln 
auf  alle  mögliche  Arten   bestimmen,   und  man   kann  auch  um- 
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gekehrt  leicht  zeigen,  dass  die  vier  in  der  Form  (S)  enthaltenen 
Grössen  X,  wenn  die  i;i,o,  i'o,!,  i^i,i  die  Wurzeln  irgend  einer 
cubischen  Gleichung  sind,  einer  biquadratischen  Gleichung  mit 
rationalen  Coefficienten  genügen  i). 

1)  Diese  Form  der  Lösung  der  biquadratischen  Gleichung  ist  das 
Analogen  zu  der  Cayley'schen  Form  der  Cardanischen  Formel  (Bd.  I, 
§.  36).  Ich  weiss  nicht,  ob  diese  Form  der  Auflösung  biquadratischer 
Gleichungen  in  der  elementaren  Algebra  sonst  schon  bekannt  ist.  Ich 
habe  sie  zuerst  in  einer  englischen  Aufgaben -Sammlung  „Mathematical 
Tripos,  Part  I,  June  1894"  gefunden,  wo  auch  die  cubische  Resolvente 
der  V  gebildet  ist. 


Weber,  Algebra.    II.  qi 


Elfter  Abschnitt. 
Die  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung. 


§.  85. 
Ternäre  Formen  und  algebraische  Curven. 

Um  im  weiteren  Verlauf  unserer  Darstellung  dem  Leser 
einige  von  den  mannigfaltigen  und  interessanten  Anwendungen 
der  Algebra  auf  geometrische  Probleme  vorführen  zu  können, 
ohne  ihn  auf  andere  Hülfsmittel  zu  verweisen,  sollen  hier  die 
nothwendigen  geometrischen  Grundlagen  für  diese  Anwendungen 
in  der  Kürze  abgeleitet  werden.  Wir  beschränken  uns  dabei 
auf  die  Geometrie  der  Ebene  und  lassen  auch  da  Alles  bei  Seite, 
was  für  unsere  Anwendungen  nicht  direct  erforderlich  ist  i). 

Wir  wenden  die  homogenen  Dreieckscoordinaten  an,  die  da- 
durch erklärt  sind,  dass  die  Lage  eines  Punktes  x  durch  seine 
Abstände  von  den  drei  Seiten  des  Coordinatendreiecks,  in  drei 
beliebigen  Maasseinheiten  gemessen  (oder  mit  drei  beliebigen 
Constanten  Factoren  multiplicirt) ,  bestimmt  sind.  Diese  drei 
Grössen  heissen  die  Coordinaten  des  Punktes  ic,  und  werden 
meist  mit  rr^,  x^^  x^  oder  mit  i/i,  ^21  ^3  ^^c.  bezeichnet. 

Zwischen  diesen  drei  Coordinaten  des  Punktes  x  besteht 
eine  lineare,  nicht  homogene  Relation,  die  man  erhält,  wenn  man 
den  Flächeninhalt  des  Coordinatendreiecks  (1,  2,  3)  gleich  der 
Summe  der  Inhalte  der  drei  Dreiecke  (rr,  2,  3),  (x,  3,  1),  (x,  1,  2) 
setzt.  Eine  Coordinate  und  also  auch  der  Ausdruck  für  den 
Flächeninhalt  des  entsprechenden  der  drei  letztgenannten  Drei- 


1)  Ausführlicheres  findet  man  in  den  Lehrbüchern  der  analytischen 
Geometrie,  unter  denen  das  Werk  von  George  Salmon,  „Higher  plane 
curves",  deutsch  von  Fiedler,  hervorzuheben  ist. 
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ecke  ändern  ihr  Vorzeichen,  so  oft  der  Punkt  x  durch  eine  Seite 
des  Coordinatendreiecks  hindurchgeht. 

Mit  Hülfe  dieser  nicht  homogenen  Relation  kann  die  Einheit 
linear  und  homogen  durch  x^^  x^^  x^,  dargestellt  und  dadurch 
jede  nicht  homogene  Function  in  eine  homogene  verwandelt 
werden. 

Die  Coordinaten  x^^  x^-,  x^  sind  nach  diesen  Bestimmungen 
zunächst  nicht  unabhängige  Variable,  sondern  an  die  erwähnte 
Relation  gebunden.  Wir  erweitern  ihre  Bedeutung  aber  jetzt  so, 
dass  wir  sie  als  unabhängige  Variable  betrachten  können,  wenn 
wir  festsetzen,  dass  wir  sie  nur  in  homogenen  Formen  oder 
Gleichungen  benutzen  wollen,  und  dass  nicht  x-^^  x^^  x-^  selbst, 
sondern  nur  die  Verhältnisse  x^  :  x^  '-  x^  die  Lage  des  Punktes  x 
bestimmen  sollen.  Dann  können  wir  von  der  erwähnten  Relation 
zwischen  den  rTj,  x.j^  x-^  ganz  absehen,  und  die  Xi^  x^.  x^  als  un- 
abhängige Variable  betrachten,  für  die  nur  die  einzige  Werth- 
combination  o^i  =  0,  x^  ^=  0^  iCg  =  0  ausgeschlossen  ist.  Die 
Werthe  hx-^^  hx.2,  hx^^  bestimmen  dann  für  jedes  von  Null  ver- 
schiedene h  einen  und  denselben  Punkt  x.  Genau  gesagt,  sind 
dann  die  Coordinaten  x^^  x^^  x->,  des  Punktes  x  nicht  die  oben 
beschriebenen  Abstände  von  den  Coordinatenaxen  selbst,  son- 
dern irgend  welche  Grössen,  die  mit  diesen  Abständen  propor- 
tional sind. 

Jede  lineare  Substitution 

(1)  x^  =  af  y,  +  af  y,  +  «f  ^3 
^3  =  «i'^  2/1  +  «f  2/2  +  «f  2/3 , 

deren  Determinante 

(2)  r  =  Z  ±  af  af  af 

von  Null  verschieden  ist,  kann  in  doppelter  Weise  geometrisch 
gedeutet  werden,  einmal  als  eine  Abbildung,  indem  wir  arj,  a^a,  ^^3 
und  ?/i,  y^.  y-i  als  Coordinaten  zweier  Punkte  x^  y  in  demselben 
Coordinatensysteme  ansehen,  so  dass  jedem  Punkte  ?/  ein  Punkt  x 
entspricht  und  umgekehrt,  sodann  auch  als  Coordinaten- 
transformation,  w^enn  wir  x^,  x^^  x-->^  und  ?/i,  7/2,  ^3  als  Coordi- 
naten eines  und  desselben  Punktes,  bezogen  auf  zwei  verschiedene 
Coordinatensysteme,  betrachten.  Für  die  nächsten  Betrachtungen 
werden  wir  an  der  letzteren  Interpretation  festhalten. 

21* 
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Irgend  eine  ternäre  Form  n^^^  Grades  /  (x^ ,  X2 ,  x^)  stellt, 
gleich  Null  gesetzt,  eine  Curve  n^^^  Ordnung  dar,  die  mit  einer 
geraden  Linie  n  Schnittpunkte  hat.  Diese  Curve  bezeichnen  wir 
kurz  als  die  Curve  /. 

Durch  die  Substitution  (1)  geht  /  in  eine  andere  Form  des- 
selben Grades  in  den  Variablen  ^1,  2/2,  2/3  über: 

(3)  /  (^1,  ^2,  ^3)  =  9  (Vu  2/2,  2/3), 

und  9  =  0   stellt   dieselbe  Curve  dar,  wie  /=  0,   bezogen  auf 

das  Coordinatensystem  i/^,  2/2,  2/2- 

Bilden  wir  die  Ableitungen  der  Identität  (3)  nach  den 
Variablen  2/1,  2/2^  Vs^  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (1): 

SP' (2/1)   =   «?^/(^l)  +   </'(^2)    +   <V'(^3) 

W  cp'  (2/2)  =  «f /'  (^1)  +  «f /'  (^2)  +  «f  /  (^3) 

CJP'  (1/3)   =   «(3)^^  (^^)   _^   ^(3)y.  (^^)   _^   ^iS)f  (^^^). 

§.  86. 
Singulare  Punkte.     Wendepunkte.     Doppeltangenten. 

Wenn  für  einen  Punkt  x  die  drei  Gleichungen 

(1)  f'(ccO  =  0,    f'ix,)  =  0,    f{x,)  =  Q 

zugleich  erfüllt  sind,  so  liegt  nach  dem  Euler' sehen  Theorem 

(2)  nf  =  xj'  (x,)  +  xj'  {X,)  +  x,f  {X,) 

(Bd.  I,  §.  17)  dieser  Punkt  auf  der  Curve/.  Die  Gleichungen  §.  85,  (4) 
zeigen,  dass  in  demselben  Punkte  auch  (p'{yi)^  9^' (2/2)1  9' (2/3) 
verschwinden  müssen,  dass  also  die  durch  die  Gleichungen  (1) 
charakterisirte  Eigenschaft  eines  Punktes  bei  linearer  Trans- 
formation erhalten  bleibt,  also,  wie  wir  uns  auch  ausdrücken,  zu 
den  invarianten  Eigenschaften  gehört. 

Nicht  auf  jeder  Curve  w*®""  Ordnung  kommen  Punkte  vor,  die 
den  Bedingungen  (1)  genügen,  wie  z.  B.  die  Annahme  /(iCi,  Xq^  X2) 
=  x^  -\-  x^  -\-  x^  zeigt.  Es  wird  vielmehr,  wenn  auch  nur  ein 
solcher  Punkt  existiren  soll,  eine  Gleichung  zwischen  den  Coeffi- 
cienten  von  /  erfüllt  sein  müssen,  die  man  durch  Elimination 
von  Xi,  ^21  ^:i  aus  den  drei  Gleichungen  (1)  erhält  (Bd.  I,  §.  50). 
Man  kann  diese  Relation  in  der  Form  darstellen,  dass  eine 
gewisse  ganze  rationale  und  homogene  Function  der  sämmtlichen 
Coefficienten   von  /  gleich  Null  sein   muss,   und   diese  Function 
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heisst  die  Discriminante  von  /.  Sie  ist  durch  diese  Definition 
nur  bis  auf  einen  numerischen  Factor  bestimmt,  und  kann  bis 
jetzt  nur  in  den  einfachsten  Fällen  berechnet  werden. 

Die  Punkte  der  Curve  /,  deren  Coordinaten  den  Bedin- 
gungen (1)  genügen,  heissen  singulare  Punkte. 

Man  kann  auch  die  Frage  aufwerfen,  unter  welcher  Bedin- 
gung es  möglich  ist,  dass  auf  einer  Curve  unendlich  viele  sin- 
gulare Punkte  vorkommen.  Damit  dies  eintritt,  muss  zunächst 
das  Eliminationsresultat  von  einer  der  Unbekannten,  etwa  von  x-^^ 
aus  den  zwei  Gleichungen  f  (x^)  =  0,  f  {x^  =  0  identisch  ver- 
schwinden, d.  h.  die  beiden  Functionen  /'  {x-^)  und  /'  (^2)  müssen, 
als  Functionen  von  Xo,  betrachtet,  einen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  und  nach  Bd.  I,  §.  51  müssen  sie  daher  auch  einen  (nicht 
Constanten)  gemeinsamen  Theiler  im  Gebiete  der  Formen  x-^^Xc^^x^ 
haben.  Dieser  Theiler  muss  dann  wieder,  wie  aus  denselben 
Erwägungen  hervorgeht,  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  mit  /, 
oder,  was  dasselbe  ist,  mit  f'{x^)  haben,  und  es  ergiebt  sich 
also,  dass  nur  dann  unendlich  viele  singulare  Punkte  vorhanden 
sein  können,  wenn  die  vier  Formen /, /'(^i), /'(X2), /' (^3)  einen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 

Es  sei  nun  u  ein  solcher  gemeinschaftlicher  Theiler,  den 
wir  als  irreducibel  voraussetzen. 

Wir  setzen 

/(^i,  X2,  Xs)  =  UV 

.,  ,    .             dv     .        du 
f  (xA  ^=  u \-  V  - — 

j.,  .      •.  d  V       .  du 

-^     ^    ^  dX2      '  CX.2 

.,  ,    s  dv     .        du    .. 

und   diese  Gleichungen   zeigen,  da  u  irreducibel  ist  und  .daher 

du      du       du 

'   dXi''    dx.2^    dx-i 

keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben  können,  dass  v  durch  u 
theilbar  sein  muss;  d.  h.  es  können  nur  dann  unendlich  viele 
singulare  Punkte  vorkommen,  wenn  /  (a^i,  ^^2,  ^3)  einen  quadra- 
tischen Theiler  hat.  In  diesem  Falle  sagen  wir,  dass  die 
Curve  /  einen  doppelt  zählenden  Bestandtheil  enthält. 
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Um  die  geometrische  Bedeutung  der  singulären  Punkte  zu 
erkennen,  denken  wir  uns  die  Function  /  nach  Potenzen  der 
einen  Variablen  x^  geordnet: 

(2)  /  (^1,  X,,  X,)  =  xlf,  +  x--'f,  +  xl-^f,  -\ , 

worin  /o,/i,/2,  •  •  •  binäre  Formen  der  Variablen  Xi^  x^  sind, 
deren  Grad  durch  den  Index  angegeben  ist,  so  dass  /o  eine  Con- 
stante,  /i  eine  lineare,  f^  eine  quadratische  Form  ist  u.  s.  f. 

Wenn  nun  ein  singulärer  Punkt  vorhanden  ist,  so  können 
wir  wegen  der  Invarianz  dieser  Eigenschaft  annehmen,  dass 
dieser  Punkt  in  die  Ecke  a^^  =  0,  x-i  ^==  ^  des  Coordinaten- 
dreiecks,  die  wir  mit  I3  bezeichnen  wollen,  falle.  Dann  müssen 
/o  und  /i  verschwinden,  und  wenn  wir  dann  ;ri  =  0  setzen,  so 
erhält  die  Gleichung  f=0  den  Factor  x.^.  Dies  besagt,  dass 
zwei  der  Schnittpunkte  der  Linie  iu^  =  0  in  dem  singulären 
Punkte  zusammenfallen.  Die  Linie  ^2  =  0  kann  aber  jede  durch 
den  singulären  Punkt  hindurchgehende  Gerade  sein,  und  so  folgt, 
dass  der  singulare  Punkt  die  Eigenschaft  hat ,  dass  jede  durch 
ihn  hindurchgehende  Gerade  die  Curve  dort  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  schneidet. 

Aus  diesem  Grunde  nennt  man  die  singulären  Punkte  auch 
Doppelpunkte;  womit  aber  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  auch 
mehr  als  zwei  Schnittpunkte  zusammenfallen  können,  wodurch 
die  höheren  Singularitäten  entstehen. 

An  die  Form  der  Gleichung  (2)  knüpfen  wir  noch  einige  in 
der  Folge  wichtige  einfache  Betrachtungen. 

Wenn  der  Punkt  I3  auf  der  Curve/  liegt,  aber  kein  sin- 
gulärer Punkt  ist,  so  muss  die  Constante  /o  verschwinden  und 
/i  =  0  ist  die  Gleichung  der  Tangente  der  Curve  in  diesem 
Punkte.  Nehmen  wir  diese  Tangente  für  die  Linie  ^^  =  0,  so 
lautet  die  Gleichung  der  Curve,  wenn  wir  einen  constanten 
Factor  gleich  1  annehmen: 

(3)   *         /  =  x^-^x,  +  ^rV2  H —  =  0. 

Wenn  die  quadratische  Form  /s  durch  x^  theilbar  ist,  so 
erhält  die  Gleichung  (3)  für  x-^^  ^=  0  den  Factor  x^  und  der 
Punkt  I3  zählt  als  dreifacher  Schnittpunkt  von  r^i  =  0  mit  der 
Curve.  Ein  solcher  Punkt  heisst  ein  Wendepunkt  oder  In- 
flexionspunkt  der  Curve/,  und  x^  =  0  heisst  die  Wende - 
tangente.  Die  Wendepunkte  gehören  nicht  zu  den  singulären 
Punkten. 
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Ist  der  Punkt  I3  ein  Wendepunkt  und  x^  =  0  die  Wende - 
tangente,  so  hat  /  die  Gestalt 

(4)  f  ^=  x^q)  -^  xl  ^\, 

worin  9  eine  Form  (n — l)*®^  x^  eine  Form  (w  —  3)^*^°  Grades  ist. 

Umgekehrt  ist,  wenn  /  diese  Form  hat,  der  Punkt  J3  ein 
Wendepunkt,  und  a^i  =  0  die  Wendetangente. 

Eine  gerade  Linie,  die  die  Curve  /  in  zwei  getrennten 
Punkten  berührt,  heisst  eine  Doppeltangente.  Nehmen  wir 
eine  solche  Doppeltangente  zur  Linie  0:3  =  0  und  die  Berührungs- 
punkte als  die  auf  X3  =  0  gelegenen  Ecken  des  Coordinaten- 
dreiecks ,  so  muss ,  wenn  ^3  =  0  in  /  =  0  eingesetzt  wird ,  eine 
Gleichung  entstehen,  die  sowohl  x^  als  x.2  zum  quadratischen 
Factor  hat.     Die  Function  /  muss  also  die  Gestalt  haben: 

(4)  f=X;(p-\-  x'l  xl  t, 

worin  cp  eine  Form  (w  —  l)*^'^  Grades,  ip  eine  Form  (n  —  4)*^^ 
Grades  ist. 

Etwas  allgemeiner  können  wir  auch  sagen:  Wenn  ^^3  =  0 
eine  Doppeltangente  ist,  so  kann  /  so  dargestellt  w^erden : 

worin  %  =  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  ist.  Die  Be- 
rührungspunkte der  Doppeltangente  sind  die  Schnittpunkte  von 
x^  =^  0  und  ;j  =  0. 


§.  87. 
Fundamentale  Covarianten  einer  ternären  Form. 

Im  §.  60  des  ersten  Bandes  haben  wir  den  Begriff  der  In- 
varianten und  Covarianten  einer  Form  kennen  gelernt.  Auch  in 
der  Geometrie  spielen  diese  Formen  eine  grosse  Rolle. 

Wenn  durch  die  lineare  Substitution  §.  85,  (1)  die  ternäre 
Form  /  (iCj,  a^a,  iCß),  die  wir  abgekürzt  auch  mit  /  (x)  bezeichnen, 
in  (p  (y)  übergeht .  und  wenn  wir  mit  a  die  Coefficienten  von  /, 
mit  b  die  Coefficienten  von  cp  und  mit  r  die  Substitutions- 
determinante bezeichnen,  so  heisst  eine  Form  0  (ic,  a),  die  sowohl 
in  Bezug  auf  die  x  wie  in  Bezug  auf  die  a  homogen  ist,  eine 
Covariante  von/(a;),  wenn  sie  der  Bedingung 
(1)  O  (y,  h)  =  r^-  O  (x,  a) 
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genügt.  Wenn  insbesondere  die  Form  von  den  Variablen  x  un- 
abhängig und  nur  von  den  Coefficienten  a  abhängig  ist,  so  wird 
sie  zur  Invariante.  Der  Exponent  A,  der  das  Gewicht  der 
Covariante  heisst,  ist  eine  ganze  Zahl. 

Wir  haben  im  Bd.  I,  §.59  eine  bei  allen  Formen,  deren 
Grad  grösser  als  1  ist,  vorhandene  Covariante  vom  Gewicht  2 
kennen  gelernt,  nämlich  die  Hesse'sche  Determinante: 


(2)       il(^i,  x^,  ^3)  — 


J   -{X^i  Xi)^  J     (X^i  X2)-,  J     (^2i  ^3} 

Ausser  dieser  Covariante  H  wollen  wir  noch  zwei  andere 
allgemeine  Covarianten  betrachten,  die  bei  allen  ternären  Formen 
von  höherem  als  dem  2*®^  Grade  existiren,  und  die  sich  leicht 
auch  für  Formen  von  beliebig  vielen  Variablen  verallgemeinern 
lassen.  Die  erste  dieser  Formen  ist,  wenn  H  wie  oben  die 
Hesse'sche  Covariante  bedeutet: 

f"{x,,x,l  f"ix„x,),  f"  (x„x,),  H'(xO 

/      (^3,^1),/      (^31^2)5/      (^31^3):   -^^    (^3) 

H'(xO,      H'(x,),      H'(x,)        0 

Um  die  Invarianten  -  Eigenschaft  für  diese  Form  nachzu- 
weisen, machen  wir  darin  die  Substitution  §.  85,  (1).  Dadurch 
geht  /  (x,  a)  in  cp  (^,  b)  und  r^  H  (x,  a)  in  H  (y^  b)  über.  Wenn 
wir  dann  unter  H'  (1/1),  H'  (1/2),  H'  (2/3)  die  Derivirten  von  H  (y,  b) 
verstehen,  so  haben  wir  die  Formeln 


(3)       C,  {X,  a) 


(4) 


^"  Ö/,u,  yy)  =  S  /'  (^i,  Xk)  ccf^  cii^ 

in  denen  ft,  v,  %  h  von  1  bis  3  laufen. 

Multiplicirt   man    nun    die    Determinante    Cj  (x^  a)   zweimal 
nach  einander  mit  der  in  der  Form 

af,  <),  wf,  0 
a^i\  «(|),  «(3),  0 
0,      0,      0,       1 

geschriebenen    Substitutionsdeterminante,    indem   man    das   eine 
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Mal  nach  Zeilen,  das  andere  Mal  nach  Columnen  multiplicirt,  so 

folgt  nach  den  Formeln  (4): 

(5)  C,{y,h)  =  r^C,{x,a\ 

wodurch  die  Invarianten -Eigenschaft  ausgedrückt  und  das  Gewicht 

=r  6  bestimmt  ist. 

Die  dritte  Covariante  Ca,  die  wir  betrachten,  ist  die  Func- 
tionaldeterminante  aus  den  drei  Formen  /.  H^  Ci ,  also 

'f'{x,),H'(x,),  Ciix,) 
(C)  C,  (X,  a)  =  \f  {X,),  H'  (X,),  Ci  (X,) 

\f'(x^,H'(x,),  C[{x,) 
die,    wie    schon    aus   §.   59    des    ersten   Bandes   hervorgeht,    die 
Invarianten  -  Eigenschaft  hat: 
(7)  C,{ij,b)  =  r^C,(x,a), 

und  die  also  das  Gewicht  9  hat. 

Bezeichnen  wir  mit  A  das  Gewicht,  mit  v  den  Grad  in  den 
Variablen,  mit  a  den  Grad  in  den  Coefficienten ,  so  ergiebt  sich 
folgende  Zusammenstellung:      .         . 


f 

7^,              1,        0 

H 

3w—    6,       3,         2 

c. 

8w  — 18,       8,         6 

c. 

Un—21,     12,         9. 

•  :§,  88._ 

Die 

Hesse'sche   Curve. 

Die  erste  der  eingeführten  Co  Varianten  H  hat  eine  einfache 
geometrische  Bedeutung,  die  wir  jetzt  kennen  lernen  wollen. 
Diese  Untersuchung  wird  dadurch  wesentlich  erleichtert,  dass 
wir,  wegen  der  Invarianten  -  Eigenschaft  der  Form  H,  nichts  an 
Allgemeinheit  verlieren,  wenn  wir  dem  Coordinatensysteme  irgend 
eine  specielle  Lage  gegen  die  Curve  /  geben. 

Legen  wir  die  Ecke  I3  des  Coordinatendreiecks  in  einen 
Punkt  der  Curve  /,  der  nicht  zu  den  singulären  gehört,  und 
wählen  die  Tangente  in  diesem  Punkte  zur  :ri-Axe,  so  erhält 
nach  §.  86,  (3)  die  Form  /  den  Ausdruck : 

(1)    f=hx--^x,  +  x--\ax^  +  2bx,x,  +  cxi)  +  x",-%  +  -->, 
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worin   h.  a,  &,  c   Constanten   sind,   von   denen   h   von   Null   ver- 
schieden ist,  und  /g  eine  binäre  cubische  Form  von  Xi^  x^. 

Wenn  wir  hiernach  die  nach  absteigenden  Potenzen  von  x^ 
geordnete  Function  K  berechnen: 
(2)  H=xl—^H,  +  4"-' Fl  +  .  .  ., 

SO  findet  sich 

Fo  =  —  2  (t^- 1)2/^2  c 

^  ^    ITi^  — (n— l)2/^2y^'(^2,a;2)  +  4(n— l)(n— 2)/i(62_ac)^i. 

Die  durch'  die  Gleichung  H  =  0  dargestellte  Curve  heisst 
die  Hesse'sche  Curve  der  Curve  /.  Die  Formeln  (2)  und  (3) 
zeigen,  dass  die  Hesse'sche  Curve  dann  und  nur  dann  durch  den 
Punkt  |p,  hindurchgeht,  wenn  Hq  =  0,  also  c  =  0,  d.  h.  nach  §.  86, 
wenn  dieser  Punkt  ein  Wendepunkt  ist.  Aus  dem  Ausdrucke 
für  H^  kann  man  noch  weiter  schliessen,  dass  die  Wendetangente 
r^i  =  0  dann  und  nur  dann  zugleich  Tangente  der  Curve  H=  0 
ist,  wenn  fä  {x^^  x^)  und  folglich  auch  /g  selbst  durch  x-^  theilbar 
ist.  In  diesem  Falle  wäre,  wie  aus  (3)  hervorgeht,  x^  =  0  eine 
im  Punkte  I3  vierpunktig  berührende  Tangente.  Dieser 
Fall  kann  bei  den  Curven  dritter  Ordnung  nur  dann  vorkommen, 
wenn  /  durch  Xi  theilbar  ist,  also  niemals  bei  einer  irreduciblen 
Curve  dritter  Ordnung. 

Die  Hesse'sche  Curve  geht  ausser  durch  die  Wendepunkte 
noch  durch  die  singulären  Punkte  der  Curve /,  was  hier  nicht 
weiter  untersucht  werden  soll. 

Wenn  wir  also  unsere  Betrachtungen  auf  Curven  /  ohne 
singulären  Punkt  beschränken,  so  können  wir  sagen,  dass  jeder 
Schnittpunkt  der  Curve  /  mit  ihrer  Hesse'schen  Curve  einen 
Wendepunkt  der  Curve/  giebt,  und  dass  diese  Curve/  keine 
anderen  Wendepunkte  hat.  Wenn  Punkte  mit  vierpunktig  be- 
rührender Tangente  vorkommen,  so  berühren  sich  die  Curven  / 
und  if,  und  wir  können  solche  Punkte  auffassen  als  durch  das 
Zusammenfallen  von  zwei  Wendepunkten  entstanden.  Wenden 
wir  noch  das  Theorem  von  Bezout  (Bd.  I,  §.  49)  an,  so  erhalten 
wir  das  Ergebniss: 

Eine  Curve  n*®^  Ordnung   ohne  singulären  Punkt 

hat  3n(w — 2)  Inflexionspunkte; 
und  speciell : 

Eine  Curve  dritter  Ordnung  ohne  singulären  Punkt 

hat  neun  getrennt  liegende  Inflexionspunkte. 
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§.  89. 
Inflexionspunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

Es  sei  jetzt  /  =  0  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung ohne  singulären  Punkt.  Wir  legen  zwei  der  Ecken  des 
Coordinatendreiecks  |i,  lo  i^^  zwei  von  den  neun  Inflexionspunkten 
und  nehmen  die  entsprechenden  Inflexionstangenten  für  die 
Seiten  x^^  x^.  Dann  muss  sich  /,  wenn  o'i  =  0  oder  a;2  =  0  gesetzt 
wird,  auf  das  Glied  hx.^  reduciren,  worin  h  eine  Constante  ist, 
und  folglich  müssen  alle  Glieder,  die  in  der  cubischen  Form 
einen  von  Null  verschiedenen  Coefficienten  haben,  ausgenommen 
h  x^^  durch  x-^  x^,  theilbar  sein.     Demnach  erhält  /  die  Form 

(1)        /  {x-^^x^^Xi)  =  Xi  x.j  («1  x^  -f-  0^2  ^2  +  0^3  aJo)  4-  hxl, 

worin  Oi,  a2,  «3  Constanten  sind.  Daraus  aber  geht  hervor,  dass 
die  gerade  Linie 

«1  Xi  -J-  aj  a^a  +  «3  ^3  =  0 

gleichfalls  Inflexionstangente  der  Curve  /  ist,  und  dass  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  Linie  x->^  =  0  ein  dritter  Inflexionspunkt  ist. 
Dieser  Punkt  ist  von  den  beiden  ersten  |i,  |.2  verschieden,  weil 
weder  a^  noch  a,  =  0  sein  kann,  wenn  die  Curve  keinen  sin- 
gulären Punkt  hat.  Wir  wollen  dieses  wichtige  Resultat  in  Form 
eines  Satzes  aussprechen: 

1.  Wenn  man  irgend  zwei  Inflexionspunkte  einer 
Curve  dritter  Ordnung  ohne  singulären  Punkt 
durch  eine  gerade  Linie  verbindet,  so  schneidet 
diese  gerade  Linie  die  Curve  in  einem  dritten 
Inflexionspunkte. 

Da  es  neun  Inflexionspunkte  giebt,  so  gehen  von  jedem 
dieser  Punkte  vier  gerade  Linien  aus,  deren  jede  noch  zwei 
weitere  Inflexionspunkte  enthält.  Es  giebt  neun  solcher  Büschel 
von  vier  Geraden,  und  weil  jede  dieser  Geraden  in  drei  Büscheln 
vorkommt,  so  ist  die  Anzahl  der  Geraden  9.4:3  =  12.  Wir 
können  demnach  den  Satz  1.  so  ergänzen: 

2.  Die  neun  Inflexionspunkte  einer  Curve  dritter 
Ordnung  liegen  zu  je  dreien  auf  zwölf  geraden 
Linien,  und  durch  jeden  Inflexionspunkt  gehen 
vier  von  diesen  Geraden. 
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Aus  dem  Ausdruck  (1)  können  wir  eine  canonische  Dar- 
stellung für  die  cubische  Form/  herleiten: 

Wir  bezeichnen  mit  s  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel 
und  führen  zwei  Variable  ^i,  ^2  ein,  die  durch  die  Gleichungen 

Ö^l^l    =    f^l    +   «2^2    —    V3%.^3 
a2X2   =   £2^1    +   £^2    —    V3Ö^3^3 

definirt  sind,  woraus  noch  folgt: 

(3)  —  («1  ^1  -f-  «2 :3?2  +  as  Xs)  —  z^  -^  z^  —  1/3  «3  ^3- 

Die  Variablen  ^1,  ^2  sind  durch  (2)  als  lineare  Functionen 
von  ^1,  ^21  ^3  bestimmt,  und  die  linearen  Functionen  ^j,  ^2?  ^3 
sind  als  Functionen  von  x^^  x^^  x^  linear  unabhängig.  Wenn  wir 
(2)  und  (3)  in  (1)  einführen,  so  ergiebt  sich 

—  a^a^f  =  z'l  +  zl  —  Ui  «2  /^  +  2^j  xl  +  «3  z^  z.j  x-^. 

Diesem  Ausdrucke  giebt  man  eine  mehr  symmetrische  Ge- 
stalt, indem  man  für  z^^  z^^  x^  drei  neue  lineare  Functionen 
Vit  Vii  Vz  einführt,  die  sich  von  diesen  nur  um  constante  Factoren 
unterscheiden: 

/=  9(^1^2/2, 2/3)  =  (^iy!+f^2y.!+cczyi+^^yiy2yi, 

worin  Wj,  o«2,  cjg,  m  Constanten  bedeuten. 

Wenn  kein  singulärer  Punkt  vorhanden  ist,  so  können  die 
Coefficienten  Wj,  «2,  «3  nicht  verschwinden,  und  man  kann  sie 
ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  einander  gleich,  etwa  =  h, 
annehmen.  Man  könnte  sie  sogar  =  1  setzen,  was  aber,  um  die 
Homogeneität  aufrecht  zu  erhalten,  zunächst  besser  nicht  ge- 
schieht. Wir  haben  also  die  canonische  Form  für  die  ternäre 
cubische  Form: 

(^)        9  (2/1, 2/2,  yd  =  ^  {y'l  +  yl  +  y!)  +  6  m  tj,  y^  y^. 

Nach  unserem  Ausgangspunkte  war  die  Linie  x^,^  oder  was 
dasselbe  ist,  2/3  die  Verbindungslinie  dreier  Inflexionspunkte. 
Solcher  Linien  giebt  es  aber  zwölf,  und  wir  können  daher  die 
Linie  y^  auf  zwölf  Arten  wählen.  Setzen  wir  aber  y^  oder  1/2  an 
Stelle  von  1/3,  so  bekommen  wir  dieselbe  Darstellung  in  der 
canonischen  Form,  und  es  giebt  also  nur  vier  wesentlich  ver- 
schiedene Arten  dieser  Darstellung  (abgesehen  von  dem  willkür- 
lichen h\  d.  h.  vier  Arten,  die  Linien  1/1,  y^^  y^  zu  bestimmen.  Wir 
haben  daher  den  Satz: 
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3.  Eine  ternäre  cubische  Form  f  (x^^  x.2^  x^)^  deren 
Discriminante  von  Null  verscliieden  ist,  lässt 
sich  auf  vier  verschiedene  Arten  in  die  cano- 
nische Form 

9  (^1'  2/2, 2/3)  =  ^^  (y!  +  vi  +  VD  +  6  wj  2/i  2/2  2/3 

transformiren. 
Da  auf  jeder  der  Linien  ^^  =  0.  ?/o  =  0,  y.^  =  0  drei  In- 
üexionspunkte  liegen,  so  ist  das  Problem  der  Inflexionspunkte 
wesentlich  identisch  mit  dem  der  Transformation  der  cubischen 
Form  /  auf  die  canonische  Form,  mit  dem  wir  uns  zunächst 
beschäftigen  wollen  1). 

§•  90. 

Transformation    der   cubischen-  Form   auf   die 
canonische   Form. 

Um  die  Transformation  der  cubischen  ternären  Form  auf 
die  canonische  Form  durchzuführen,  d.  h.  auf  die  Lösung  gewisser 
algebraischer  Gleichungen  zurückzuführen,  müssen  wir  zunächst 
die  Covarianten  für  die  canonische  Form  bilden. 

Es  sei  also 

9  (y)  =  ^i  (^1  +  yi  +  vi)  +  6  m  2/1 2/2  2/3 , 

wofür  wir  zur  Abkürzung  auch  setzen: 

(1)  9^  {y)  =  h  Zy'lA-%  m  y^  2/2  2/3, 

indem   wir  unter   dem  Zeichen  E   eine  Summe   über   drei   durch 

cyklische  Vertauschung  der  Variablen  2/1,  2/21  ^3   aus  dem  ersten 

gebildete  Glieder  verstehen. 

Die  Hesse'sche  Co  Variante  wollen  wir  zur  Vereinfachung 
der  Formeln  mit  einem  geeigneten  numerischen  Factor  multi- 
pliciren,  und  demnach 

-.  /lli/]2l/l3 
i/31i/32»y33 


1)  Aus  der  Literatur  über  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ord- 
nung und  über  die  Theorie  der  ternären  cubischen  Formen  erwähnen  wir 
ausser  den  älteren  Arbeiten  von  Newton  und  MacLaurin:  Hesse,  „Ueber 
die  Elimination  etc."  und  „Ueber  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ord- 
nung", Grell e's  Journal,  Bd.  28  (1844).  Aronhold,  Theorie  der  homo- 
genen Functionen  3^^'^  Grades  von  drei  Veränderlichen,  Crelle's  Journal, 
Bd.  55  (1858).     Salmou,  Higher  plane  curves  (deutsch  von  Fiedler). 
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setzen,  worin  fn,  für  /"  {Xi,  x^,)  steht.     Für  die  canonische  Form 
erhält  man  hieraus  durch  einfache  Rechnung 

(3)  ^{y)  =  —  h  m2  U  yl  +  (/^^  +  2  m^)  y,  y,y,. 

Daraus  leiten  wir  die  zweite  Covariante  C-^  (§.  87)  her,  in 
der  wir  gleichfalls  einen  numerischen  Factor  einführen,  und 
demnach 

Jll')  J  121  JV6^    ^l 


(4) 


J(x) 


36 


J 211  f 221  j2Si   ^2 
nj  JV2i  J2^1   ^3 


A 


Al   ^2^  ^Zi    0 

setzen,  worin  z/j  für  ^' (xi)  steht.  Auch  diese  Covariante  muss 
in  der  canonischen  Form  dargestellt  werden,  was  keine  Schwierig- 
keit hat,  wenn  man  die  Determinante  nach  der  Formel  Bd.  I, 
§.  23,  (12)  bildet.     Man  findet  so: 

(5)  J(y)  =  —  h^  Qi'  +  8  m3)2  Z  yl  yi 

+  3m2  (5/^6  -}-  2ßh'^m^  —  4m6)  y'ly~yl 
-^  hm  (2h^ -{- 6h^m^  +  20m^)  ij^y^y-s  2:yf 
+  9/^2^6  (Uy'^y. 

Danach  lassen  sich  die  drei  symmetrischen  Functionen 
^12/22/3,  ^y!i  ^yly't  durch  die  drei  Formen  (p  {y),  J  {y),  J {y\ 
und  also  auch  durch  die  entsprechenden  Formen  in  den 
ursprünglichen  Variablen  ^,  die  wir  kurz  durch  /,  z/,  J  bezeichnen, 
nach  den  Invarianten  -  Relationen 

(6)  ^{y)=fi    ^(y)  =  r^A    J(y)  =  r^J 
ausdrücken.     Man  erhält  zunächst  aus  (1)  und  (3): 

(7)  (/^3  +  8  m3)  y,  y,  y,  =  m'^f  +  r^  z/, 

(8)  h  Qi^'  4-  8  m3)  2Jyf  =  {h^  -{-  2m^)  f  —  6  m  r^  ^, 
und  sodann  aus  (5) 

(9)  h^(h^  +  8m^y2Jy^yi  = 

(2  h^  -f-  m3)  m3/2  -f  m  (2  h'^  —  5  m^)  r^f/l  -\-  3  m'^  r*  z/2  —  r«  J". 

Sehr  einfach  ist  nun  die  Berechnung  der  dritten  Covariante 
C2  (§.  87)  für  die  canonische  Form. 

Wir  führen  auch  hier  einen  vereinfachenden  numerischen 
Factor  ein,  und  setzen 


(10) 


K=K{x)=.^ 


fu 

A, 

Jl 

/2, 

A, 

J. 

/3, 

Z/3, 

J, 

1,  y!.  yt 

7^3  (Ji'i  -^  8  m^y 

1,  yh  yl 

1,  yl  yl 
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worin  /fc,  z/?,,  Jj,  die  Ableitungen  nach  ic^  bedeuten.  Für  die 
canonische  Form  ist  dann 

(11)  K{y)=r^K. 

Um  K  (y)  zu  finden .  brauchen  wir  nur  die  Functional- 
deterrainante  aus  den  linken  Theilen  der  Formeln  (7),  (8),  (9)  zu 
bilden,  woraus  sich  mit  Anwendung  einfacher  Determinanten- 
sätze ergiebt  (Bd.  I,  §.  22,  §.  27): 

K(y)  = 

und  mithin  ist 

(12)  r^  K  =  7^3  (7.3  _^  8  m^y  {yl  -  yf)  {yf  -  yl)  {y^  -  yf). 

Zu  bemerken  ist  noch  zu  diesen  Formeln,  dass  der  in  ihnen 
auftretende  Factor  7^3  _j_  g  ^js  nicht  verschwinden  kann ,  wenn 
die  Curve  /  keinen  singulären  Punkt  hat.  Denn  ein  singulärer 
Punkt  wird  bestimmt  durch  die  drei  Gleichungen: 

hyl+2myoy^  =  0,  liyl-\-2my.yy^  =  0,  hyi+2my^y2  =  0, 

und  diese  drei  Gleichungen  sind  mit  einander  verträglich,  wenn 
7.3  -|-  8  ».3  =  0.  (Ist  z.  B.  h  =  —  2  m,  so  sind  sie  befriedigt, 
wenn  y^  =  y,2  =  y^  ist.) 

Der  Coefficient  7.  kann  für  eine  gegebene  Form  /  jeden 
vorgeschriebenen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben,  und  erst 
wenn  dieser  Werth  gegeben  ist,  ist  das  Problem  bestimmt.  Wir 
wollen  der  Einfachheit  halber  jetzt  7.  =  1  setzen,  und  erhalten 
aus  (7)  bis  (9)  das  Resultat: 

Setzt  man 


(13)    Q 


(l  +  8m3)2 
(14-2?h3)/— Gwr^z/ 
l  +  8m3  ' 


1  +  8m3    ' 
so  sind  ?/3,  y^\  y^  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 
(14)  .(3  _  Q u2  -j-  Pw  _  i?3  =  0, 

und  die  Discriminante  dieser  cubischen  Gleichung  ist: 


(15)  A  = 


(l  +  8w3)f 
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Die  Coefficienten  der  cubischen  Gleichung  sind  bekannt,  so- 
bald m'\  mr^^  r^^  oder  auch,  wenn  m  und  r^  bekannt  sind. 

Ist  dann  die  Gleichung  (14)  gelöst,  so  sind  t/i,  y^^  y^  bis  auf 
dritte  Einheitswurzeln,  die  aber  der  Relation  i/i  y2  Vz  =  ^ 
genügen  müssen,  bestimmt,  und  weiter  können  auch  diese  Grössen 
der  Natur  der  Sache  nach  nicht  bestimmt  werden. 

Wenn  die  Curve  /  eine  reelle  Curve  ist,  so  ergiebt  sich  aus 
den  Formeln  (13)  und  (15)  noch  der  Satz,  dass,  wenn  m  und  r 
reell  sind,  D^  positiv  ist,  und  folglich  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (14)  alle  drei  reell  sind. 

Drückt  man  die  Discriminante  D^  durch  die  Coefficienten 
der  Gleichung  P,  Q,  R  aus,  so  fliesst  aus  der  Formel  (15)  noch 
das  Resultat,  dass  man  das  Quadrat  der  Covariante  K  als  ganze 
rationale  Function  der  Covarianten  f^Zl^J  ausdrücken  kann. 
Der  Ausdruck  wird  ziemlich  complicirt  und  soll  hier  nicht  weiter 
verfolgt  werden. 

Um  aber  die  biquadratische  Gleichung  zu  bilden,  von  der 
m  und  r  abhängen,  ist  es  nöthig,  auf  die  Invarianten  dritter 
Ordnung  näher  einzugehen. 

§.  91. 

Die  Invarianten  der  Curve   dritter  Ordnung  und  die 
biquadratische   Gleichung. 

Alle  Curven  dritter  Ordnung,  deren  Gleichung  in  der  cano- 
nischen Form  durch  dieselben  Grössen  E  yf,  y^  y.^  y.^  linear  dar- 
gestellt werden  kann,  haben  dieselben  Punkte  zu  Wendepunkten, 
beispielsweise  also  die  Curven /=0  und  z/  =  0,  und  allgemeiner 
alle  Curven  der  Schaar 
(1)  F=  A/4-6^z/=:0, 

wo  /l,  fi  beliebige  Parameter  sind.  Alle  Curven  dieser  Schaar 
schneiden  sich  in  neun  festen  Punkten,  und  eine  solche  Schaar 
wird  ein  Curvenbüschel  genannt.  Die  neun  festen  Punkte,  die 
für  alle  Curven  des  Büschels  die  Wendepunkte  sind,  heissen  die 
Grundpunkte.  Bilden  wir  von  der  Form  F  die  Hesse'sche 
Determinante,  so  wird  auch  diese  Form  linear  durch  2^  yf  und 
Vi  2/2  y-i  ausgedrückt  und  kann  daher  nach  §.  90 ,  (7)  und  (8) 
auch  linear  durch  /  und  z/  ausgedrückt  werden,  d.  h.  wir  erhalten 
eine  Form  desselben  Büschels. 
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Wir  setzen  demnach  diese  Determinante 

(2)  J,^,,{x)  =  Lf+M^, 

worin  L  und  M  binäre  Formen  3*^^  Grades  von  A,  ^i  sind. 

Wenn  wir  eine  beliebige  lineare  Transformation  anf  die 
Variablen  x  anwenden,  so  ist,  wegen  der  Invarianten-Eigenschaft 
der  Function  ^d 

(3)  ^;,  ,u  (?/,  h)  =  r'-  z/;., ,, ,..  {x,  a), 

und  daraus  folgt,  dass  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen 
und  Producte  von  A,  fi  Covarianten  der  ursprünglichen  Form 
sind,  und  die  Coefficienten  L,  M  von  /  und  z/  in  diesen  Aus- 
drücken ,  die  rational  von  den  Coefficienten  a  der  Form  /  ab- 
hcängen.  sind  daher  Invarianten  dieser  P'orm.  W^ir  haben  darin 
ein  Mittel,  diese  Invarianten  thatsächlich  zu  berechnen. 

Bezeichnen  wir  nämlich  mit  a»,  Ai,  Bi  die  Coefficienten  der 
einzelnen  Potenzen  und  Producte  der  Variablen  o;  in  /,  z/  und 
^).,u^  so  ergiebt  sich  aus  (2)   ein  System  von  zehn  Gleichungen: 

Lai-\-MAi=zBi, 

woraus  L  und  31  bestimmt  werden  können.  Man  erhält,  wenn 
i,  Iz  zwei  verschiedene  Indices  sind, 

L    (üi  ÄTc  —  ai:  Äi)  =  Bi  Aj:  —  Bj,  Ai 

^  ^  M  {üi  A  —  «fc  Ar)  =  —  Bi  «,  +  Bu  ai. 

Daraus  schliesst  man  noch,  dass  L,  M  ganze  Functionen 
der  Coefficienten  «/  sind.  Denn  in  (4)  sind  die  rechten  Seiten 
ganze  Functionen,  und  wenn  also  L  oder  ili,  in  der  einfachsten 
Gestalt  dargestellt,  noch  einen  Nenner  hätten,  so  müssten  die 
sämmtlichen  Determinanten  a,-^-  —  «fc^/,  welches  ganze  Func- 
tionen 4^^''  Grades  der  a  sind,  einen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben.  Dass  dies  aber  nicht  möglich  ist,  kann  man  an  irgend 
einem  speciellen  Falle  nachweisen,  z.  B.  an  der  Form 

/  =  3  a;3  (a icf  +  /3 x'^)  -f-  a x'l  -\-  h x.l, 
deren  Hesse'sche  Form: 

—  ß-^  (ax-i  -\-  axi)  x.{  —  a-  {ß  x.,  -\-  hx.2)  X{ 

ist.  Hier  kommen  unter  den  üi  Aj^  —  aj,Ai  z.  B.  die  beiden  Func- 
tionen a-  /32,  />2  c^2  YQY^  die  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben. 

Weber,  Algebra.    II.  22 
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Um  z/;,a  für  die  canonische  Form  zu  berechnen,  hat  man 
in  §.  90,  (3): 

li,  m 

durch  li  {l  —  6  m»,    mk  -\-  Qi^  +  2m^)  ^ 

zu  ersetzen,  und  man  findet  so: 

z/;.,a=^  — /H^  — 6m2^)  [m/l  +  (/i3-)-2m3)^]2  Uyf 

woraus  nach  §.  90,  (7),  (8)  mit  Rücksicht  auf  (2)  nach  einigen 
einfachen  Rechnungen  folgt: 

(5)  -\-QiL'-m'^Qi^  —  m^)\ 

Jf=A3-f  12A|L^2m(/i3_m3)-[-2^3(7i6_20/i3^^3  —  8  m«). 

Man  bekommt  also  auf  diese  Weise  nur  zwei  Invarianten 
vom  4*^"  und  6*«^^^  Grade,  nämlich  in  der  canonischen  Form: 

(G)  m  Qi-'  —  m%     h^^  —  20  h'^m^  —  8m^ 

Das  Gewiclit  dieser  Invarianten  ist  [nach  Bd.  I,  §.  60,  (3)] 
gleichfalls  4  und  6,  und  wenn  wir  sie  also  in  der  allgemeinen 
Form  mit  S  und  T  bezeichnen  und  h  =  1  setzen,  so  findet  sich 

m  (1  -  m3)  =  r4  S, 

^  1  —  20  m3  —  8  m6  =  r«  T. 

Für  L  und  M  erhält  man  aus  (5)  die  Darstellung : 

L  =  —  2/SAV  —  Tk^^  +  SS^^^ 

^^  M=        l^-{-l2Sl^'^-\-2Tii\ 

Die  Functionen  S  und  T  vom  4*^^^  und  6*^"  Grade  sind 
zuerst  von  Aronhold  berechnet  worden.  Wir  wollen  die  langen 
Ausdrücke  nicht  hierher  setzen,  betrachten  aber  diese  beiden 
Grössen  jetzt  als  bekannt  und  gegeben. 

Aus   (7)  lässt    sich    eine    biquadratische    Gleichung   ableiten 
für  das  Verhältniss  m^  :  r^.     Man  findet  nämlich  daraus: 
^r.  —  |j^8  ^^  r'^m^  S 

(9)  m2  —  2m^  -|-  m»  =  r^  S^ 

m2  —  20  m^  —  8  m«  ==  r^m'^T. 
Wenn  man  daraus  m'^  und  m-'  eliminirt,  so  findet  man 

(10)  27  m*^  +  IS^Sm^H  -\-  Tm^r^  —  S^-r^  =  0. 
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Diese  Gleichung  erhält  eine  einfachere  Gestalt  durch  die 
Substitution 

(11)  ^"^^^r^' 
Sie  wird  dann 

(12)  ^^  +  ßSs'-  +  T^  —  3S-^  =  0. 

Diese  biquadratische  Gleichung  hat  die  Eigenschaft,  dass 
ihre  erste  Invariante  J.  =  0  ist,  und  dass  ihre  Discriminante 
(Bd.  I,  §.  47): 

(13)  A  =  —  27  (T^  +  64^3)2  =  _  27i)-2, 

also  stets  negativ  ist.  Die  Grösse  D  =  T-'  -\-  64  S-'  erhält  für 
die  canonische  Form  (5)  den  Ausdruck: 

(14)  /i3  (7i3  -f   8  W3)3^ 

und  kann  also  nicht  verschwinden ,  so  lange  die  Curve  /  keinen 
singulären  Punkt  hat.  (Sie  ist  in  der  That  nichts  Anderes,  als 
die  Discriminante  der  Form  /.) 

Aus  (13)  ergiebt  sich  nun,  dass  die  biquadratische  Glei- 
chung (12)  bei  reellen  Curven/  eine  negative  Discriminante,  und 
folglich  (Bd.  I,  §.  78)  zwei  reelle  und  zwei  conjugirt  imaginäre 
Wurzeln  hat,  und  weil  das  Product  aller  vier  Wurzeln  —  3  >S- 
negativ  ist,  so  ist  von  den  reellen  Wurzeln  eine  positiv, 
eine  negativ.  , 

Aus  0  kann  man  mit  Hülfe  von  (11)  und  der  ersten  Glei- 
chung (7)  die  beiden  Grössen  m  und  r  bereclmen.  •  Man  erhält  so 

/iK\  .  ^'  o  3^  ^  27  <^ 


und  hier  könnte,  wie  man  aus  (12)  schliesst,  wenn  man 
^2  =  —  d  S  setzt,  9  S  -{-  0"^  nur  dann  verschwinden,  wenn  ent- 
weder S  oder  D  Null  ist.  Damit  sind  die  Coefficienten  P,  §,  R^ 
der  cubischen  Gleichung  §.  90,  (14)  eindeutig  durch  ^  und  durch 
bekannte  Grössen  bestimmt,  und  für  die  reelle  positive  Wurzel  z 
wird  m  und  r  reell,  und  folglicli  auch  ^j,  2/9,  2/3  i'eell. 

Eine  leichte  Ausnahme  bildet  der  Fall  /S  =  0,  in  dem  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (12)  verschwindet,  und  die  zweite  reelle 
Wurzel  — I^T  wird,  und  für  die  zugehörigen  Werthe  von  m 
und  r^  erhält  man  aus  (7)  und  (11) 

l      27 

m  =  0,  1;     r6  =  ^,    -^^; 
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je  nachdem  also  T  positiv  oder  negativ  ist,  fällt  der  erste  oder 
der  zweite  Werth  von  r  leell  aus,  und  im  Wesentlichen  bleibt 
Alles  wie  vorher. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  der  Satz: 

Jede  reelle  ternäre  cubische  Form  mit  nicht  ver- 
schwindender Discriminante  kann  durch  eine  reelle 
Transformation  auf  die  reelle  canonische  Form  ge- 
bracht werden. 

Man  kann  jetzt  leicht  die  Coordinaten  der  Wendepunkte  in 
dem  canonischen  Coordinatensysteme  angeben.  Man  erhält  sie, 
wenn  man  in  der  Gleichung 

yl  +  vi  +  y!  +  6  m  2/1  ^2  y^  =  o 

je  einmal  y-^,  y.2^  y-^  ■=-  0  setzt.  Da  eine  der  nicht  verschwindenden 
Coordinaten  =^  1  gesetzt  werden  kann,  so  findet  man,  wenn  £ 
eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  ist,  die  folgenden  Werthe 
der  Coordinaten  (^/i,  2/2,  y-.s)'- 

(0,  1,-1),         (0,  1,-0,         (0,1,- £2), 

(16)  (-1,0,1),         (-£,0,1),         (-£^0,  1), 

(1,-1,0),  (1,    —  £,    0),  (1,    _£2,   0), 

und  es  folgt  daraus,  dass  immer  drei  der  Inflexionspunkte 
reell  und  sechs  imaginär  sind. 

In  der  Tabelle  (16)  liegen  je  drei  in  einer  Zeile  stehende 
Punkte  auf  einer  Geraden,  nämlich  auf  den  Geraden 

2/1  ==0,     2/2  =  0,    ?/3  =  0. 

Es  ist  danach  leicht,  auch  die  übrigen  Tripel  von  Punkten 
zusammenzustellen,  die  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  und  damit 
diese  zwölf  Linien  zu  bestimmen.  Man  hat  dabei  nur  immer 
solche  Punkte  zusammenzustellen,  deren  Coordinaten  eine  ver- 
schwindende Determinante  geben.  Man  kann  diese  zwölf  Linien 
auf  vier  Arten  in  Tripel  anordnen,  so  dass  in  jedem  Tripel  alle 
neun  Inflexionspunkte  vorkommen.  Das  erste  dieser  Tripel  wird 
von   den  Zeilen  von  (16)  gebildet.     Die  drei  anderen  lauten  so: 

(0,  1,-1),        (-1,0,  1),        (l,  -1,0), 

(17)  (0,  l,-£),        (_£,0,  1),        (1,  -£,0), 
(0,  1,  -£2),        (-£2,0,  1),        (1, -£^0), 
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(18) 

(0,  1,  —  1), 
(- 1,  0,  1), 
(1,-1,  0), 

(-£,0,   1), 
(1,-^,0), 
(0,   1,   -  £), 

(1,  -  £^  0) 
(0,  1, -f^ 

(-  £^  0,  1), 

(19) 

(0,  1,  -  1), 
(-1,  0,  1), 
(1,  -1,  0), 

(-£■-',0,1), 
(1, -£^0), 
(0,1,- £2), 

(1,  -£,0) 
(0,  1,  -  £) 
(-  £,  0,  1). 

Ml 


Von  den  geraden  Linien  (16)  enthält  jede  einen  reellen 
und  zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte,  und  alle  drei  Linien  sind 
reell.  Von  den  Geraden  (17)  enthält  die  erste  die  drei  reellen 
Punkte  und  ist  reell,  während  die  beiden  anderen  conjugirt 
imaginär  sind.  In  (18)  und  (19)  sind  alle  drei  Linien  imaginär, 
und  zwar  sind  die  Linien  von  (18)  conjugirt  zu  den  Linien 
von  (19). 

Eine  noch  übersichtlichere  Bezeichnung  ist  folgende.  Wenn 
I  und  rj  je  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  3  durch- 
laufen, etwa  0,  1,  2,  und  zwei  nach  dem  Modul  3  congruente 
Zahlen  als  nicht  verschieden  angesehen  werden,  so  giebt  es  neun 
Combinationen  (|,  >^),  die  wir  als  Bezeichnung  für  die  neun 
Wendepunkte  benutzen  können.  Setzen  wir  fest,  dass  (|,  rj)  und 
(vj^  J)  conjugirt  imaginäre  Wendepunkte,  also  (0,  0),  (1,  1).  (2,  2) 
die  drei  reellen  bedeuten,  so  erhalten  wir  aus  (IG)  bis  (19)  fol- 
gende Tabelle,  in  der  wieder  die  in  einer  Zeile  stehenden  Wende- 
punkte auf  einer  geraden  Linie  liegen: 


(20) 


(0,  0)  (1,  2)  (2,  1)  (0,  0)  (1,  1)  (2,  2) 

(1,  1)  (2,  0)  (0,  2)  (1,  2)  (2,  0)  (0,  1) 

(2,  2)  (0,  1)  (1,  0)  (2,  1)  (0,  2)  (1,  0) 

(0,  0)  (2,  0)  (1,  0)  (0,  0)  (0,  2)  (0,  1) 

(1,  1)  (0,  1)  (2,  1)  (1,  1)  (1,  0)  (1,  2) 

(2,  2)  (1,  2)  (0,  2)  (2,  2)  (2,  1)  (2,  0). 


Man  sieht  hieraus,  dass  drei  Wendepunkte  (|i,  tji),  (|,,  t/j), 
(Is,  Vi)  dann  und  nur  dann  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  wenn 
die  beiden  Congruenzen 

(21)  ,  ,  (mod  3) 

erfüllt  sind. 
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Man   kann   die  Bezeichnung   der  vier  Systeme   von   geraden 

Linien  auch  aus  dem  einen  Schema: 

(0,  0)   (1,  2)   (2,  1) 

(1,  1)   (2,  0)    (0,  2)  . 

(2,  2)   (0,  1)   (1,  0) 

ableiten,   wenn   man   die   Zeilen,   die   Colonnen   und   die  je   drei 

den  positiven  und   negativen  Gliedern  der  Determinantenbildung 

entsprechenden  Combinationen  aufstellt. 


§.  92. 
Tripelgleichungen. 

Das  System  der  neun  Wendepunkte  hat  die  Eigenschaft, 
dass  man  aus  zwei  beliebigen  von  ihnen  einen  ganz  bestimmten 
dritten  auf  rationalem  Wege  ableiten  kann.  Dies  drückt  sich 
als  eine  Eigenschaft  der  Gleichung  9*^^  Grades  aus,  von  der  die 
Bestimmung  der  W^endepunkte  abhängt,  die  z.  B.  die  Abscissen 
dieser  Punkte  zu  Wurzeln  hat.  Wir  stellen  folgende  Defini- 
tion auf: 

Eine  Gleichung  ohne  gleiche  Wurzeln  heisst  eine 
Tripelgleichung,  wenn  je  zwei  ihrer  Wurzeln  eine 
dritte  bestimmen,  so  dass  jede  Wurzel  eines  solchen 
Tripels  rational  durch  die  beiden  anderen  ausgedrückt 
werden  kann,  und  zwar  so,  dass  man  in  einer  Gleichung 

(1)  X,  =  0  (^1,  ^2), 

in  der  0  eine  festgehaltene  rationale  Function  be- 
deutet, für  ^1,  ^^2,  x^  die  Wurzeln  irgend  eines  Tripels 
in  beliebiger  Reihenfolge  setzen  kanni). 

Die  Gleichung,  von  der  die  Wendepunkte  abhängen,  ist  eine 
Tripelgleichung  9*^^  Grades.  Es  giebt  aber  auch  Tripelgleichungen 
von  anderem,  z.  B.  vom  7*^"  Grade,  zu  denen  die  im  vorigen 
Abschnitte  betrachteten  gehören  2). 


1)  Die  Tripelgleichungen  9teii  Grades  sind  zuerst  behandelt  von 
Hesse  in  der  Abhandlung:  „Algebraische  Auflösung  derjenigen  Gleichung 
9ten  Grades  etc."  in  Grelle' s  Journal,  Bd.  34  (1847). 

2)  Vgl.  Nöther,  Mathem.  Annalen,  Bd.  15  (1879):  „Ueber  die  Glei- 
chungen 8  teil  Grades  und  ihr  Auftreten  in  der  Theorie  der  Curven  vierter 
Ordnung." 
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Wir  wollen  hier  also  nur  auf  die  Tripelgleichungen  9^^^  Grades 
eingehen,  und  zunächst  zeigen,  wie  sich  aus  der  Tripeleigenschaft 
die  Bezeichnung  und  Anordnung  der  Wurzeln  ableiten  lässt,  die 
wir  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Wendepunkte  kennen  gelernt 
haben. 

Jede  der  neun  Wurzeln  kommt  in  vier  Tripeln  vor,  und  im 
Ganzen  existiren  daher  4.9:3^12  verschiedene  Tripel.  Nehmen 
wir  ein  beliebiges  von  diesen  Tripeln  und  bezeichnen  dessen 
Wurzeln  mit 

(0,  0)  (1,  2)  (2,  1). 

Dann  sei  (1,  1)  eine  beliebige  vierte  Wurzel.  Diese  bestimmt 
mit  den  drei  ersten  zunächst  drei  Tripel,  die  wir  mit 

(1,  1)  (0,  0)  (2,  2),    (1,  1)  (1,  2)  (1,  0),    (1,  1)  (2,  1)  (0,  1) 

bezeichnen,  und  es  bleiben  noch  zwei  Wurzeln  übrig,  die  das 
vierte  Tripel  mit  (1,  1)  bilden,  und  das  wir  nun  mit 

(1,  1)  (2,  0)   (0,  2) 
bezeichnen. 

Wir  suchen  nun  das  durch  (0,  0),  (2,  0)  bestimmte  Tripel. 
In  diesem  können  keine  Wurzeln  vorkommen,  die  mit  einer  der 
beiden  Wurzeln  (0,  0),  (2,  0)  in  einer  der  schon  bestimmten  Tripel 
vorkommen,  also  nicht 

(1,  2)  (2,  1)  (1,  1)  (2,  2)  (0,  2), 

und  es  bleibt  für  die  dritte  Wurzel  dieses  Tripels  nur  (0,  1) 
oder  (1,  0)  übrig,  und  dieselben  beiden  W^urzeln  bleiben  auch  nur 
übrig  für  das  durch  (0,  0)  (0,  2)  bestimmte  Tripel.  Da  wir  aber 
noch  (0,  2)  mit  (2,  0)  vertauschen  können,  so  beschränken  wir 
die  Allgemeinheit  nicht,  wenn  wir  die  zwei  weiteren  Tripel 

(0,  0)  (2,  0)  (1,  0),     (0,  0)  (0,  2)  (0,  1) 

annehmen.  Nun  bestimmen  wir  die  Tripel,  die  (1,  0)  enthalten, 
von  denen  zwei  schon  bekannt  sind.  Die  beiden  anderen 
müssen  die  Wurzeln  (2,  2),  (0,  1),  (0,  2),  (2,  1)  enthalten.  Da  aber 
(0,  1)  (1,  0)  (0,  2)  und  (0,  1)  (1,  0)  (2,  1)  keine  Tripel  sind  [weil 
(0,  1)  (0,  2)  das  Tripel  (0,  0)  (0,  2)  (0,  1)  und  (0,  1)  (2,  1)  das 
Tripel  (1,  1)  (2,  1)  (0,  1)  bestimmt],  so  haben  wir  die  weiteren 
Tripel 

(2,  2)  (0,  1)  (1,  0),     (1,  0)  (0,  2)  (2,  1). 

Ebenso  ergiebt  sich 

(0,  1)  (2,  0)  (1,  2). 
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Endlich  bilden  wir  noch  je  ein  (0,  2)  und  (2,  0)  enthaltendes 
Tripel 

(0,  2)  (1,  2)  (2,  2),     (2,  0)  (2,  1)  (2,  2), 

womit  alle   zwölf  Tripel,   und  damit   die  Anordnung   §.91,  (20) 
bestimmt  sind. 


§.  93. 
Die  Gruppe  der  Tripelgleichungen. 

Es  soll  nun  die  Galois'sche  Gruppe P  der  Tripelgleichungen 
bestimmt  werden.  Zunächst  ist  klar,  dass  in  dieser  Gruppe  nur 
solche  Permutationen  vorkommen,  bei  denen  jedes  Tripel  wieder 
in  ein  Tripel  übergeht.  Denn  nehmen  wir  an,  die  Wurzeln  eines 
Tripels  Xi^  x^-,  x^  gehen  durch  eine  Permutation  in  ^/i,  2/21  V'a 
über,  so  folgt,  da  diese  Permutation  auf  die  Gleichung  (1)  (§.  92) 
anwendbar  ist, 

2/1  =  ®  (2/2.  2/3): 
und  folglich  ist  iji  die  dritte  Wurzel  des  durch  1/2,  2/3  bestimmten 
Tripels. 

Gehen  wir  nun  zu  der  Bezeichnung  für  die  Wurzeln: 

(1)  X  =  {I,  v) 

über,  so  ergiebt   sich   aus   der  Zusammenstellung   der  Tripel   in 
den  §§.  91  und  92,  dass  drei  Wurzeln 

(2)  X,  =  (li,  ^1),     X2  =  dar  ^2),     ^3  =  (I3,  %) 
immer  dann  und  nur  dann  ein  Tripel  bilden,  wenn 

(3)  ^'  1  ^'  t  ^'  -  n      (^öd  3). 

Nennen  wir  eine  Permutationsgruppe  der  (|,  rj)^  deren  Sub- 
stitutionen alle  der  vollständigen  linearen  Congruenzgruppe  für 
den  Modul  3  angehören  (§.  78),  eine  lineare  Gruppe,  so  gilt 
der  Satz: 

L^Die  Gruppe  P  einer  Tripelgleichung  ist  immer 
linear. 

Nach  §.  77  lässt  sich  jede  Permutation  der  Grössen  (|,  r}) 
überhaupt  in  der  Form  darstellen: 

(4)  ^'=cp  (I,  rj),     n'=^  (I,  n)     (mod  3), 
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worin  cp,  tp  ganze  ganzzablige  Functionen  der  Variablen  |,  rj 
sind,  deren  Grad  in  Bezug  auf  keine  der  Variablen  den  Wertb  2 
übersteigt.  Ordnen  wir  diese  Functionen  nacb  r} ,  so  können 
wir  setzen: 

(5)         ^'  =  Ari^  +  Brj+C,     ri'  =  ^'ri'  +  B'n+  C\ 

worin  Ä,  B,  C,  A',  B',  C  ganze  Functionen  von  |,  höcbstens 
vom  2*«"  Grade  sind.  Wir  wollen  in  den  Gleichungen  (4)  die 
Variable  J  festhalten  und  »^  =  0,  1,  2  setzen,  d.  h.  wir  wenden 
(5)  auf  das  Tripel  (|,0)  (|,  1)  (1,2)  an.  Die  entsprechenden 
lii  ni\  Ö2,  t?2),  Ö3,  ^3)  müssen  dann  den  Relationen  (3)  genügen, 
also: 

^^  =  A-\-B-^C,       n'.  =  A^  +  B'  +  0', 
^',  =  A-B-^C,       ri^  =  A'-B'+C\ 

und  daraus  folgt,  dass  A  und  A'  für  jedes  |  congruent  mit  Null 
sein  müssen. 

Ebenso  kann  man  schliessen,  dass  in  den  Substitutionen  (4) 
kein  Glied  mit  |2  vorkommen  kann,  und  dass  daher  diese  Sub- 
stitutionen die  Form  haben  müssen: 

Wenn  man  aber  diese  Substitutionen  auf  das  Tripel  (0, 0)  (1, 1)  (2,  2) 
anwendet,  und  die  Summe  der  entsprechenden  h,'  und  ri'  gleich 
Null  setzt,  so  folgt,  dass  m  =  w' =  0  sein  muss,  und  dass  also 
jede  Permutation  der  Gruppe  P  in  der  Form 

^^^  n'^a'^  +  h'ri  +  c'     (^'^'^^^ 

enthalten  sein  muss,  wde  behauptet  war. 

2.  Umgekehrt  gehen  durch  jede  lineare  Substitution 
von  der  Form  (6)  drei  Grössen  (|,  iq)  eines  Tripels 
in  drei  (^',  t?')  über,  die  gleichfalls  ein  Tripel 
bilden. 

Denn  aus  (6)  folgt  für  irgend  drei  Zahlenpaare  (|i,  ??i), 
(I2,  %),  &,  ^3): 

^^      r?;  +  r?2  +  r^3  =  a'(li  +  l2  +  l:0  +  ?>'(^i+^2  +  ^3)   ^  ^' 
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also  wenn  li  -f-  I2  +  I3  ^ii^d  r]i  -\-  rj^  ^  %  mit  Null  congruent 
ist,  so  gilt  dasselbe  von  den  linken  Seiten  von  (7). 

Nun  gehen  auch  umgekehrt  durch  jede  lineare  Substitution 
der  Form  (6)  immer  drei  Grössen  (|,  rj)  eines  Tripels  in  ein 
Tripel  über,  und  daraus  lässt  sich  beweisen,  dass  jede  Gleichung 
9*^^  Grades,  deren  Galois'sche  Gruppe  P  in  der  vollständigen 
linearen  Congruenzgruppe  enthalten  ist,  eine  Tripelgleichung  ist, 
wenn  noch  die  weitere  Bedingung  hinzukommt,  dass  durch  die 
Gruppe  P  irgend  zwei  gegebene  Wurzeln  in  zwei  andere  gleich- 
falls beliebig  gegebene  Wurzeln  übergehen,  oder,  was  damit 
gleichbedeutend  ist,  wenn  P  zweifach  transitiv  ist. 

Denn  wenn  P  aus  lauter  linearen  Substitutionen  besteht,  so 
reducirt  sich  P  durch  Adjunction  zweier  beliebiger  Wurzeln 
^'1  =(li,t^i),  .^^a  =  (l2i '^2)  ^^f  61^6  Gruppe  P^,  die  nicht  nur  x^^  X2, 
sondern  auch  die  dritte  Wurzel  x^,  =  (Ig,  7^3)  des  durch  ^1,^2 
bestimmten  Tripels  ungeändert  lässt,  und  folglich  gehört  x-^  dem 
neuen  Kationalitätsbereiche  an,  und  mithin  ist  x-^  rational  durch 
Xi,  X2  ausdrückbar  in  der  Form 
(8)  x,=:@  (x,,  x^). 

Wenn  nun  die  Gruppe  P  zweifach  transitiv  ist,  so  giebt  es  eine 
Permutation  in  P,  durch  die  Xi^  x^  in  zwei  beliebige  andere 
Wurzeln  ?/i,  y^  übergehen,  und  durch  die  folglich  auch  x-^  in  die 
dritte  Wurzel  des  Tripels  2/1,  2/21  y?>  übergeht,  und  diese  Permu- 
tation ist  auf  (8)  anwendbar.     Also  ist  auch 

2/3  =  0  (2/1.  2/2). 

Wir  sprechen  dies  als  Satz  aus: 

3.  Jede  Gleichung  9*®''  Grades,  deren  Gruppe  linear 
und  zweifach  transitiv  ist,  ist  eine  Tripel- 
gleichung. 

Durch  die  Permutationen  einer  zweifach  transitiven  linearen 
Gruppe  kann  jedes  Tripel  in  jedes  andere,  und  zwar  in  beliebiger 
Anordnung,  übergeführt  werden. 

Die  Voraussetzung  der  zweifachen  Transitivität  kann  auch 
so  ausgedrückt  werden,  dass  alle  die  Permutationen  aus  P,  die 
eine  Wurzel  ungeändert  lassen,  die  übrigen  noch  transitiv  mit 
einander  verbinden.  Bezeichnen  wir  mit  Pq  die  in  P  enthaltene 
Gruppe,  durch  deren  Permutationen  eine  der  Wurzeln  x^  unge- 
ändert bleibt,  so  muss  Po  in  Bezug  auf  die  anderen  Wurzeln 
noch  transitiv  sein.    Ist  aber  die  Gruppe  P  nur  einfach  transitiv, 
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SO  ist  Po  nicht  mehr  transitiv,  d.  h.  nach  Adjunction  von  Xq 
zerfällt  die  Gleichung  für  die  übrigen  acht  Wurzeln  in  mehrere 
Factoren.  Wenn  die  Gruppe  P  überhaupt  transitiv  ist,  so  kann 
hierbei  Xq  jede  beliebige  der  Wurzeln  sein;  denn  wenn  71  eine 
Permutation  von  P  ist,  durch  die  x^)  in  ^^  übergeht,  so  bleibt 
durch  Pi  =  Ti-'^PaTt  die  Wurzel  Xi  ungeändert,  und  wenn  Pq 
für  acht  W^urzeln  intransitiv  ist,  so  muss  auch  Pj  für  acht 
Wurzeln  intransitiv  sein,  da  sich  die  Permutationen  von  Pj  von 
denen  von  P^  nur  durch  die  Bezeichnung  der  Wurzeln  unter- 
scheiden (Bd.  I,  §.  154,  6.). 

Die  einfach  transitiven  unter  den  linearen  Gruppen  haben 
einen  specielleren  Charakter  als  die  Gruppe  der  Tripelglei- 
chungen. 

Wir  haben  im  §.  78  eine  Zerlegung  der  allgemeinen  linearen 
Congruenzgruppe  für  den  Modul  3  kennen  gelernt,  an  der  wir 
diese  Verhältnisse  übersehen  können. 

Die  Abel' sehe  Gruppe   Q^  die  aus  den  Substitutionen 

(9)  t'^^  +  c^.     v'  =  V  +  ß     (niodS) 

besteht,  ist  gewiss  nur  einfach  transitiv;  denn  wenn  eine  Wurzel 
durch  (9)  ungeändert  bleiben  soll,  so  muss  «  ^  0,  ß  ^  0  sein 
und  alle  Wurzeln  bleiben  ungeändert.  Jede  W^urzel  ist  rational 
durch  jede  andere  ausdrückbar. 

Suchen  wir  nun  in  der  Gruppe  P  die  Gruppe  Po  der  Sub- 
stitutionen auf,  durch  die  (0,0)  ungeändert  bleibt,  so  enthält  P^ 
nur  homogene  Substitutionen  und  ist  also  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  P  und  der  homogenen  Congruenz- 
gruppe S,  und  es  ist  P  =  Pq  Q. 

Bilden  wir  für  S  die  Compositionsreihe  (§.  78): 

S,    >Si,    S2,    ^3,    /S4, 

so  ist  /S4  =  (  '  j,  (  '  ^ j,  und  durch  ^4  gehen  die  Wur- 
zeln (1,1),  (2,2)  nur  in  einander  über.  Durch  S^  Q  kann  das 
Tripel  (0,0)  (1,1)  (2,2)  zwar  jede  Anordnung  seiner  Wurzeln 
erfahren.  Es  kann  aber  nur  noch  in  die  beiden  anderen  Tripel 
(1,0)  (2,1)  (0,2);  (0,1)  (1,2)  (2,0)  übergehen.  S^Q  ist  also  nur 
einfach  transitiv  und  ist  überdies  imprimitiv. 

Durch  die  Gruppe  S-^^  die  aus  S^  durch  Hinzunahme  der 
Substitution  , ■,    -,  ^ 

(  !;!) 
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entsteht,  kann  (1,1),  (2,2)  noch  in  (0,2),  (0,1),  aber  nicht  in 
(2,0),  (1,0)  oder  in  (1,2),  (2,1)  übergehen.  Also  ist  auch  die 
Gruppe  S'i  Q  noch  nicht  zweifach  transitiv,  wohl  aber  ist  sie 
primitiv.  Nehmen  wir  aber,  um  S2  zu  biklen,  noch  die  Sub- 
stitution 


(-";;) 


hinzu,  so  geht  (1,1),  (2,2)  in  (0,2),  (0,1)  und  in  (1,2),  (2,1)  und 
(2,0),  (1,0)  über.  Also  ist  die  Gruppe  S2  Q  zweifach  transitiv 
und  folglich  auch  S^  Q  und  S  Q.  Es  fangen  also  erst  bei  S2  Q 
die  Tripelgleichungen  an.  Die  Gleichungen  mit  engeren  Gruppen 
sind  noch  keine  eigentlichen  Tripelgleichungen. 

Wir  können  noch  andere  in  S  Q  enthaltene  lineare  Gruppen 
bilden,  z.  B.  wenn  wir  mit  S'  die  cyklische  Gruppe 


- = 0.:°)- Q-::)' Wr) 


bezeichnen,  die  Gruppe  27«*«^  Grades  S' Q  =  QS'.  Durch  die 
Gruppe  S'  geht  (1,1)  (2,2)  in  (1,1)  (2,2),  (1,2)  (2,1),  (1,0)  (2,0) 
über,  während  (0,1)  (0,2)  nicht  daraus  entsteht.  Also  ist  auch 
dies  nicht  die  Gruppe  einer  Tripelgleichung. 

Hier  wäre  noch  ein  Feld  weitergehender  Untersuchungen 
über  diese  speciellen  metacyklischen  Gleichungen  9*^^  Grades 
und  die  Darstellung  ihrer  Wurzeln  nach  den  Principien  von 
Kronecker  (Bd.  I,  achtzehnter  Abschnitt). 

§•  94. 

Realitätsverhältnisse  der  Tripelgleichungen. 

Wenn  der  Rationalitätsbereich  reell  ist,  so  können  wir  über 
die  Realität  der  Wurzeln  einer  Tripelgleichung  9*^^  Grades  einige 
allgemeine  Schlüsse  machen.  Wenn  in  diesem  Falle  nämlich  in 
einem  Tripel  zwei  reelle  Wurzeln  vorkommen,  so  muss,  wie  aus 
der  Gleichung  x^^=  0  (^1,  ^9)  folgt,  auch  die  dritte  Wurzel  reell 
sein.  Wenn  also  überhaupt  eine  imaginäre  Wurzel  vorhanden 
ist,  so  muss  in  jedem  der  vier  Tripel,  dem  diese  Wurzel  an- 
gehört, mindestens  noch  eine  zweite  imaginäre  Wurzel  vor- 
kommen, und  folglich  ist  die  Anzahl  der  imaginären  Wurzeln 
mindestens  gleich  5,  oder,  da  die  Zahl  der  imaginären  Wurzeln 
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gerade  sein  muss,  gleich  6.  Zwei  reelle  oder  zwei  conjugirt 
imaginäre  Wurzeln  x^^  x.y  gehören  immer  einem  Tripel  an,  dessen 
dritte  Wurzel  reell  ist;  dies  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

Wir  wollen  demnach  ein  Tripel,  was  zwei  reelle  oder  zwei 
conjugirt  imaginäre  Wurzeln  enthält,  ein  reelles  Tripel  nennen. 
Wenn  in  einem  Tripel  irgend  imaginäre  Wurzeln  vorkommen,  so 
bilden  auch  die  conjugirt  imaginären  Wurzeln  ein  Tiipel,  und 
zwei  solche  Tripel  sollen   conjugirt  imaginäre  Tripel  heissen. 

Es  giebt  dann  drei  Möglichkeiten: 

1.  Lauter  reelle  Wurzeln. 

2.  Eine   reelle   und   acht  imaginäre   Wurzeln. 

In  diesem  Falle  müssen  die  vier  Paare  conjugirt  imaginärer 
Wurzeln  vier  Tripel  bestimmen,  die  alle  dieselbe  reelle  Wurzel 
als  dritte  enthalten.  Bezeichnen  wir  diese  reelle  Wurzel  mit 
(0,0),  so  müssen 

(1,2)  (2,1),    (1,1)  (2,2).    (1,0)  (2,0),    (0,1)  (0,2) 
die  vier  Paare  conjugirter  Wurzeln  sein. 

3.  Drei  reelle  und  sechs  imaginäre  Wurzeln. 

Die   drei   reellen    Wurzeln    müssen   hier   ein   Tripel   bilden. 
Nehmen  wir  für  die  reellen  Wurzeln 
(1)  (0,0)   (1,1)   (2,2), 

so  können  in  den  beiden  Reihen 
...  (1.2)  (0,2)  (1,0) 

^'  (2,1)  (2,0)  (0,1) 

conjugirt  imaginäre  Wurzeln  nicht  in  derselben  Reihe  vor- 
kommen, weil  sonst  die  dritte  Wurzel  der  betreffenden  Reihe 
reell  wäre. 

Es  ist  zu  zeigen,  dass  die  durch  die  conjugirten  Paare  be- 
stimmten drei  reellen  Tripel  zusammen  alle  drei  reellen  Punkte 
enthalten  müssen. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  unter  den  drei  Tripeln 

(0,0)  (1,2)  (2,1),    (0,0)  (2,0)  (1,0),    (0,0)  (0,1)  (0,2) 

kommen  zwei  reelle  vor,  so  muss  auch  das  dritte  reell  sein, 
d.  h.  es  müssen 

(1,2)  (2,1),    (2,0)  (1,0),    (0,1)  (0,2) 
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conjugirte  Paare  sein.  Dann  aber  bilden  die  drei  Wurzeln 
(1,1)  (2,0)  (0,2)  ein  Tripel,  deren  conjugirte  (1,1)  (1,0)  (0,1) 
kein  Tripel  bilden,  was  unmöglich  ist.  Jede  der  drei  reellen 
Wurzeln  (0,0),  (1,1),  (2,2)  kommt  also  ausser  in  (1)  noch  in 
einem  und  nur  in  einem  reellen  Tripel  vor,  dessen  beide  anderen 
Wurzeln  conjugirt  imaginär  sind,  und  der  dritte  Fall  führt  also 
zu  der  Anordnung  der  reellen  und  imaginären  Wurzeln,  die 
wir  bei  den  Wendepunkten  der  Curve  dritter  Ordnung  kennen 
gelernt  haben. 

Dass  aber  auch  die  Fälle  1.  und  2.  vorkommen  können, 
lehrt  folgende  Betrachtung:  Aus  einer  allgemeinen  Gleichung 
9*^^  Grades  erhält  man  eine  Tripel gleichung  durch  Adjunction 
einer  zu  der  linearen  Gruppe  S  Q  gehörigen  Function.  Eine 
solche  Function  ist  z.  B.: 

V  =  (0,0)  (1,1)  (2,2)  +  (0,0)  (1,2)  (2,1)  +  (0,0)  (1,0)  (2,0) 
+  (0, 0)  (0, 1)  (0, 2)  +  (1, 1)  (1, 2)  (1, 0)  +  (1,1)  (2, 1)  (0, 1) 
+  (1,1)  (0,2)  (2,0)  +  (1,2)  (0,1)  (2,0)  +  (2,2)  (2,1)  (2,0) 
+  (2, 2)  (1, 2)  (0, 2)  +  (2, 2)  (0, 1)  (1, 0)  +  (2, 1)  (0, 2)  (1, 0), 

und  diese  Function  ist  reell  in  den  Fällen  1.,  2.,  3.  Also  ist 
auch  der  erweiterte  Rationalitätsbereich,  in  dem  unsere  Gleichung 
eine  Tripelgleichung  ist,  reell. 


Zwölfter  Abschnitt. 
Die  Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung. 


§.  95. 

Anzahl   der  Doppeltangenten    einer  Curve 
vierter   Ordnung. 

Ein  geometrisches  Problem,  das  wegen  seiner  mannigfachen 
Beziehungen  zu  anderen  Gebieten  von  besonderer  Bedeutung  ist, 
was  zugleich  in  ähnlicher  Weise,  wie  das  Problem  der  Wende- 
punkte der  Curven  dritter  Ordnung,  merkwürdige  algebraische 
Verhältnisse  bietet,  ist  das  der  Doppeltangenten  der  Curven 
vierter  Ordnung. 

Unter  einer  Doppeltangente  einer  Curve  versteht  man, 
wie  schon  im  §.  86  bemerkt  ist,  eine  gerade  Linie,  die  die  Curve 
in  zwei  verschiedenen  Punkten  berührt.  Bei  Curven  von  niedri- 
gerer als  der  vierten  Ordnung  können  Doppeltangenten  nicht 
auftreten. 

Bei  den  Curven  vierter  Ordnung  hat  eine  Doppeltangente 
ausser  den  Berührungspunkten  keinen  Punkt  mit  der  Curve 
gemein.  In  besonderen  Fällen  können  die  beiden  Berührungs- 
punkte auch  zusammenfallen.  Dann  haben  wir  Linien  mit  vier- 
punktiger  Berührung. 

Die  Bestimmung  der  Doppeltangenten  wird  als  algebraisches 
Problem  von  einer  gewissen  algebraischen  Gleichung  abhängen, 
deren  Grad  gleich  der  Anzahl  der  Doppeltangenten  ist,  und  die 
erste  Frage  ist  die  nach  dem  Grade  dieser  Gleichung,  also  nach 
der  Anzahl  der  Doppeltangenten.  Wir  beschränken  uns  hier  auf 
die  Betrachtung  von  Curven  vierter  Ordnung,  obwohl  der  Weg, 
den   wir   gehen,   auch   auf  Curven    höherer  Ordnung   anwendbar 


352  Zwölfter  Abschnitt.  §.  95. 

ist.  Wir  setzen  auch  voraus,  dass  die  Curve  vierter  Ordnung 
frei  von  singulären  Punkten  sei  i). 

Es  möge  jetzt  fix^.x^^x^)  oder  kürzer  f  {x)  eine  ternäre 
Form  4*^^  Grades  sein,  die,  gleich  Null  gesetzt,  eine  Curve  vierter 
Ordnung  ohne  singulären  Punkt  darstellt,  die  wir  die  Curve  / 
nennen. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung 

(1)  /(^l,   ^^2,   ^P.)   =   0 

an  Stelle  der  Variablen  x^^  ^2i  ^-^  Ausdrücke  von  der  Form 

X^-\-ty^,       ^2+^2/2,       ^3+^2/3, 

so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  4**^^^  Grades  in  Bezug  auf  t\ 

(2)  f(^^J^ty)  =  0, 

deren  Wurzeln,  wenn  (x)  und  (?/)  zwei  feste  Punkte  sind,  in 
X  -[-  ty  eingesetzt,  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  {x)^  (i/),  die  wir  als  die  Linie  {x^  y) 
bezeichnen  wollen,  mit  der  Curve  /  geben. 

Es  werde  nun  die  Function  f  {x  +  ty)  nach  Potenzen  von  t 
geordnet.     Dies  giebt  (nach  Bd.  I,  §.  60): 

(3)  f{x+yt)  = 

Po{x,y)  +  UP,(x,y)  +  6PP,(x,y)  +  U^'P,(x,y)  +  t^P,{x,y\ 
worin   die   Py{x^y)   die  Polaren   von  f  {x)  sind,   also   homogene 


^)  Jacobi,  „Ueber  die  Anzahl  der  Doppeltangenten  ebener  alge- 
braischer Curven",  Crelle's  Journal,  Bd.  40  (1850).  Clebsch,  „Bemerkung 
zu  Jacobi's  Beweis  für  die  Anzahl  der  Doppeltangenten",  ebend.,  Bd.  63 
(1864).  Aus  der  ziemlich  umfassenden  Literatur  über  die  Theorie  der 
Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  sind  die  folgenden  Schriften 
hervorzuheben.  Zunächst  mehrere  Arbeiten  von  Hesse  in  Crelle's 
Journal,  Bd.  41,  49,  52.  Ferner  Steiner,  Eigenschaften  der  Curven  vierter 
Ordnung  rücksichtlich  ihrer  Doppeltangenten,  Crelle's  Journal,  Bd.  49. 
Aronhold,  Monatsber.  d.  Berl.  Akademie  1864.  Geiser,  „Ueber  die  Doppel- 
tangenten einer  ebenen  Curve  4teu  Grades",  Math.  Annalen,  Bd.  1  (1868). 
Cayley,  Crelle's  Journal,  Bd.  68  (1868).  Auch  das  oben  citirte  Werk  von 
Salmon  ist  hier  hervorzuheben.  In  neuerer  Zeit  wurde  die  Theorie  der 
Doppeltangenten  im  Zusammenhange  mit  der  Theorie  der  Abel'schen 
Functionen  weiter  ausgebildet.  Riemann,  Gesammelte  mathematische 
Werke  (2.  Aufl.,  1892)  XXXI,  aus  dem  Nachlass.  Weber,  Theorie  der 
Abel'schen  Functionen  vom  Geschlecht  3,  Berlin  1876.  Frobenius, 
Crelle's  Journal,  Bd.  99  u.  103.  Die  algebraische  Seite  der  Frage  ist  in 
zwei  Abhandlungen:  Nöther,  Math.  Annalen,  Bd.  15  und  Weber,  ebend., 
Bd.  23  behandelt. 
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Functionen  v*-"'  Ordnung  in  Bezug  auf  y,  und  (4 — f)'"  Ordnung 
in  Bezug  auf  x.    Es  ist  nämlich 

■Po(»,2/)=      /W 

-Pi  (a^,  2/)  =  ii  «/>■/' («0 

(4)  PA^,y)=^'^Viykf"(!>;iX^) 

PA^,y)=    f{y)- 

Wenn  x  auf  der  Curve  /  liegt,  so  wird  P^  =  0,  und  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (2)  verschwindet.  Nehmen  wir  ausser- 
dem noch  (y)  auf  der  Tangente  im  Punkte  (x)  an,  so  ist  auch 
Pj  (x^  ^)  =  0,  und  es  verschwinden  zwei  Wurzeln  von  (2).  Die 
beiden  übrigen  werden  nach  (3)  durch  die  quadratische  Gleichung 

(5)  6P,  +  4.tP,  +  f2P,  =  0 

bestimmt.  Wenn  diese  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  so 
wird  die  Linie  (x,  y)  noch  einen  zweiten  Berührungspunkt  mit 
der  Curve  /  haben,  d.  h.  sie  wird  Doppeltangente  sein.  Die  Be- 
dingung hierfür  ist  aber  die,  dass  die  Discriminante  der  Glei- 
chung (5)  verschwindet,  oder  dass 

(6)  R{x,y)  =  2PI-ZP,P, 

gleich  Null  sei.  Hierin  ist  P  {x^  y)  eine  in  Bezug  auf  jedes  der 
beiden  Systeme  {x)  und  {y)  homogene  Function,  und  zwar  für 
die  x  vom  2*^^,  für  die  y  vom  6*®^  Grade.  Es  ist  aber  noch  zu 
bemerken,  dass  die  Gleichung  P  =  0  auch  dann  erfüllt  ist, 
wenn  (x)  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve  ist,  und  {y)  mit  {x) 
zusammenfällt,  weil  dann 

Pc,{x,x)  =  F,(x,x)  =  P,(x,x)  =f{x)  =  0 

wird.  Sonst  aber  wird  P  nur  dann  verschwinden,  wenn  die  Linie 
(rc,  y)  eine  Doppeltangente  ist.    Wir  stellen  also  den  Satz  auf: 

1.  Die  Gleichung  R(x,y)  =  0  ist,  wenn  (x)  ein  Punkt 
der  Curve  /  und  (y)  ein  von  (x)  verschiedener 
Punkt  der  Tangente  in  (x)  ist,  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  (x)  ein 
Berührungspunkt  einer  Doppeltangente  sei. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  aus  dieser  Bedingung  eine  andere 
herzuleiten,   die    nur   die   x   allein    enthält,   und   die   für   keine 

Weber,  Algebra.    IL  go 
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anderen  Punkte  als  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten 
befriedigt  ist. 

Die  Variablen  y  genügen  der  Tangentengleicliung 

(7)  2/1  /'  (a;i)  +  y,  f  {X,)  +  2/3  /'  {x^)  =  0. 

Bezeichnen  wir  mit  &i,  &21  ^w  irgend  drei  willkürliche  Coh- 
stanten,  und  setzen 

(8)  ha:  =   &i  ^1    +   \  X2   -\-hXi, 

SO  dass  6^  =r  0  die  Gleichung  einer  willkürlichen  geraden  Linie 
ist,  so  können  wir  zu  (7)  noch  die  Gleichung 

(9)  hy,  +  hy^  +  hy^  =  0 

hinzunehmen,  also  {y)  als  den  Schnittpunkt  der  Tangente  in  {x) 
mit  der  beliebigen  geraden  Linie  h^  auffassen.    Dann  erhalten  wir 

(10)  y2  =  hf'(x,)-b,f'(x,), 

und  hierdurch  ist  die  Bedingung  (7)  identisch  befriedigt.  Durch 
diese  Substitution  geht  li  {x,  y)  in  eine  homogene  Function 
2osten  Grades  der  x  und  6*^^  Grades  der  h  über,  die  wir  mit 
D  (x^b)  bezeichnen  wollen.  Diese  Function  D  {x,b)  verschwindet 
aber  ausser  in  den  Berührungspunkten  der  Doppeltangenten  noch 
in  den  vier  Schnittpunkten  der  Geraden  ba:  mit  der  Curve  /. 
Diese  Bedingung  muss  nun  noch  so  umgeformt  werden,  dass  sie 
von  den  b  unabhängig  wird. 

Gehen  wir  von  dem  Punkte  (y)  zu  einem  beliebigen  anderen 
Punkte  der  Tangente  über,  so  können  wir  dies  dadurch  er- 
reichen, dass  wir  y  durch  ^x  -\-  ly  ersetzen,  worin  /l,  ^  zwei 
willkürliche   Parameter   bedeuten.     Dadurch   geht  f  (x -\- t  y)  in 

/  [(1  +  ^0  ^  +  ^<2/]  =  (1  +  f^OV  («  +  i-^  «/) 

über,  und  die  Entwickelung  (3)  ergiebt,  wenn  wir  :> 

Po  {x,  y\   Pi  {x,  y),   Pi  {x,iix-\-  Xy) 
gleich  Null  setzen: 

6P{l+^t)n'^F,(x,y)  +  AtHl+^t)?.^P,(x,y)  +  tn^P,(x,y) 
.  =6PP,(x,^x  +  Xtj)  +  4.t'^P.,^(x,^x  +  Xy)  +  t^P,{x,^,x-^?.yy 
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also,  wenn  wir  beiderseits  nach  Potenzen  von  t  ordnen: 

P,(x,iix  +  Xy)  =  Sk-^iiP,{x,y)  +  X^P,(x,y) 
P,(x,^x  +  Xy)  =  6k-^^^^P,{x,y)  +  4.X-^iiP,(x,y)  +  l^P,(x,y), 
und  hieraus  erhält  man  nach  (6) 

(11)  B  (X,  ^x  +  ly)  =  X^R  (x,  y). 

Diese  Formel  gilt  aber  nicht  identisch,  sondern  nur  unter 
der  Voraussetzung,  dass  {x)  ein  Punkt  der  Curve  sei,  also  dass 
/(a;)  =  0  ist. 

Der  Punkt- Ca ä;  -f-  ly)  kann  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der 
Tangente  in  {x)  sein,  und  daher  können  wir,  wenn  ai,  a^^  a?, 
drei  willkürliche  Grössen  sind,  über  ft,  A  so  verfügen,  dass 

(12)  {ix^  +  A?/2  ■=  aj'{x^)  —  aj\x,) 
^Xi  +  X'y.,  =  a^f'(x.2)  —  a.2f(x^) 

wird.     Dann  ist  {^ix  -\-  Xy)  der  Schnittpunkt   der  Tangente   mit 
der  Geraden  a^  =  0,  wenn 

(13)  a^c  =  f«i  Xi  -\-  Cto  X2  +  %  ^3 

gesetzt  ist.     Dadurch  geht  B(x,^x-[-X  y)  in  D  (x,  a)  über. 

Um  nun  A  und  ^  zu  bestimmen,  multipliciren  wir  die  Glei- 
chungen (10)  und  (12)  mit  aj,  a.2,  a^,  sodann  (12)  mit  &i,  &2  5  h 
und  addiren  jedesmal.  Dadurch  erhalten  wir  mit  Rücksicht 
auf  &y  =  0: 

ay  =  —  ^hx  =  ^  ±a-^  hfi^i) 

und  daraus 

A  &ar   =    Cix- 

Hiernach  lässt  sich  die  Gleichung  (11)  so  darstellen:  .-  ■  -  . 
.^^.  D  jx,  a)        D  {X,  h)  .     .     - 

und  zeigt  in   dieser  Form,   dass   der  Quotient  D  (^,  a)  :  a^   von 

den  willkürlichen  Grössen  a  unabhängig  ist.    Die  Gleichung  (14) 

ist  aber  keine  Identität,  sondern  sie  ist  nur  befriedigt,  so  lange 

f  (x)  =  0  ist.     Wir  können  aber  eine  Identität  daraus  herleiten, 

wenn  wir  annehmen,  dass  f(x)  irreducibel  sei  (oder  wenigstens 

keinen  mehrfach  zählenden  Factor  enthält).     Es  ist  nämlich  die 

Form  26'*^^  Grades 

6«  D  {x,  a)  -  alB  {x,  h) 

23* 
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gleich  Null  für  alle  der  Gleichung  f  (x)  =  0  genügenden  Werthe 
von  (^),  und  folglich  muss  sie  durch  f  (x)  theilbar  sein.  Wir 
können  also,  wenn  wir  mit  O  (x^  a,  b)  eine  Form  22 ^^'^^  Grades 
bezeichnen,  setzen: 

(15)  K  JD  {x,  a)  —  a%D  {x,  h)  =  f  {x)  Q  {x,  a,  h). 

Denken  wir  uns  in  (15)  für  einen  Augenblick  ein  neues 
Coordinatensystem  eingeführt,  in  dem  die  Linien  a^;,  h^  zwei  Axen 
sind,  von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sie  sich  nicht  auf  der 
Curve  /  schneiden ,  so  folgt  aus  der  Vergleichung  der  rechten 
und  linken  Seite  der  identischen  Gleichung  (15),  dass  in  O 
kein  Glied  vorkommen  kann,  was  nicht  entweder  mit  a%  oder 
mit  hl  multiplicirt  ist,  und  folglich  hat  0{x)  die  Form 

Q  {x,  a  ,b)  ==  al  O^  (x)  —  hl  O^  (x), 

worin  C^j,  ^2  Formen  16*^^  Ordnung  sind.  Demnach  erhält  die 
identische  Gleichung  (15)  die  Form 

hl  [B{x,a)  +/(^)  0,{x)-]  =  al  [D{x,h)  -\-f{x)  ^,(x)l 

und  sie  zeigt,  dass  D  (x,  a)  -\-f(x)  ^i{x)  durch  al  theilbar  ist. 
Es  existirt  also  eine  Form  14*^"  Grades  %  (^,  ^h  h)^  so  dass 

(16)  ^|liÖ  =  ,(,,«,5)_y(,)^«ll). 

Ux  Ux 

Setzen  wir  hierin  für  die  a  und  h  irgend  specielle,  z.  B. 
rationale  Werthe  c,  d^  und  bezeichnen  %  (^5  c^  ^)i  was  dann  nur 
noch  von  x  und  von  den  Coefficienten  der  Form  /  (x)  abhängig 
ist,  mit  %(x),  so  folgt: 

—76-—  =  X  W  — /  W      \;     S 

und  wenn  wir  dies  von  (16)  subtrahiren  und  die  Relation  (15) 
für  h  =  c  benutzen : 

(17)  .     x{x,a,h)-i{x)=f{x)^{x\ 

worin  "^  {x)  eine  Function  ist,  die  jedenfalls  keinen  anderen 
Nenner  enthalten  kann,  als  ein  Product  von  Potenzen  von  ax 
und  Cx.  Da  aber  f{x)  nicht  durch  ax  und  Cx  theilbar  ist,  so  muss 
W (x)  eine  ganze  Function  sein,  und  (16)  ergiebt,  wenn  wir  mit 
®  {x)  eine  neue  Form  von  x  (vom  Grade  16)  bezeichnen: 

,,^,  I){x,a)-f(x)®{x)  ,, 
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Diese  Gleichung  zeigt  aber,  dass  die  Gurve  14*^^  Grades: 
(19)  l  (x)  =  0, 

die  von  den  a  gänzlich  unabhängig  ist,  durch  die  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten,  aber  durch  keinen  anderen  Punkt 
der  Curve  /  (x)  hindurchgeht. 

Die  Function  %  (^)  ist  rational  von  den  Coefficienten  der 
Gleichung  /  (;3;)  abhängig.  Es  giebt  unendlich  viele  verschiedene 
solcher  Curven,  unter  denen  sich  auch  Covarianten  von  f  (x) 
finden.  Man  kann  sie,  wie  Hesse  nachgewiesen  hat,  in  einfacher 
Weise  durch  Determinanten  ausdrücken. 

Hier  ziehen  wir  daraus  den  Schluss: 

2.    Eine  Curve  vierter  Ordnung  ohne   singiilären 
Punkt  hat  28  Doppeltangenten. 

Einem  Bedenken  gegen  diesen  Schluss  ist  aber  noch  zu 
begegnen.  Es  wäre  denkbar,  dass  die  Curve  x  die  Curve  /  be- 
rührt, oder  dass  die  Curve/  durch  singulare  Punkte  der  Curve  % 
hindurchgeht.  Dann  würde  sich  die  Anzahl  der  Schnittpunkte 
und  möglicherweise  auch  die  Anzahl  der  Doppeltangenten  ver- 
mindern, so  dass  unsere  Schlussweise  eigentlich  nur  lehrt,  dass 
eine  Curve  vierter  Ordnung  nicht  mehr  als  28  Doppeltangenten 
haben  kann.  Dies  Bedenken  wird  sich  aber  durch  die  folgenden 
Betrachtungen  von  selbst  dadurch  erledigen,  dass  wir  Formen  der 
Curvengleichung  kennen  lernen  werden,  bei  denen  die  Existenz 
von  28  verschiedenen  Doppeltangenten  ersichtlich  ist. 


§•  96. 
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Wenn  ^^  =  0  die  Gleichung  irgend  einer  Doppeltangente 
der  Curve  vierter  Ordnung  /  =  0  ist,  die  wir  kurz  die  Doppel- 
tangente x^  nennen,  so  muss,  wenn  man  a^i  =  0  setzt,  /  in  ein 
Quadrat  übergehen.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  /  von  der  Form 
sein  muss: 

(1)  f=x,V-u^ 

worin  V  eine  cubische,  u  eine  quadratische  Form  ist.  Der 
Function  /  kann  aber  auf  dreifach  unendlich  viele  Arten  die 
Gestalt   (1)    gegeben   werden.     Denn   bedeutet  p    eine   beliebige 
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lineare  Function,  die  drei  willkürliche  Constanten  enthält,  so 
folgt  aus  (1): 

was  wieder  von  der  Form  (1)  ist. 

Ist  nun  ^1  =  0  die  Gleichung  einer  zweiten  von  x^  ver- 
schiedenen Doppeltangente,  so  können  wir  die  Constanten  in  jj 
(und  zwar  noch  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten)  so 
wählen,  dass  der  Kegelschnitt  u  -^  ^  x^  ==0  durch  die  beiden 
Berührungspunkte  von  ^/i  geht,  und  wir  können  daher  annehmen, 
dass  schon  in  der  Form  (1)  die  Function  u  so  gewählt  sei.  Dann 
muss  in  denselben  Punkten  auch  die  cubische  Form  Y  ver- 
schwinden. 

Aber  noch  mehr:  Da  die  Linie  ^/i  =  0  Doppeltangente 
sein  soll,  so  muss,  wenn  wir  ^j,  2/1  ^^^^  irgend  eine  dritte  davon 
unabhängige  lineare  Function  s  als  Variable  einführen,  in  den 
Berührungspunkten 

/'(a;,)  =  0,     /'(^)  =  0 

sein,  und  daraus  folgt  nach  (1): 

F'(:rO  =  0,     .7'(.)  =  0,   ,     . 

d.  h.  die  Curve  dritter  Ordnung  F=  0  wird  von  der  Linie  2/1  =  0 
in  den  Berührungspunkten  mit  /  berührt,  und  dies  ist  nur  mög- 
lich, wenn  V  zerfällt  und  die  Function  y^  als  Theiler  enthält. 
Hiernach  erhalten  wir  eine  neue  Gestalt  der  Function  /: 

(2)  /  =  ^1 2/1  ^  —  "^^ 

worin  u^  v  Functionen  zweiten  Grades  sind. 

Sind  Xi,  2/1  irgend  beliebige  lineare,  u,  v  quadratische 
Formen  von  drei  Variablen,  so  stellt  die  durch  (2)  bestimmte 
Function/,  gleich  Null  gesetzt,  eine  Curve  vierter  Ordnung  dar, 
von  der  x^  und  yi  zwei  Doppeltangenten  sind. 

Sind  umgekehrt  x^  und  2/1  zwei  beliebige  Doppeltangenten 
einer  Curve  vierter  Ordnung  /  =  0,  so  kann  /  auf  die  Form  (2) 
gebracht  werden. 

Denken  wir  uns  die  Coefficienten  von  Xi  und  yi  als  variabel, 
und  lassen  diese  Grössen  so  variiren,  dass  x^  und  2/1  sich  auf 
der  Curve  /  schneiden,  so  wird  ein  Doppelpunkt  eintreten. 

Die  Doppeltangenten  arten  aus  in  zwei  von  dem  Doppel- 
punkte auslaufende  Tangenten. 
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Fallen  die  Doppeltangenten  in  eine  Linie  zusammen,  so 
treten  zwei  Doppelpunkte  auf. 

-  •  Dagegen  können  sehr  wohl,  ohne  dass  singulare  Punkte  ent- 
stehen, die  beiden  Berührungspunkte  einer  Doppeltangente  zu- 
sammenfallen, und  so  die  Doppeltangente  in  eine  vierpunktig 
berührende  Tangente  übergehen.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  Linie  Xj 
den  Kegelschnitt  u  berührt. 

Auch  die  Form  (2)  ist  noch  mit  Beibehaltung  von  Xi,  y^  auf 
unendlich  viele  Arten  herzustellen. 

Nehmen  wir,  um  dies  einzusehen,  an,  es  sei 

f  =  x^tj^v  —  u'-  =  x^  y/i  yi  —  ul 
so  folgt  die  identische  Gleichung: 

(3)  x^  D,  {v  -  v^)  =  {u  —  u,)  (u  +  «0- 

Wenn  nun  u  —  tii  durch  Xi,  ii-\-Ui  durch  i/i  theilbar  wäre, 
so  würde  im  Schnittpunkte  von  Xi  und  y^  auch  u  und  folglich  / 
verschwinden.  Dieser  Schnittpunkt  würde  auf  der  Curve  /  liegen, 
was,  so  lange  die  Curve  keinen  singulären  Punkt  hat,  nicht 
möglich  ist.  Es  muss  also  einer  der  beiden  Factoren  u  —  iti, 
u-{-Ui  in  (3)  durch  x^  y^  theilbar  sein.  Da  das  Vorzeichen  von 
Ui  noch  nicht  bestimmt  ist,  so  können  w4r  annehmen,  es  sei 
II  —  -jij  durch  x^  7/i  theilbar,  und  also  bis  auf  einen  constanten 
Factor  mit  x-^  yi  identisch.  Es  wird  dann,  wenn  X  ein  solcher 
Factor  ist, 

%  T=U  -\-  kXilJi, 
und  die  Function  /  erhält  die  Form: 

(4)  f=x,y,(v  +  2ku  +  l^x,y,)  —  (u  +  Xx,y,y. 

Umgekehrt  sind  für  jedes  beliebige  X  die  Formeln  (2)  und 

(4)  mit  einander  identisch. 

Wenn  wir  nun  X  so  bestimmen  können,  dass  die  quadratische 
Function  v  -\-  2  Xii  -\-  X^x^y^  in  zwei  lineare  Factoren  zerfällt, 
so  erhält ,  wenn  wir  u  -\-  X  Xiy^  =  u^  setzen ,  /  nach  (4)  die 
Gestalt 

(5)  /  =  x^  y^  x^  y.2  —  u^ 

und  diese  Form  zeigt,  dass  x^^  2/2  zwei  weitere  Doppel- 
tangenten sind,  und  dass  die  acht  Berührungspunkte  der 
Doppeltangenten  ^1,  2/1,  a^a,  2/2  ^^^f  einem  Kegelschnitte  u^  =  0 
liegen. 
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Nun  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  eine  ternäre  quadratische  Form  in  zwei  lineare  Factoren 
zerfalle,  die,  dass  die  Determinante  der  quadratischen  Form  ver- 
schwinde (Bd.  I,  §.  56). 

Drücken  wir  die  Formen  u,  v  durch  x^^  ^/i  ^^^^  irgend  eine 
dritte  Variable  y  aus,  und  bezeichnen  die  Coefficienten  in  v  und 
u  mit  a^-fe,  hih,  so  dass  2^23,  2^23  die  Coefficienten  von  x^  y^ 
werden,  so  erhalten  wir  die  Bedingung  für  das  Zerfallen  von 
V  -\-  2  ?. u  -\-  k^ Xi  y^^  in  der  Form: 


(6) 


«11  +  2  A&u,  0^12  +  2  A&12,  ai3-|-2A&i3 

a2i  +  2A&2i,  a22  +  2A&22,  a^^ -\- 2  l  b^^ -^  ^  X^ 

a31  +  2A&3i,    «32  +  2A&32  +  iA^    «33  +  2^^^33 


=  0, 


und  dies  ist  eine  Gleichung  5*^^  Grades  in  Bezug  auf  A,  die  uns 
also  fünf  Zerlegungen  giebt: 

^2  2/2,    ^3^3,    ^4  2/4,    ^5^5,    ^6  2/6« 

lieber  die  Coefficienten  in  /  lässt  sich,  wie  (6)  zeigt,  so  ver- 
fügen, dass  alle  die  so  bestimmten  Functionen  Xi  yi  von  einander 
verschieden  sind,  und  daraus  folgt,  wie  oben  gezeigt,  dass  sie 
verschieden  bleiben,  so  lange  die  Curve  /  keine  singulären  Punkte 
hat.    Es  gilt  also  der  folgende  Satz: 

1.  Zu  jedem  Paare  von  Doppeltangenten  x^yi  ge- 
hören fünf  weitere  Paare  Xiyi  von  der  Art,  dass 
die  acht  Berührungspunkte  von  ^i  i/i  Xiyi  auf 
einem  Kegelschnitte  liegen. 

Die  sechs  Paare  von  Doppeltangenten,  die  auf  diese  Weise 
bestimmt  sind: 


^iVu    Ä^2  2/2,    ^3  2/3,    ^4  2/4,    ^5  2/5,    ^6  2/« 


wollen  wir  einen  Steiner'schen  Complex  nennen  i). 

Betrachten   wir   die   Paare   x^  2/1,  ^»2  2/25  ^3  2/3   eines   solchen 
Complexes,  und  setzen 

/  =  ^1  2/1    ^2  2/2    —   <  =  ^1  2/1    %  2/3    —    ^2^ 


^)  Es  ist  dafür  bisher  gewöhnlich  der  Ausdruck  Steiner 's  che 
Gruppe  gebraucht.  Da  aber  das  Wort  „Gruppe"  in  der  Algebra  eine 
ganz  bestimmte  andere  Bedeutung  hat,  so  ziehen  wir  es  vor,  diesen  Aus- 
druck hier  zu  vermeiden. 
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SO  folgt  daraus  die  Identität 

^1  Vi  (^2  2/2   —  ^3  y-i)   =   («1   —  «^2)  («1  +  ^^2), 

und  daraus  wie  oben 

tii  —  U.2  =  h  Xi  ?/i 

%  H-  %  = ^ , 

worin  /t  eine  Constante  bedeutet,  also 

und  danach  wird 

(7)  4/  =  4  ^1 2/1  ^2  2/2  -  (/^  ^\  Vi  +  ^^^^~^^^^y. 

Dieser  Gleichungsform  können  wir  eine  elegantere  Gestalt 
geben,  wenn  wir 

Qurcn 

^1 1      ^2 )    ^3 

ersetzen.  Dann  bedeuten  die  neuen  Xi,  Xo,  x^^  gleich  Null  gesetzt, 
dieselben  Linien  wie  die  ursprünglichen,  da  sich  ja  beide  nur 
durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden,  und  es  ergiebt 
sich  aus  (7): 

(8)  —  4/  =  (^1  ?/i  +^22/2—  ^3  2/3)^  —  4  :ri  ?/i  Xo  2/2 

=  ^i'2/i'  +  ^2' 2/1  +  ^lyl 

—  2  ^2 2/2  ^3  2/3  —  2  ^1 2/1  ^22/2  —  2  a^i  2/1  ^^3  2/3, 

und  die  Gleichung  /  =  0  kann  auch  in  der  eleganten  irratio- 
nalen Form 


^1 2/1  +  ^22/2  —  ^3  2/3  =  —  2  V^i  2/1  ^2  2/2 
oder 

(9)  V^  +  V^  +  V^  =  0 

dargestellt  werden.  Aus  (9)  können  wir  wieder  rückwärts  die 
Form  (8)  herleiten.  Weil  aber  (9)  ganz  symmetrisch  ist,  so 
können  wir  die  drei  Paare  vertauschen  und  erhalten  z.  B.  auch 

4  a?2  2/2  ^3  2/3  =  (—  ^1 2/1  +  ^22/2  +  %  2/3)^ 
woraus   zu    ersehen   ist,    dass   auch    die   Berührungspunkte    von 
X2  2/2  ^3  2/3  ^^^  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  dass  in  dem  Com- 
plex,  den  man  aus  X2y2  erhält,   nicht  nur  das  Paar  x^ifi^   son- 
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dern  auch  das  Paar  x-^  y-^  und  folglich  alle  Paare  Xi  t/i  vor- 
kommen, dass  also  dieser  Complex  von  dem  aus  x^^  yi  abgeleiteten 
überhaupt  nicht  verschieden  ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

2.    Die   Paare   eines   Steiner'schen  Complexes   haben 
die  Eigenschaft,  dass  die  acht  Berührungspunkte 
von  irgend  zweien  dieser  Paare  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen,   und  dass  man   immer   denselben 
Complex  erhält,   von  welchem  der  sechs  Paare 
manausgehenmag. 
Hieraus    ergiebt    sich,     dass     drei    Doppeltangenten     eines 
Steiner'schen  Complexes,   wie  ^1,^/1,^21  ^^^  denen   zwei  ein 
Paar  des  Complexes   bilden,    ihre   sechs  Berührungspunkte    auf 
einem   Kegelschnitte   haben.     Dagegen   giebt  es   wieder   Systeme 
von  drei  Doppeltangenten  (Tripel),  deren  sechs  Berührungspunkte 
nicht  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

Nach  einer  von  Frobenius  eingeführten  Bezeichnung  bilden 
drei  Doppeltangenten,  wie  x^^  y^^  x^^  deren  Berührungspunkte  auf 
einem  Kegelschnitte  liegen,  ein  syzygetisches  Tripel.  Drei 
Doppeltangenten,  deren  sechs  Berührungspunkte  nicht  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  bilden  ein  azygetisches  Tripel.  Ent- 
sprechend wollen  wir  vier  Doppeltangenten,  deren  acht  Berüh- 
rungspunkte auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  ein  syzygetisches 
Quadrupel,  und  irgend  ein  System  von  Doppeltangenten,  von 
denen  je  drei  azygetisch  sind,  ein  azygetisches  System 
nennen. 

Hier  gilt  nun  der  folgende  wichtige  Satz: 
:     3.    Drei  Doppeltangenten,  die  in  einem  Steiner'schen 
Complexe  vorkommen,  so  dass  keine  zwei  von 
ihnen    ein   Paar   bilden,   wie  ^1,  x<^^  ^3,  sind  immer 
azygetisch.  . 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  einfach  aus  der 
Gleichungsform  (9).  Aus  ihr  ersieht  man  zunächst,  dass  die  drei 
Linien  x^,  a^g,  ;5?3  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden;  denn  ein 
solcher  Schnittpunkt  würde  auf  der  Curve  /  liegen  und  wäre 
daher  ein  singulärer  Punkt.  Wir  können  also  x^^  ^2  ^  ^3  ^^ 
Coordinaten  einführen  und  demnach 

y^  =  «1  ^1  -]-  c«2  ^2  H~  '^s  ^3 
-       ' ;  ^2  ==  /^i  ^1  +  ^1  ^2  +  h  % 

-    ■     ; .  •   '  ^3  =  ri  ^1  +  72  ^2  +  rs  ^3 
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setzen.  Hierin  kann  keine  der  drei  Constanten  «j,  /3.,  y^  ver- 
schwinden. Denn  wenn  z.  B.  «i  =  0  ist.  so  schneiden  sich  nach 
(9)  die  Linien  x.2,  x^,  y,  auf  der  Ciirve  /,  und  dieser  Schnittpunkt 
müsste  ein  singulärer  Punkt  sein. 

Nach  der  Gleichung  (9)  ergeben  sich  aber  die  Coordinaten 
der  Berührungspunkte  von  Xi,  x,,  x-,  aus  den  folgenden  drei 
Paaren  von  Gleichungen,  von  denen  jedes  Paar  zwei  Berührungs- 
punkte giebt: 

a:i  =  0,    x^  {ß,X2  +  ß,oc,)  —  X,  (y^x^  +  y-, x,)  =  0 

X,  =  0,    X,  (y-i  Xs  +  ri  ^i)  —  ^1  («3  ^^3  +  «1  ^1 )  =  0 

:  ^        x.^=  .0,    Xi  («liCi  +  a.,x.2)  —  a;.,  (ßiX^  +  ß2X.2)  =  0. 

Sollen  nun  diese  sechs  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte 
(p  z=  0  liegen,  so  muss  (p,  von  einem  constanten  Factor  h  ab- 
gesehen ,  für  Xi  =  0  in  den  linken  Theil  der  zweiten  Gleichung 
des  ersten  Paares  Xo  (ß.Xo  +  ß^x-i)  —  x-^  (y^x^  +  73^3)  über- 
gehen. Bezeichnen  wir  also  mit  tti,  a.2,  «3  die  Coefficienten  von 
x^i  x^y  rc|  in  (p,  so  muss 

a.y  =  Jh  ßo^    «3  =  —  ^'i  n 

(10)  «3  =  h  r^,    %  =  —  h  «1 

sein,  und  hierin  sind  /tj,  lu,  h  c^rei  Constanten. 
Aus  (10)  folgt  aber: 

h.^  =  —  /ig ,    7^3  =  —  7^1 ,     hl  =  —  7^2 , 

und  dies  wäre  nur  möglich,  wenn  7^^  =  Ih  =  Jh  =  0  wäre. 

Dies  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn  «j,  a2,  «3  verschwinden, 
wenn  also  der  Kegelschnitt  qp  durch  die  Schnittpunkte  der  drei 
Geraden  x^,  x^,  x_,  geht.  Er  soll  aber  durch  die  Berührungs- 
punkte dieser  drei  Doppeltangenten  gehen,  die  sicher  von  ihren 
drei  Schnittpunkten  verschieden  sind.  Also  ist  unsere  Annahme 
als  unmöglich  nachgewiesen  und  der  Satz  3.  bewiesen. 


§.  97. 
Complexpaare   und   ComplextripeL 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  geben  ein  vorzügliches 
Hiilfsmittel ,  um  die  mannigfachen  geometrischen  und  algebrai- 
schen Beziehungen  der  Doppeltangenten   zu  erforschen  und  dar- 
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zustellen.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  das,  was  für  die  Er- 
reichung unseres  Hauptzieles,  nämlich  der  Bestimmung  der 
Galois' sehen  Gruppe  des  Problems,  erforderlich  ist. 

Wir  gehen  von  einem  beliebig  herausgegriffenen  S t einer '- 
sehen  Complexe  aus: 

(1)  ^il/i,    ^2  2/2,    ^3  2/35    X^y^-,    ^5  2/5,    ^6  2/6- 

Die  Form  der  Gleichung  §.  96,  (5)  zeigt  dann,  dass  in  dem 
durch  das  Paar  x-^^x^  bestimmten  Complexe  das  Paar  i/ii/2,  und 
in  dem  durch  x-^  y^  bestimmten  Complexe  das  Paar  x^  y^  vor- 
kommen muss. 

Wir  betrachten  also  neben  (1)  die  zwei  weiteren  Complexe : 

(2)  x^x^,    2/1  2/2.    .  •  • 

(3)  X-^  2/21     ^22/15     •  •  • 

Jeder  der  beiden  Complexe  (2),  (3)  enthält  ausser  den  schon 
bekannten  noch  acht  weitere  Doppeltangenten,  und  diese  müssen 
alle  von  den  Xi^  yi  verschieden  sein,  weil,  wenn  z.  B.  x-^  in  (2) 
vorkäme,  x^  x^  %  syzygetisch  wäre,  was  dem  Satze  3.,  (§.  96) 
widerspricht.  Ebenso  können  die  beiden  Complexe  (2)  und  (3) 
ausser  iCi,  x^^  yi,  2/2  keine  gemeinsame  Doppeltangente  enthalten. 
Denn  wenn  etwa  ^  in  beiden  vorkäme,  so  wären  Xi  x^  z  nach 
(2)  syzygetisch,  nach  (3)  azygetisch,  was  ein  Widerspruch  ist. 
Daraus  folgt: 

4.    In    den    drei   Complexen    (1),  (2),  (3)    zusammen- 
genommen kommen  alle  28  Doppeltangenten  vor. 

Hieraus  folgt,  dass  jede  Doppeltangente,  die  mit  irgend 
einem  Paare  x^  1/1  ®i^  syzygetisches  Tripel  bildet,  in  dem  Com- 
plexe ^1  ^/i  vorkommen  muss,  dass  also  jedes  syzygetische  Tripel 
durch  eine  bestimmte  weitere  Doppeltangente  zu  einem  syzygeti- 
schen  Quadrupel  ergänzt  wird,  und  dass  folglich  ein  Kegelschnitt, 
der  durch  die  Berührungspunkte  von  drei  Doppeltangenten  hin- 
durchgeht, die  Curve  /  in  den  Berührungspunkten  einer  vierten 
Doppeltangente  schneidet. 

Zwei  Paare  eines  Complexes  bilden  immer  ein  syzygetisches 
Quadrupel,  und  wie  man  ein  solches  Quadrupel  auch  in  zwei 
Paare  theilen  mag,  beide  Paare  gehören  immer  demselben  Com- 
plexe an. 

Da  man  aus  28  Dingen  14.27  Paare  bilden  kann,  da  jedes 
Paar  von  Doppeltangenten  einen  Complex  bestimmt  und  in  jedem 
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Complexe  sechs  Paare  vorkommen,  so  ist  die  Gesammtzahl  der 
Complexe  14.27:6  =  63. 

5.    Es  giebt  63   Steiner 'sehe  Complexe. 

Wenn  wir  aus  den  Paaren  des  Complexes  (1)  statt  a^i^/i,  ^2^/2 
irgend  ein  anderes  Paar  von  Paaren  herausgreifen,  so  können 
wir  daraus  nach  dem  Schema  von  (2)  und  (3)  jedesmal  zwei 
neue  Complexe  bilden.  Da  es  15  solcher  Paare  von  Paaren  giebt, 
so  erhalten  wir  30  neue  Complexe  vom  Typus  (2),  (3),  die  alle 
in  gleicher  Weise  aus  dem  Complexe  (1)  abgeleitet  sind,  und  die 
alle  unter  einander  verschieden  sind. 

Nehmen  wir  nun  irgend  eine  von  den  in  (2)  und  (3)  neu 
hinzutretenden  Doppeltangenten  <^i,  so  erhalten  wir  zwei  neue 
Complexe,  wenn  wir  von  den  beiden  Paaren  x^^^^  y-^^i  ausgehen, 
und  da  wir  0-^  auf  16  verschiedene  Arten  wählen  können,  so  er- 
geben sich  so  32  neue  Complexe,  womit  die  Gesammtzahl  aller 
Complexe  erschöpft  ist.  Es  muss  aber  noch  die  Vertheilung  der 
Doppeltangenten  auf  die  Complexe  x^  ^j,  y^  s^  genauer  unter- 
sucht werden. 

Wir  können,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  da 
wir  nöthigenfalls  x^  mit  y^  vertauschen  können,  die  Annahme 
machen,  dass  2^  in  dem  Complexe  (2)  und  darin  in  dem  Paare 
^1  S2  vorkomme. 

Dann  erhalten  wir  die  beiden  Complexe: 

(4j  ^\  ^11     X2  ^2-)     •    .    . 

(^)  Vi^u  y-i^'i^  '  .  . 

Wir  betrachten  jetzt  die  drei  Complexe: 

(4)  a^i^i,  X2Z2,  .  .  . 

(2)  x^x^,  ^1  ^2,  .  .  • 

(4a)  0^1  ^2,  ^^2^1,  .  .  ., 

die  nach  dem  Satze  4.  alle  Doppeltangenten  enthalten  müssen, 
darunter  also  auch  x^,  y.^.  Diese  kommen  aber  nicht  in  (2)  vor, 
und  ebenso  können  nicht  beide  in  (4)  oder  beide  in  (4  a)  vor- 
kommen ,  da  sonst  x^ ,  x-^ ,  y^  azygetisch  sein  müssten ,  während 
sie  doch  [nach  f  1)]  syzygetisch  sind.  Da  wir  eventuell  x^^  und  y.^ 
in  der  Bezeichnung  vertauschen  dürfen,  so  können  wir  annehmen, 
dass  x^  in  (4)  vorkomme,  und  zwar  in  einem  Paare  x^^^. 

Dann  kann,  da  0^  Z2  ^3  azygetisch  sind,  ^3  nicht  in  dem 
Complexe  (2)  vorkommen  und  muss  folglich  in  (3)  enthalten  sein. 
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Nun  haben  wir  die  beiden  Complexe: 

(4)  X<i  ^2.     ^3  ^3,     ... 

(4  b)  ^2^3,     ^2%,     .    .    ., 

und  da  x^  x^,  2/2  2/3  ^i^  syzygetisches  Quadrupel  sind ,  so  enthält 
die  Gruppe  (4  b)  auch  das  Paar  y^  ^3,  und  folglich  sind  auch 
2/22/3  -2^2  «^3  ßiii  syzygetisches  Quadrupel.  Daraus  folgt  weiter,  dass 
2/2  02  ^lid  2/3  %  in  denselben  Complex  gehören.  Da  man  dieselbe 
Betrachtung  wie  für  x^y^^  auch  für  die  Paare  x^y^^  ^52/51  ^c  2/6 
durchführen  kann,  so  lassen  sich  hiernach  die  Complexe  (4),  (5) 
vollständig  bilden,  und  sie  erhalten  den  Ausdruck: 

(4)  r^i^i,    ^^2^2,    ^3^3,    ^4^4,    ^5^55    ^6^6      ,       . 

(5)  2/1  ^11  2/2^2,  2/3^3,  2/4^4,  2/5^5,  2/6  -^G- 

Hierin  bilden  ^^  ^2  ^in  Paar  des  Complexes  (2)  und  ^3,^4,^0,^61 
die  ein  azygetisches  System  bilden,  kommen  alle  in  dem  Com- 
plex (3)  vor,  in  dem  keine  zwei  gepaart  sind. 

Da  wir,  wie  vorhin  gezeigt,  nach  dem  Typus  (2),  (3),  (4),  (5) 
aus  dem  willkürlich  angenommenen  Complex  (1)  alle  über- 
haupt existirenden  Complexe  ableiten  können,  so  ergiebt  sich 
der  Satz: 

6.  Irgend  zwei  Complexe  haben  entweder  ein  syzy- 
getisches Quadrupel  oder  ein  azygetisches  System 
von  sechs  Doppeltangenten  gemein. 

Zwei  Complexe,  die  ein  syzygetisches  Quadrupel  gemein 
haben,  wollen  wir  ein  syzygetisches  Complexpaar  nennen. 
Zu  jedem  solchen  Paare  giebt  es  einen  dritten  Complex,  der 
dasselbe  Quadrupel  enthält.  Drei  solche  Complexe  nennen  wir 
ein  syzygetisches  Complextripel  [z.  B.  (1),  (2),  (3)]. 

Ebenso  nennen  wir  zwei  Complexe  der  zweiten  Art,  d.  h. 
solche,  die  sechs  azygetische  Elemente  gemein  haben,  ein  azy- 
getisches Complexpaar. 

Jedes  azygetische  Complexpaar  wird  gleichfalls  durch  einen 
bestimmten  Complex,  der  mit  jedem  der  beiden  Complexe  ein 
azygetisches  Paar  bildet,  zu  einem  Tripel  ergänzt  [wie  (1),  (4),  (5)]. 
Ein  solches  nennen  wir  ein  azygetisches  Complextripel. 

In  einem  syzygetischen  Tripel  kommen  alle  28  DoppeL- 
tangenten  vor,  in  einem  azygetischen  nur  18.     . 
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§.  98. 
Die   Aronholcl 'sehen   Siebener-Systeme. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  azygetischen  Systeme 
von  sieben  Doppeltangenten,  die  zuerst  von  Aronhold  betrachtet 
sind,  und  die  daher  Aronhold'sche  Siebener  -  Systeme 
heissen.  Wir  nennen  sie  auch  vollständige  Siebener- 
Systeme  oder  kurz  vollständige  Systeme. 

Dass  es  solche  Systeme  giebt,  zeigen  die  Zusammenstellungen 
des  vorigen  Paragraphen.     Denn  wenn 

^    ^  X^Z^,    X^Z<i,    ^3^3,    ^^4-^4.    %^5^    ^6^6 

«in  azygetisches  Complexpaar  ist,  so  ist  • 

a?i ,    a:^2  ?    ^3  1    ^4  ?   ^5  1    2/6  ?    -^6 

ein  vollständiges  Siebener -System  (weil  in  dem  Complexe  y^z^ 
keines  der  x  vorkommt).  Es  wird  sich  zeigen,  dass  keine  azy- 
getischen Systeme  von  mehr  als  sieben  Elementen  bestehen.  Es 
gilt  zunächst  der  Satz:  ' 

7.  Irgend  sechs  Elemente  eines  vollständigen  Sy- 
stemes  kommen  in  einem  und  nur  in  einem 
Complexe   vor. 

Wir  beweisen  zunächst  den  zweiten  Theil  der  Behauptung, 
d.  h.  wir  beweisen,  dass,  wenn 

(2j  Xi^    X2-^   X-^,   X^^    X--^^    Xq^    Xj 

ein  vollständiges  System  ist,  x^^  x.j^  x^^  ^4,  ir,-,,  Xq  nicht  in  zwei 
verschiedenen  Complexen  vorkommen  können.  Nehmen  wir  an, 
es  sei  dies  möglich,  so  müssen  die  beiden  Complexe  ein  azy- 
getisches Paar  wie  (1)  bilden.     In  dem  syzygetischen  Tripel 

Vi^ir  2/2%,  2/3%,  2/4^4,  2/.)  ^5^  2/6% 
■     2/12/2,  ^i'^2,  ^10:2 

2/1^2,  2/2^1 
müssen  die  Doppeltangenten  x-^^  x^,  ^;,,  x^^^  x^  vorkommen,   und 
da  sie   weder  im   ersten   noch  im   zweiten   dieser  Complexe  vor- 
kommen, so   müssen   sie  im   dritten  vorkommen.     Da  in   diesem 
Complexe  aber  nur  noch  vier  Paare  übrig  sind,  so  ;inüssen  minder 


«) 

«lä^2,     2/1  2/2 

ß) 

XlVl,     »2^2 

7) 

«l2/2,    0:2^1, 
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stens  zwei  von  den  x^^  .  .  .  X'j  ein  Paar  darin  bilden.  Das  ist 
aber  nicht  möglich,  da  dieses  Paar  sonst  mit  einem  der  übrigen  x 
ein  syzygetisches  Tripel  bilden  würde. 

Um  nachzuweisen,  dass  die  Doppeltangenten  x-^^x^^x^^x^^^Xr^^XQ 
immer  in  einem  Complexe  vorkommen,  nehmen  wir  zwei  beliebige 
von  ihnen,  x^  x^-,  heraus  und  wählen  ein  in  dem  Complexe  ^1  X2 
vorkommendes  anderes  Paar  1/1  2/2 1  was  auf  fünf  Arten  möglich 
ist.     Daraus  bilden  wir  das  syzygetische  Complextripel 


(2) 


welches  fünf  verschiedene  solcher  Tripel  repräsentirt.  In  ß)  und 
y)  müssen  nun  ^3,  x^^  %,  x^^  x-i  vorkommen,  und  zwar  keine 
zwei  von  ihnen  gepaart.  Wir  zeigen  nun  zunächst,  dass  sich 
diese  fünf  x  nicht  zu  zwei  und  drei  auf  die  beiden  Complexe 
/3),  y)  yertheilen  können,  sondern  nur  zu  eins  und  vier.  Nehmen 
wir  nämlich  an,  die  Complexe  /3),  y)  seien  so  zusammengesetzt: 

/2)  ^)  ^1  2/1^    ^22/2,    ^3  2/3,    ^4  2/4,    ^5  2/6,         • 

y)  ^l2/2,    ^2  2/n    ^6  2/6,    ^7  2/7.  • 

so  können  wir  noch  den  Complex 

(2)  d)      x^x,,  y^y^i  .  .  ., 

betrachten,  der  mit  ß)  zusammen  ein  syzygetisches  Paar  bildet, 
weil  weder  x-^  noch  2/1  in  8)  vorkommt,  das  Paar  also  nicht 
azygetisch  sein  kann.  Es  müssen  also  ß)  und  ö)  ein  syzygetisches 
Quadrupel  gemein  haben,  und  da  in  zwei  Paaren  von  ß)  minde- 
stens ein  von  ^g,  x^  verschiedenes  x  vorkommt,  so  muss  dieses  x 
auch  in  8)  vorkommen,  was  unmöglich  ist,  weil  kein  x  mit  x^^  x^ 
syzygetisch  ist.  Es  bleibt  also  für  /3),  y)  nur  eine  Zusammen- 
setzung übrig,  wie  die  folgende: 

/gx  /3)        x^y^,  ^22/2,  ^3  2/:^,  ^4  2/4,  ^5  2/5,  ^g2/6 

y)      x^y^,  x^y^,  x^y^,      . 

Dass  wir  gerade  diese  Annahme  machen,  und  nicht  die 
sechs  X  in  y)  aufnehmen,  ist  keine  Beschränkung,  da  wir,  wenn 
nöthig,  2/1  mit  y^  vertauschen  können. 

Wenn  wir  nun  unter  Festhaltung  von  x-^  x^  an  Stelle  von 
2/1  2/2  die  anderen  Paare   von  (2)  a)  treten  lassen,  so  bekommen 
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wir  fünf  Complexbildungen  vom  Typus  (3).  Zwei  solche  Complex- 
bildungen  können  sich  aber  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  an 
Stelle  von  x-;  jedesmal  ein  anderes  der  Elemente  x-^^  x^^  x-^^  x^^  x-i 
tritt,  und  alle  diese  Möglichkeiten  müssen  auch  vorkommen,  weil 
wir  sonst  zwei  verschiedene  Complexe  erhalten  würden,  die  die- 
selben sechs  Elemente  des  vollständigen  Systems  der  x  ent- 
halten, was  nicht  möglich  ist,  wie  wir  bewiesen  haben.  Demnach 
können  wir  annehmen,  dass  die  in  dem  Complexe  (3)  j3)  vor- 
kommenden ^1,  x-i^  x^,  x^,  x^,  Xt^  irgend  welche  sechs  Elemente 
des  vollständigen  Systemes  seien,  was  bewiesen  werden  sollte. 


§•  99. 

Der  Hesse-Cayley'sche   Algorithmus   zur  Bezeichnung 
der  Doppeltangenten. 

Der  Satz  7.  des  vorigen  Paragraphen  führt  zu  einer  Be- 
zeichnuiigsweise  für  die  Doppeltangenten,  durch  die  eine  sehr 
übersichtliche  Darstellung  aller  dieser  Verhältnisse  möglich  ist, 
die  von  Gayley  (im  Anschluss  an  Hesse)  ausgebildet  ist. 

Wir  legen  ein  vollständiges  Sieben  er -System 

Xi,  X^-,  X-^ ,  X^ ,  Xr^ ,  a^g ,  x~^ 

zu  Grunde,  dessen  Elemente  wir  einfach  durch  die  Ziffern  1,  2,  3, 
4,  5,  6,  7  bezeichnen.  Wir  sondern  eine  beliebige  Doppeltangente, 
etwa  iCi,  dieses  Systemes  aus,  und  bilden  den  Complex,  der  die 
übrigen  sechs  enthält: 

(1)  ^2  2/2,    ^3  2/3,    •^4  2/4,    ^5  2/5,    ^6  2/6 .    ^1  Vt 

Die  Doppeltangente  %j^  ist  dann  durch  das  gewählte  x-^  und 
durch  X2  völlig  bestimmt  und  kann  daher  durch  [1  2]  bezeichnet 
werden.  Ebenso  bezeichnen  wir  1/3  durch  [1  3]  u.  s.  f.  Die 
Doppeltangenten  [1  2],  [13],  .  .  .,  [1  7]  sind  hierdurch  voll- 
ständig bestimmt  und  von  einander  verschieden.  Aus  dieser  Be- 
stimmung geht  auch  hervor,  was  man  allgemein  unter  [fi  v']  zu 
verstehen  hat,  wenn  /Lt,  v  zwei  verschiedene  Ziffern  aus  der  Reihe 
1  bis  7  bedeuten. 

Es  ist  nun  zunächst  zu  zeigen,  dass  [^  v]  =  [v  y.']  ist.  Es 
genügt,  wenn  wir  nachweisen,  dass  [1  2]  =  [2  1]  ist.  Dazu 
brauchen  wir  nur  den  Complex  zu  bilden,  der  x^,  x-^,  x^,  a:^,  x^,  x^ 

Weber,  Algebra.    II.  n. 
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enthält,  und  der  mit  (1)  ein  azygetisches  Paar  bildet.  Er  muss 
also  von  der  Gestalt  sein: 

(2)  X^y.2,    X^Zo^,    ^4^4,    %^5,    ^e^6,    ^7^7, 

und  demnach  ist  y^  auch  durch  [2  1]  zu  bezeichnen,  w,  z.  b.  w. 

Die  z  in  (2)  sind  von  den  y  in  (1)  verschieden,  und  da  z.  B. 
^3  =:  [2  3]  ist,  so  folgt,  dass  allgemein  zwei  [yi  v] ,  die  nicht  in 
beiden  Ziff'ern  /it,  v  übereinstimmen,  von  einander  verschieden 
sind.  Da  man  aus  sieben  Ziffern  einundzwanzig  Paare  bilden 
kann,  so  erhält  man  auf  diese  Weise  alle  Doppeltangenten  und 
jede  nur  einmal. 

Aus  dieser  Darstellungsweise  ergiebt  sich  auch,  dass  keine 
azygetischen  Systeme  von  mehr  als  sieben  Doppeltangenten  exi- 
stiren;  denn  fügen  wir  zu  den  sieben  x  noch  eine  beliebige 
weitere  Doppeltangente,  für  die  wir  bei  der  Gleichberechtigung 
der  Ziffern  1  bis  7  etwa  y^  =  [1  2]  wählen  können,  so  ist  y^  %  x^ 
ein  syzygetisches  Tripel. 

Es  ist  zweckmässig,  eine  achte  Ziffer  8  einzuführen,  und  die 
Elemente  des  ursprünglichen  Siebener -Systems  nicht  durch  die 
einfachen  Ziffern,  sondern  durch  die  Paare 

[1  8],  [2  8],  [3  8],  [4  8],  [5  8],  [6  8],  [7  8] 

ZU  bezeichnen,  wobei  dann  auch  gelten  soll,  dass  [1  8]  :=  [8  1]  u.  s.  f. 
ist.  Dann  werden  alle  28  Doppeltangenten  übereinstimmend 
durch  die  Paare  |ft  v\  bezeichnet,  in  denen  ^  und  v  zwei  ver- 
schiedene Ziffern  der  Reihe  1  bis  8  bedeuten. 

Dabei  ist  es  für  die  üebersichtlichkeit  sehr  förderlich,  wenn 
man  eine  anschauliche  Bezeichnung  anwendet  i).  Man  deutet 
eine  Doppeltangente  [^  v]  durch  einen  einfachen  Strich  |  an,  an 
dessen  Enden  man  sich  die  beiden  Ziff'ern  ^,  v  gesetzt  denkt. 
Dann  bedeuten  zwei  Striche  ohne  gemeinsamen  Punkt  ||  zwei 
Doppeltangenten,  in  deren  Bezeichnung  [ti  v]  keine  gemeinschaft- 
liche Ziffer  vorkommt,  und  zwei  von  einem  Punkte  auslaufende 
Striche,  \/,  zwei  Doppeltangenten,  die  in  ihren  Symbolen  \ji  v] 
eine  gemeinschaftliche  Ziffer  haben.  Hiernach  sind  die  complicir- 
teren  Zeichen,  die  wir  nachher  anwenden,  von  selbst  verständlich. 
Für  ein  Tripel  von  Doppeltangenten  haben  wir  z.  B.  folgende 
fünf  Zeichen  ||h  fl,  A^  V^  VI- 


^)  Nach  Cayley;  vergh  Salmon,  „Higher  plane  curves". 
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Es  soll  jetzt  zunächst  untersucht  werden,  wie  sich  in  dieser 
Bezeichnungsweise  die  azygetischen  und  die  syzygetischen  Tripel 
unterscheiden. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  nach  der  bis  jetzt  gegebenen 
Erklärung  die  Ziffer  8  eine  besondere  Stelle  einnimmt,  während 
die  Ziffern  1  bis  7  vollständig  gleichartig  auftreten  und  beliebig 
permutirt  werden  können. 

Wir  leiten  aus  den  beiden  Complexen  (1),  (2)  noch  die  Er- 
gänzung zu  einem  azygetischen  Complextripel  her,  nämlich: 

^22/2,    ^32/3,    ^42/4,    ^52/ä,    ^«2/6,    ^7^/7, 

(3)  X^  2/2,    ^3  ^3,    ^4  ^4,    %  ^5,    ^6  <2^6 ,    ^7  ^7, 
^1^2^    2/3^3,    2/4-2^4,    2/ö^5l    2/6^6,    2/7  ^7 1 

und  gehen  nun  die  einzelnen  Zeichen  für  die  Doppeltangenten- 
trip el  durch. 

Wir  beginnen  mit  dem  Zeichen  \|/,  für  welches  wir  mit 
Rücksicht  auf  die  Ausnahmestellung  der  Ziffer  8  drei  Typen  zu 
betrachten  haben: 

[1  8]  [2  8]  [3  8]  =  x^  x^  x^ 

(4)  [1^)]  [16]  [17]  =  2/5  2/0  2/7 
[16]  [17]  [18]  =  y,yjx,, 

und   der  Anblick   der   drei  Complexe  (3)  zeigt   (nach  dem  Satze 
§.  96,  3.),  dass  alle  diese  Tripel  azygetisch  sind. 

Zweitens  betrachten  wir  das  Zeichen  \/|,  für  welches  vier 
Typen  zu  berücksichtigen  sind: 

[8  3]  [8  4]  [12]  =x,x,y, 
(..  [8  4]  [14]  [2  3]  =^,2/4^3 

>^  [12]  [13]  [4  8]=.  2/2  2/3^4 

[14]  [15]  [2  3]  =2/4  2/5^3, 
und  auch  diese  Tripel  sind  azygetisch. 

Für  das  Zeichen  ^  ist  zu  betrachten: 

,.  [18]  [2  8]  [12]  =x,x,y, 

^^  [12]  [13]  [23]  =  2/22/3^3, 

die  sich  gleichfalls  als  azygetisch  erweisen,  weil  2/2  ^^  dem  Com- 
plexe (3),  der  die  Paare  x^  x^,  2/3  -^3  enthält,  nicht  vorkommt. 
Für  das  Zeichen  |||  giebt  es  zwei  Typen: 

.^x  [13]  [2  4]  [5  8]  =y,z,x, 

^^  [13]  [24]  [5  6]  =  2/3  ^4  [5  6]. 

24* 
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Betrachten  wir  das  syzygetische  Complextripel 

2/3^4,       2/4^3,         ...        . 
(8)  2/3  2/4,       ^?,  ^4,       ^3^4      •        . 

2/3^3,       2/4^4,        .       .       .       ., 

in  dem  alle  Doppeltangenten  vorkommen  müssen,  so  finden  wir 
[5  8]  und  [5  6]  nicht  in  den  beiden  letzten  Complexen  von  (8), 
weil 

2/3  %  [5  8]  =  [1  3]  [2  3]  [5  8],  y,  y,  [5  8]  =.  [1  3]  [1  4]  [5  8] 
^  ^      2/3  ^3  [5  6]  =  [1  3]  [2  3]  [5  6],  y,  y,  [5  6]  =  [1  3]  [1  4J  [5  6] 

das  Zeichen  \/|  haben  und  daher  azygetisch  sind.  Folglich  kom- 
men [5  8]  und  [5  6]  im  ersten  der  Complexe  (8)  vor,  und  die 
beiden  Tripel  (7)  sind  syzygetisch. 

Endlich  haben  wir  auch  das  Zeichen  \~\  zu  betrachten,  das 
wieder  drei  Typen  giebt: 

[12]  [2  3]  [3  4]  -2/2  ^3  [3  4] 
(10)  [12]  [2  3]  [3  8]  =  y,z,x, 

[18]  [8  2]  [2  3]  =  x,x,z,. 

Auch  diese  Tripel  sind  syzygetisch,  was  für  die  beiden  letzten 
unmittelbar  aus  dem  Complextripel  (3)  zu  ersehen  ist,  und  für 
das  erste  aus  dem  syzygetischen  Complextripel 

2/2-^3,     ^1  ^Zi     .    •    •    . 
2/2  -3^1  ,     ^3  ^3  ,     .... 

2/2    ^3  5       '^3    ^1  5       ....  5 

folgt,  von  denen  die  beiden  letzten  [3  4]  nicht  enthalten,  weil 
2/2  ^1  [3  4]  und  2/2  ^3  [3  4]  beide  das  Zeichen  \J\  haben. 

Hier  ist  aber   die   Ausnahmestellung    der   Ziffer   8    gänzlich 
verschwunden,  und  wir  kommen  zu  dem  Resultate: 

Unter  den  Tripeln  von   Doppeltangenten   sind 
die  mit  den  Zeichen 

III.  n 

syzygetisch,  und  die  mit  den  Zeichen 

V.   A.   VI 

azygetisch. 

Hieraus  erhält  man   sehr  leicht  die  Zeichen  für  sämmtliche 
syzygetische  und  azygetische  Quadrupel: 
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Die   Quadrupel   von   Doppeltaii geilten   mit   den 
Zeichen 

IUI-    D 

sind  syzygetisch,  und  die  mit  den  Zeichen 

T,   AI   VI.   VV 

azygetisch. 

Alle  übrigen  Quadrupel  sind  weder  syzygetisch  noch  azy- 
getisch. 

Hiernach  ist  es  leicht,  die  Zeichen  für  sämmtliche  voll- 
ständige Siebener -Systeme  zu  bilden. 

Ein  solches  Zeichen  muss  aus  sieben  Strichen  bestehen,  die 
nicht  mehr  als  acht  Eckpunkte  haben  können  und  die  eine  Figur 
bilden,  arus  der  sich  keine  der  beiden  Figuren  |||,  fl  ablösen 
lässt.  Daraus  folgt  zunächst,  dass  diese  Figur  aus  nicht  mehr  als 
zwei  getrennten  Theilen  bestehen  kann,  weil  sonst  die  Figur  ||| 
darin  enthalten  wäre,  und  dass  kein  Theil  mehr  als  ein  Centrum 
haben  kann,  von  dem  mehrere  Striche  auslaufen,  ausser  wenn 
dieser  Theil  das  Dreieck  /\  ist,  weil  sonst  die  Figur  [~]  vor- 
kommen würde. 

Wenn  nun  die  Figur  eintheilig  ist,  so  muss  sie  ein  sieben- 
strahliger  Stern  >)(■  sein,  und  da  man  jede  der  acht  Ziffern  als 
Mittelpunkt  wählen  kann,  so  sind  dies  acht  Möglichkeiten,  von 
denen  eine  die  oben  betrachtete  Annahme  ist: 

[18]  [2  8]  [3  8]  [4  8]  [5  8]  [6  8]  [7  8]. 

Ist  aber  die  Figur  zweitheilig,  so  ist  zunächst  auszuschliessen, 
dass  der  eine  Theil  aus  einem  oder  aus  zwei  Strichen  oder 
einem  dreistrahligen  Sterne  besteht ;  denn  in  diesen  Fällen  müsste 
der  andere  Theil  ein  Stern  mit  sechs,  fünf  oder  vier  Strahlen 
sein.  Dazu  aber  bleiben  von  den  acht  Ziffern  nicht  mehr  genug 
übrig.  Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  dass  der  eine  Theil  ein 
Dreieck,  der  andere  ein  vierstrahliger  Stern  ist,  /^  v^,  und  diese 
Annahme  ist  auch  in  der  That  immer  zulässig.  Ein  Repräsentant 
eines  solchen  Systems  ist: 

[12]  [13]  [2  3]  [4  5]  [4  6]  [4  7]  [4  8]. 

Das  Dreieck  kann  man  auf  8.7.6  :  2.3  =  56  verschiedene 
Arten  wählen,  und  zu  jedem  Dreieck  giebt  es  noch  fünf  Möglich- 
keiten, den  vierstrahligen  Stern  anzunehmen,  da  man  jeden  der 
übrigen  fünf  Punkte   zum  Centrum   machen  kann.     Die   Anzahl 
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dieser  Bestimmungen  ist  daher  280,  und  wir  kommen  zu  folgen- 
dem Resultate : 

Es  giebt  im  Ganzen   288  Aronhold'sclie   Systeme, 
deren  Zeichen  eine  der  beiden  Gestalten  hat 

*.   AV- 

Aus  diesen  Zeichen  darf  man  aber  nicht  etwa  schliessen, 
dass  diese  Siebener -Systeme  in  zwei  verschiedene  Arten  zer- 
fallen. Der  Unterschied  der  beiden  Figuren  liegt  nur  in  der 
Bezeichnung.  In  der  That  können  wir  ja  von  einem  ganz  be- 
liebigen der  vollständigen  Siebener -Systeme  ausgehen,  um  die 
Bezeichnung  abzuleiten. 

Hiernach  findet  man  leicht  die  Bezeichnung  für  die  Steiner'- 
schen  Complexe,  die  nach  einem  der  beiden  folgenden  Typen  zu 
bilden  sind: 
[1  2]  [3  4],  [1  3]  [2  4],  [1  4]  [2  3],  [5  6]  [7  8],  [5  7]  [6  8],  [5  8]  [6  7], 
[1  7]  [1  8],  [2  7]  [2  8],  [3  7]  [3  8],  [4  7]  [4  8],  [5  7]  [5  8],  [6  7]  [6  8]. 

§.  100. 

Rationale   Bestimmung   der   Curve   aus   einem   voll- 
ständigen  Siebener-Systeme. 

Die  grosse  Bedeutung  der  Ar onhold 'sehen  Systeme  für  das 
Problem  der  Doppeltangenten  spricht  sich  in  folgenden  beiden 
Sätzen  aus: 

I.     Ist  bei  einer  Curve  vierter  Ordnung   ein  voll- 
ständiges   Siebener  -  System   gegeben,    so   können 
daraus  alle  übrigen  Doppeltangenten  rational 
bestimmt  werden. 
IL     Sind  sieben   beliebige   gerade  Linien   in   einer 
Ebene  gegeben,  so  kann  man  im  Allgemeinen, 
d.   h.   wenn    gewisse   rationale   Functionen   von 
den   Coefficienten  in   den   Gleichungen    dieser 
Geraden    nicht   verschwinden,   auf  rationalem 
Wege  die   Gleichung   einer  Curve  vierter  Ord- 
nung   ohne    singulären   Punkt   bestimmen,    für 
die   die   gegebenen   sieben   Linien   ein    Aronhold'- 
sches  System  bilden. 
Um   den   ersten  Satz   zu   beweisen,   würde   es   bei   der  voll- 
kommenen  Gleichberechtigung   der  Ziffern  1  bis  7   genügen,  die 
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Bestimmung  von  einer  achten  Doi^peltangente  aus  einem  ge- 
gebenen vollständigen  Systeme  durchzuführen.  Wir  bestimmen 
aber  besser  gleichzeitig  drei.     Es  sei  also  jetzt 

ein  als  bekannt  vorausgesetztes  vollständiges  Sieben  er  -  System. 
Wir  denken  uns  die  drei  Stein  er 'sehen  Complexe  gebildet,  in 
denen  je  sechs  der  Doppeltangenten  (1),  mit  Ausschluss  zuerst 
von  ^Ti,  dann  von  X2^  zuletzt  von  0^3  enthalten  sind. 

Die  darin  neu  hinzutretenden  15  Doppeltangenten  bezeichnen 
wir  mit  dem  Buchstaben  |  und  erhalten  diese  drei  Complexe 
[nach  §.  99,  (1),  (2)]  in  der  Gestalt: 

^2  63  1    ^3  b2  1    ^4  b4l  1    ^5  böl  1    ^6  b61 1    ^7  b71 

(2)  ^3  gl ,    ^\%%i    ^4  b42  1    ^5  b52  5    '^G  b62  ?    %  b72 
^1  b2 1    ^2  bl  1    ^4  b43  i    ^3  b53  i    ^G  b63  )    ^7  b73  i 

und  nach  der  Bezeichnung  des  §.  99  ist 

li  =  [2  3],   i.  =  [3  1],   I3  =  [1  2],   I,:  =  [14],... 

x\us  (2)  ergiebt  sich  noch  ein  Stein  er 'scher  Complex,  der 
mit  jedem  der  Complexe  (2)  ein  syzygetisches  Paar  bildet: 

(3)  ^1  5l  1    ^2  b2  1    ^3  b3  1    •    •    • 

und  dieser  Complex  enthält  keine  der  Doppeltangenten  x^^x-^^x^^Xj. 
Indem  wir  nun  die  gesuchten  Functionen  |i,  I21  I3  ^ait  den 
geeigneten  constanten  Factoren  multiplicirt  annehmen,  können 
wir  die  Gleichung  der  Curve  vierter  Ordnung  nach  §.  96,  (9)  in 
die  Form  

(4)  Vx,^,  +  Vx,l,  +  Vl^,  =  0 

setzen,  und  also  die  rationale  Function  /,  die,  gleich  Null  gesetzt, 
die  Gleichung  der  Curve  giebt,  in  jeder  der  drei  mit  einander 
identischen  Formen 

(5)  /  =  4  X2 12  ^3 13  —  Ui  =  4  ^^3  ^3  x^  li  —  ?f.|  ==  4  a^i  Ji  Xo  i,  —  ul, 
annehmen,  worin 

%  =  —  ^1  li  +  ^2 12  +  ^^3 13 

(6)  «*2  =       ^1  li  —  x^  I2  +  ^3 13 

u-i  =       ^1  li  +  ^2 12  —  ^3 13 
gesetzt   ist.     Nun   bilden    [nach  (2)]    auch   x.,  I3  x^  ^^    ein    syzy- 
getisches Quadrupel,  und  folglich  können  wir,  wenn  über  einen 
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constaiiten  Factor  in  §41  verfügt  wird,  /  auch  in  der  Form  dar- 
stellen : 

worin  v  eine  quadratische  Form  ist.    Hieraus  und  aus  der  ersten 
Darstellung  in  (5)  ergiebt  sich  aber  die  Identität 

4  X2 13  (^3 12  —  ^4 141)  =  {'ih  —  v)  (^1  +  v)^ 
und  daraus  schliessen  wir,  dass  einer  der  beiden  Factoren  rechts 
durch  X2  ^3  theilbar  sein  muss  [§.  96 ,  (3)].  Nehmen  wir  an ,  es 
sei  dies  % — 1>,  was  durch  Verfügung  über  das  Vorzeichen  von  v 
erreicht  werden  kann,  so  folgt,  dass  ein  von  Null  verschiedener 
constanter  Factor  l  existiren  muss,  so  dass 

woraus 

u,=X,x,^,+'^^'-'''^'' 

folgt.     Ersetzen  wir  hierin  u^  durch  seinen  Ausdruck  aus  (6),  so 
ergiebt  sich 

Solcher  Gleichungen  erhalten  wir  zunächst  drei,  wenn  wir 
die  Indices  1,  2,  3  cyklisch  vertauschen  und  an  Stelle  der  un- 
bekannten Constanten  l^  drei  Constanten  /Ij,  Ag,  A3  setzen: 

^4  b41  =^  ^3  b2    A]^  (    Xi  gl  -|-  ^2  b2  "T"  ^3  bs)   I   '^l'  "^2  b3 

(8)    ^4  I42  =  ^1  ^3  —  -^2  (    ^1  ll  —  .^2  I2  +  ^3  Is)  +  ^i^Z  ll 

^4  I43  =  ^2  ll  —  ^3  (    ^1  ll  +  ^2  I2  —  ^3  I3)  +  ^i^l  I2. 

Um  die  Constanten  Aj,  Ag,  A3  zu  bestimmen,  dividiren  wir  die 
beiden  letzten  dieser  Gleichungen  mit  Ag  und  A3  und  addiren. 
Dadurch  folgt  die  identische  Gleichung 

642      I      fe^ 


^3 


h. 


Da  nun  ^4,  ^j,  1^  azygetisch  sind,  und  folglich  nicht  durch 
einen  Punkt  gehen  können,  so  muss  die  Linie 

A3 
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durch  den  Schnitt  von  x^  und  x^  gehen,  und  folglich  ist  x^  aus 

Xi  und   X0X3  -{-  -r^  linear   zusammengesetzt.     Nun    aber   können 
A3 

wir  Xi  linear  durch  ^1,  ^2^  ^3  ausdrücken,  etwa  in  der  Form 

(10)  a;4  =  öfiiCi  -f- «2^2  +  «3^3, 

und  darin  sind  a^.  a.j^  ci-i  als  bekannt  zu  betrachten ,  und  keine 
dieser  Constanten  kann  verschwinden.  Es  ist  also  A,  A3  =  a^ :  «gi 
und  wenn  wir  eine  neue  Constante  /ij  einfuhren,  so  ist 

(11)  h  =  h^h,     r  =  ^^1^2^ 

A3 

und  die  Gleichung  (9)  ergiebt  die  Identität: 

'•^-^  (t  +  17-'''0  =  ^^  (-"^  ('+"'''')  ^^  +  ä  +  ö- 

Daraus  schliesst  man  w^eiter,  w^enn  l\  eine  neue  Constante  ist, 

»2  "3 

(^2)  l7  +  t  =  ''^^'+l^- 

Wenn  man  hierin  die  Ziffern  1,  2,  3  cyklisch  vertauscht,  so 
ergeben  sich  aus  (8)  drei  solche  Systeme;  zunächst: 

1c,x,  =  -  h,  (2  +  «,  ],,)  I,  +  li  +  li 

«2  «3 

(13)  lc,x,r=        ~-h('i  +  a,K)^,  +  - 

Da  diese  drei  Ausdrücke  für  x^  mit  einander  identisch  sein 
müssen,  so  folgt: 

_  \  (2  +  a^  h^)  ^     1     _     1 

f^i  K.2  0^1  "^3  % 

also  Ä:2  =  Ij,  und  ebenso  ^'2  =  K-  Es  sind  also  \,  \,  h^  einander 
gleich  und  wir  setzen  dafür  h     Dann  folgt  weiter 

«1  Ih  (2  4-  ai  \)  4.  1  =  (a,  /i,  -}-  1)2  =:  0, 

also  \  «1  =  —  1,  und  ebenso 
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Demnach  liefern  die  Formeln  (13)  übereinstimmend 

],a;,=-J-l  +  ^  +  - 
.   a^    '    »2    '    a3 

oder 

(14)  Ic  (%  ^1  +  a,  x^  +  a,,  ^3)  =  il  -^  t^  _^  fa  ^ 

(Xi-^  Q/2  Ct'^ 

Aus  (11)  aber  folgt  noch 

(15)  ^1  =  -^,    ^^  =  -?'    ^»  =  -?- 

Ctß  ttj  CI2 

Aus  (12)  ergeben  sich  dann  ferner  die  drei  Relationen 

A2  A3  «1 


A,  k. 


2  »^2 


2  J~  ~   +  ^  0^3  ^3- 

Aj  Ag  C('3 

Daraus  durch  Addition  mit  Rücksicht  auf  (14) 

¥  +  ¥  +  ¥=- J^(ai=^i+a2X,  +  %».), 

Ai  Ag  A3 

und  folglich 

Aj  (Äi 

(16)  ^^l?_fc(«3:,.3  +  a^^^) 

A2  W'2 

A3  «3 

Unbekannt  ist  in  diesen  Formeln  noch  die  Constante  Ic. 
Diese  bestimmen  wir  aus  der  Bemerkung,  dass  wir  das  ganze 
bisher  betrachtete  Formelsystem  vervierfachen  können,  indem 
wir  an  Stelle  von  x^^  treten  lassen  ^4,  x-^,  x^^  Xj. 

Der  Formel  (10)  entsprechend  wollen  wir  diese  vier  Func- 
tionen linear  durch  x^^  x^^  ^3  ausdrücken  in  der  Weise: 

^4  =  «4,1^1  +  «4,2^2  +  0^4,3  a;3 

^5    =   «5,1^1    +   0^5,2^*2   +   «5,3^3 


Xi    CL'j  iXy    -\-    CIt^2^2      \~    ^7,3  •^; 
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worin  die  Coefficienten  a  als  bekannt  anzusehen  sind.  Dann 
bekommen  wir  aus  (14)  vier  Relationen,  wenn  wir  an  Stelle  von 
Ti  vier  verschiedene  Constanten  Ä:^,  li-^,  \,  Jcj  treten  lassen: 

fc  t  t 

h  («4,1  ^1  +  «4,2  ^2  +  «4,3  ^s)    =   -^  +  T^  +  T^ 


(18) 


^2 
«5,1 

l          «5,3 

I2 

«6,; 

2          «6, 3 

1-2 

«7,; 

2          «7,3 

«4,1  «4,2 

^'5  («5,1  ^1  +  «5,2  OCo  +  «5,3  ^3)   =   T^ 

tt5,l 

/c,;  («6,1  a:i  -f-  «6,2  ^2  +  «6,3  ^3)  =  -r- 

«6,1 

^7  («7,1  ^1  +  «7,2  ^2  +  «7,3  ^3)   =  T^ 

«7,1 

und  nun  sind  die  Constanten  Iz  so  zu  bestimmen,  dass  von  diesen 
vier  Gleichungen  die  eine  aus  den  drei  anderen  folgt.  Die  Be- 
dingungen dafür  kann  man  in  symmetrischer  Weise  dadurch 
bilden,  dass  man  vier  Factoren  Z^,  ?5,  Z^^,  l-j  einführt,  deren  Ver- 
hältnisse man  aus  den  Gleichungen  bestimmt: 

(19)  A  4_  i^  4-  -A_  o-  Jl.  ==  0,     ^  =  1,  2,  3, 

«4,  i  «5,  j  «6,  i  «7,t 

und  die  dann  auch  den  drei  Gleichungen 

(20)  \  l^  «4,  i  +  h  h,  CI5,  i  +  h  k  «6,  i  +  ^7  ?7  «7,  i  =  0,    ^  =  1 , 2, 3 

genügen  müssen,  woraus  die  Verhältnisse  der  k  bestimmt  sind. 
Ein  gemeinschaftlicher  Factor  der  vier  Grössen  Je  bleibt  der 
Natur  der  Sache  nach  unbestimmt  und  kann  beliebig  ange- 
nommen werden.  Hiernach  können  aus  den  Gleichungen  (18) 
die  Functionen  1^,  ^.y,  J3  rational  bestimmt  werden,  und  durch  (16) 
sind  dann  auch  die  Functionen  ^a,  Js,,  le«,  tu  bestimmt. 

Es  fehlen  noch  sechs  Doppeltangenten,  die  man  durch  ge- 
eignete Permutationen  unter  den  Functionen  des  Systemes  (1) 
erhalten  kann.  Damit  ist  der  an  die  Spitze  gestellte  Satz  I. 
bewiesen. 


Um  auch  die  ilichtigkeit  des  Satzes  IL  einzusehen,  braucht 
man  nur  unsere  Analyse  rückwärts  zu  verfolgen,  indem  man  die 
Coefficienten  at,,-  als  unabhängige  Variable  ansieht.  Dann  sind 
durch  die  Gleichungen  (18),  (19),  (20)   die  Functionen  |i,  Jo?  I3 
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rational  durch  diese  «/,,,•  bestimmt,  und  aus  (1())  und  (17)  erhält 
man  sodann  l^,-,  Ig,-,  Ig,-,  l^,-,  x,,  x-,,  x^,  x,. 

Durch  Substitution  der  |i,  1^,  1:^,  in  die  Gleichung  (4)  erhält 
man  die  Gleichung  einer  Curve  vierter  Ordnung,  deren  Coeffi- 
cienten  rationale  Functionen  der  a^^i  sind,  und  die  Discriminante 
dieser  Gleichung  kann  nicht  identisch  verschwinden,  weil  man 
umgekehrt,  wie  wir  gesehen  haben,  aus  der  Gleichung  einer 
Curve  vierter  Ordnung  ohne  singulären  Punkt  ein  Gleichungs- 
system (18),  (19),  (20)  ableiten  kann. 

Aus  den  Gleichungen  (18),  (16)  folgen  dann  auch  die  For- 
meln (7),  und  die  daraus  durch  Vertauschung  von  4  mit  5,  6,  7 
hervorgehenden,  woraus  zu  schliessen  ist,  dass  x,^  x-,,  x^^,  x-j  zu- 
sammen mit  ^1,  ^^2,  x-^  ein  vollständiges  Siebener -System  bilden. 


§.  101. 

Die   Galois'sche   Gruppe   des   Doppeltangenten- 
problems. 

Die  Sätze,  die  wir  abgeleitet  haben,  sind  ausreichend,  um 
die  Galois'sche  Gruppe  der  algebraischen  Gleichung  zu  be- 
stimmen, von  der  die  Doppeltangenten  abhängen.  Wir  betrachten 
hierbei  als  Rationalitätsbereich  den  Körper,  der  aus 
allen  rationalen  Functionen  der  14  Verhältnisse  der 
Coefficienten  einer  allgemeinen  ternären  Form  4*^» 
Grades  besteht,  worin  diese  Coefficienten  als  unabhängige 
Variable  gelten.  Die  Gleichung  28 ^^^'^  Grades  können  wir  uns 
dann  etwa  in  der  Weise  gebildet  denken,  dass  wir  als  Unbekannte 
die  Abscissen  der  Schnittpunkte  der  Doppeltangenten  mit  einer  be- 
liebigen festen  geraden  Linie  L  betrachten.  Durch  die  Wurzeln  | 
dieser  Gleichung,  die  wir  die  Doppeltangentengleichung 
nennen,  sind  dann  die  Doppeltangenten  rational  darstellbar. 

Benutzt  man  ein  C artesisches  Coordinatensystem  x,  y, 
dessen  ^-Axe  die  Linie  L  ist,  so  erhält  die  Gleichung  einer 
Doppeltangente  die  Gestalt 

(1)  y^Qi^x  —  9, 


und  die  Doppeltangentengleichung  kann  gebildet  werden,  wenn 
F  {x^  ^)  =  0  die  Gleichung  der  Curve  vierter  Ordnung  ist,  in- 
dem man   die  Bedingungen   aufsucht,   dass   die  Function  von   x 
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4*^^  Grades,  F  \x,  &  (x  —  |)]  ein  vollständiges  Quadrat  sei.  Dies 
giebt  zwei  Gleichungen  zwischen  |  und  &,  aus  denen  man  durch 
Elimination  von  0  die  Doppeltangentengleichung  erhält.  Da  zu 
jedem  |  nur  ein  Werth  von  ®  gehört  (so  lange  sich  nicht  zwei 
Doppeltangenten  auf  der  Linie  L  schneiden),  so  kann  0  rational 
durch  I  ausgedrückt  werden,  und  zw^ar  in  einer  Form 

(2)  0  =  9  (I), 

die  für  jedes  zusammengehörige  Paar  |,  0  gilt. 

Die  Wurzeln  der  Doppeltangentengleichung  ordnen  sich  ebenso, 
wie  die  entsprechenden  Doppeltangenten  in  Complexe,  Siebener- 
Systeme  u.  s.  w.  Wir  bezeichnen  diese  Wurzeln  ebenso  wie  die 
Doppeltangenten  in  §,  99  durch  das  Symbol  [i  Ic],  worin  i,  h  die 
Paare  der  Ziffern  1  bis  8  durchlaufen  und  [i  Je]  =r  [k  i]  ist. 

Betrachten  wir  irgend  zwei  von  den  Doppeltangenten,  p,  g, 
als  bekannt,  so  können  wir  auf  rationalem  Wege  die  Gleichung 
u  =  0  eines  Kegelschnittes  daraus  ableiten,  der  durch  die  vier 
Berührungspunkte  dieser  Doppeltangenten  geht,  und  wir  können 
also  die  Gleichung  §.  96,  (2) 

f  =  pqv  —  u^ 

in  rationaler  Form  aufstellen.  Dann  giebt  es  nach  §.  96,  (4) 
unter  der  Kegelschnittschaar 

V  +  2Am  4-  l^pq  =  0 

fünf,  die  in  ein  Linienpaar  zerfallen,  und  wenn  wir  das  Product 

tl{v  +  2ku  -{-  k-^pq)=  0 

bilden,  über  die  fünf  Wurzeln  der  Gleichung  5*^"  Grades,  von 
der  X  abhängt  [§.  96,  (6)],  so  ist  dies  Product  gleichfalls  rational 
durch  die  Coefficienten  von  /  und  von  p,  q  ausdrückbar.  Dies 
Product  ist  aber  eine  Form  10*^^  Grades,  die  in  zehn  lineare 
Factoren  zerfällt,  die  mit  pq  zusammen  einen  Steiner'schen 
Complex  bilden. 

Die  Coefficienten  in  0  können  nun  auch  rational  durch  die 
beiden  den  p,  q  entsprechenden  Wurzeln  |i,  I2  fler  Doppel- 
tangentengleichung ausgedrückt  werden,  und  wenn  wir  dann  die 
Abscissen  der  Schnittpunkte  der  Linie  Z  mit  0  =  0  aufsuchen, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung  10^^"  Grades  für  | 
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deren  Wurzeln  die  zehn  mit  |i  I2  syzygetischen  Wurzeln  sind. 
Bedeutet  ^3  eine  von  diesen,  so  ist  also 

(3)  X(|,,|„|,)  =  0, 

und  es  folgt  daraus  der  Satz 

1.  Es  giebt  eine  rationale  Function  von  drei 
Variablen  X  (|i,  I21  ^3)^  die  verschwindet,  wenn 
li  I2  I3  irgend  ein  syzygetisches  Tripel  von 
Wurzeln  der  Doppeltangentengleichung  ist,  und 
die  nicht  verschwindet,  wenn  |i  ^2  I3  ein  azy- 
getisches  Tripel  ist. 

Nach  §.  100  können  durch  ein  vollständiges  Siebener-System 
dieser  Wurzeln 

W  In  I25  535  feil  I55  Ig 5  I7 

alle  Wurzeln  rational  ausgedrückt  werden,  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  z.  B. 

(5)  l.2='P'(ll,g.    li,l4,l5,&,S7) 

eine  Wurzel  wird,  wo  ^  eine  rationale  Function  bedeutet,  die 
sich  nicht  ändert,  wenn  J^  und  I2  vertauscht  oder  wenn  I3,  I4,  |^,  l^^,  I7 
beliebig  permutirt  werden.  Wird  aber  in  (5)  bei  festgehaltener 
Function  ^  an  Stelle  von  |i,  I2  ^^^  anderes  Paar  |^-,  1^  gesetzt, 
so  erhält  man  eine  andere  Wurzel  1^^.  Die  Wurzeln  (4)  sind 
auch  mit  [18],  ...  [7  8]  und  g,,,  mit  [i  h]  zu  bezeichnen. 

Durch  jede  Permutation  der  Wurzeln  (1)  wird  nach  (2) 
das  ganze  System  der  Wurzeln  [i  ]i\  eine  gewisse  Permutation 
erfahren. 

Ersetzt  man  aber  das  vollständige  Siebener-System  (4)  durch 
ein  anderes,  so  ergiebt  die  Formel  (5)  eine  bestimmte  andere 
Wurzel,  und  das  ganze  System  der  Wurzeln  [i  h]  wird  einer 
zweiten  Permutation  unterworfen. 

Es  ist  dann  zunächst  leicht  zu  beweisen: 

2.  Die  Permutationsgruppe  P  der  Wurzeln  der 
Doppeltangentengleichung,  die  man  erhält,  wenn 
man  in  (4)  und  (5)  an  Stelle  von  |i,  I21  •  •  •  I7  ^He 
vollständigen  Systeme,  jedes  in  jeder  beliebigen 
Ordnung,  setzt,  ist  die  Galois'sche  Gruppe  der 
Doppeltangentengleichung. 

Um  dies  nachzuweisen,  haben  wir  Zweierlei  zu  zeigen: 
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a)  Jede  Permutation  n  der  Wurzeln  der  Doppel- 
tangentengleichung, die  auf  alle  rationalen 
Gleichungen  zwischen  diesen  Wurzeln  anwend- 
bar ist,  gehört  zu  P. 

Dies  ergiebt  sich  so:  Wenn  %  auf  alle  rationalen  Glei- 
chungen zwischen  den  Wurzeln  anwendbar  ist,  so  gilt  dasselbe 
von  den  Potenzen  von  it.  Nach  1.  kann  niemals  durch  it  ein 
syzygetisches  Tripel  in  ein  azygetisches  oder  umgekehrt  über- 
geführt werden;  denn  %  ist,  wenn  |i  I2  I3  ßi^^  syzygetisches 
Tripel  ist,  auf  die  Gleichung  (3)  anwendbar;  also  kann  |i  I2  I3 
nicht  in  ein  azygetisches  Tripel  übergehen.  Und  auch  das  Um- 
gekehrte ist  nicht  möglich,  weil  sonst  durch  n-'^  ein  syzygetisches 
in  ein  azygetisches  Tripel  übergeführt  würde.  Daher  geht  auch 
durch  jr  irgend  ein  vollständiges  Siebener -System  wieder  in  ein 
solches  System  in  irgend  welcher  Anordnung  über,  und  wenn 
man  dann  71  auf  alle  Gleichungen  von  der  Form  (5)  anwendet, 
so  ergiebt  sich  eine  Permutation  der  |j,  1^^,  die  zu  P  gehört. 

b)  Jede  rationale  Gleichung  zwischen  den  Wurzeln 
der  Doppeltangentengleichung  gestattet  alle 
Permutationen  der  Gruppe  P. 

Eine  rationale  Relation  zwischen  den  Wurzeln  hat  die  Form 
(6)  ^(li,...,  |„|i2,... ,«...)  =  0, 

worin  0  eine  rationale  Function  ist,  und  a  .  .  .  die  Verhältnisse 
der  Coefficienten  von  /  bedeuten.  Hierin  kann  man  durch  (5) 
die  §12,  Ii3,  ...  rational  durch  li-  J21  •  •  -,  Ir  ausdrücken,  und 
nach  §.  100,  IL,  nachdem  die  Curve  /  durch  ein  vollständiges 
Siebener  -  System  ihrer  Doppeltangenten  rational  bestimmt  ist, 
lassen  sich  dann  die  a  rational  (mit  nur  numerischen  Coeffi- 
cienten) durch  die  sieben  Grössenpaare  (2) 

ausdrücken.  Da  diese  aber  ganz  beliebig  gegeben  sein  können, 
so  muss  die  Gleichung  (6)  durch  diese  Substitutionen  in  eine 
Identität  übergehen.  Die  Gleichung  (6)  muss  also  auch  richtig 
bleiben,  wenn  man  darin  die  li,  I2,  •  •  •,  I7  durch  ein  anderes 
Siebener -System  oder  auch  durch  dasselbe  in  anderer  Ordnung 
ersetzt,  und  gleichzeitig  unter  den  I12,  .  .  .  die  durch  die  For- 
mel (5)  vorgeschriebene  Permutation  vornimmt,  d.  h.  wenn  man 
unter  den  Wurzeln  der  Doppeltangentengleichung  eine  Permu- 
tation der  Gruppe  P  ausführt. 
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§.  102. 
Darstellung   der   Gruppe. 

Der  Grad  der  Gruppe  F  ist  sofort  anzugeben.  Da  es  288 
vollständige  Siebener -Systeme  giebt,  und  da  die  Elemente  eines 
solchen  Systemes  auf  H  (7)  Arten  permutirt  werden  können,  so 
ist  der  Grad  der  Gruppe: 

288  nn)  =  36  77(8)  =  1451520. 

Bei  der  Bildung  der  Permutationen  der  Wurzeln  benutzen 
wir  zweierlei  Bezeichnung.    Zunächst 

(1)  ll^  I27   •   •   ')       675   bifei 

worin  i,  h  von  1  bis  7  geht,  und  die  einheitliche  Bezeichnung 
[i  Ic],  wobei  ^,  Ic  von  1  bis  8  geht,  und  wobei  |i,  I2  •  •  •  durch 
[18],  [2  8],  ...  zu  bezeichnen  sind. 

Wenn  wir  nun  zwei  Ziffern  aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  7  per- 
mutiren,  z.  B.  1  mit  2,  so  geht  |i  in  I2  über,  und  nach  der 
Definition  §.  99  bleibt  I12  ungeändert,  I13  geht  in  I23  über  u.  s.  f. 

Wenn  wir  also  in  der  Reihe  der  Wurzeln  [i  ¥\  die  Ziffern 
1  bis  7  beliebig  permutiren,  so  erhalten  wir  lauter  Permutationen 
der  Gruppe  P. 

Nun  haben  wir  im  §.  100  gesehen,  dass  bei  der  Anordnung 
in  syzygetische  und  azygetische  Tripel  und  in  Folge  dessen  auch 
in  Complexe  und  vollständige  Systeme  die  Ziffer  8  mit  den 
übrigen  Ziffern  1  bis  7  vollständig  gleichberechtigt  auftritt,  und 
da  die  Zuordnung  der  Wurzel  1^^  zu  dem  Paare  |i|fc  [durch 
die  Formel  §.  101,  (5)]  nach  §.  99  nur  von  dieser  Anordnung 
abhängt,  so  können  wir  auch  die  Ziffern  1,  2,  .  .  .,  7,  8  permu- 
tiren, ohne  dass  wir  aus  der  Gruppe  P  herauskommen.  Es  ist 
also  in  P  ein  Theiler  enthalten,  der  mit  der  symmetrischen 
Gruppe  der  Permutationen  von  acht  Elementen  isomorph  ist,  der 
also  den  Index  36  hat  und  den  wir  mit  S  bezeichnen  wollen. 

Um  die  noch  fehlenden  Permutationen  von  P  zu  bestimmen, 
lassen  wir  an  Stelle  des  Siebener- Systemes  |i,  .  .  .,  ^7  ein  neues 
vom  Typus  ^  s^  treten,  etwa  so : 

/.n  ^18],  [28],  [38],  [48],  [58],  [68].  [7  8]^ 

^-^  V[2  3],  [3  1],  [1  2],  [4  8],  [5  8],  [6  8],  [7  8]/  ' 
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und  bezeichnen  die  hierdurch  bedingte  Permutation  in  doppelter 
Weise  mit 

(3)  -^1,2,3,8    =    ^4,5,6,7) 

indem  wir  festsetzen,  dass  Ua^a^a^a^  und  n.j^Sz..i,^^s^  dasselbe  be- 
deuten sollen,  wenn  ß^^  ß^^  ft,  ß^^  irgend  eine  Permutation  von 
«1,  «2^  «35  «4  ist,  oder  wenn  «j,  «2,  «3,  «4,  ft,  ß.^^  ß.^^  ß^  zusammen 
alle  acht  Ziffern  umfassen. 

Durch  dies  Zeichen  ist  die  Yertauschung  (2)  eindeutig  be- 
zeichnet, und  die  Anzahl  der  verschiedenen  Permutationen  dieser 
Art  beträgt  genau  35,  so  dass  wir  die  ganze  Gruppe  P  durch 
die  Nebengruppen  so  darstellen  können: 

(4)  P=Ä+2;S77„,„,„3„„ 

worin  «j,  «2,  «3,  «^  alle  Systeme  von  vier  Ziffern  aus  der  Reihe 
1,  2,  ...,  8  durchlaufen,  wobei  eine  beliebige  Ziffer,  z.  B.  «^  =  8, 
festgehalten  werden  kann. 

Um  den  Einfluss  von  -^1,2,3,8  auf  irgend  eine  Wurzel  [^  k] 
zu  erkennen,  genügt  es,  die  drei  Wurzeln  [1  2],  [1  4],  [4  5]  zu 
betrachten,  weil  1,  2,  3  einerseits,  4,  5,  6,  7  andererseits  ganz 
gleichartig  in  -T/i  2,3,8  vorkommen. 

Diese  Vertauschungen  erhält  man  einfach  aus  der  Be- 
merkung, dass  [1  2],  [1  4]  nach  §.  99  die  in  dem  Complex 

(5)  [2  8]  [1  2],  [3  8]  [1 3],  [4  8]  [1 4],  [5  8]  [1  5],  [6  8]  [1  6],  [7  8]  [1  7] 

mit  [2  8]  und  [4  8]  verbundenen  Wurzeln  sind,  und  dass  ebenso 
[4  5]  die  mit  [5  8]  verbundene  Wurzel  in  dem  Complexe 

(6)  [1 8]  [1  4],  [2  8]  [2  4],  [3  8]  [3  4],  [5  8]  [5  4],  [6  8]  [6  4],  [7  8]  [7  4] 

ist.  Durch  die  Vertauschung  (2)  gehen  aber  die  Complexe  (5) 
und  (6)  in  folgende  über,  wie  man  leicht  aus  der  Darstellung 
der  Complexe  im  §.  99  findet  [der  Complex  (5)  bleibt  als  Ganzes 
umgeändert] : 

[3  1]  [3  8],  [2  1]  [2  8],  [4  8]  [1 4],  [5  8]  [5  1],  [6  8]  [6  1],  [7  8]  [7  1] 
[2  3]  [1  4],  [3  1]  [2  4],  [1  2]  [3  4],  [5  8]  [6  7],  [6  8]  [5  7],  [7  8]  [5  6], 

woraus  man  folgende  durch  IZi^2,3,8  bewirkte  Vertauschungen 
erhält : 

•/7^  [1  2],  [1  4],  [4  5] 

^  ^  [3  8],  [1  4],  [6  7]. 

Aus  (2)  und  (7)  lässt  sich  nun  folgende  allgemeine  und 
einfache  Regel  ableiien. 

Weber,  Algebra.    II.  q- 
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3.    Bedeuten  Wj,  «2^  ^«3,  «4,  /^i,  ß^^  ft,  /34  zusammen  alle 
acht  Ziffern,  so  hat  man,  um  den  Einfluss  von 

auf  irgend  eine  Wurzel  [ft  v]  zu  bestimmen,  zu 
unterscheiden,  ob  /it,  v  beide  unter  den  a  oder 
beide  unter  den  /3,  oder  ob  die  Ziffer  ft  unter 
den  «,  V  unter  den  ß  vorkommt.  In  den  ersten 
Fällen  geht  [u  v]  in  [ft'  v']  über,  wenn  ft,  v,  ft',  v' 
entweder  alle  a  oder  alle  ß  bedeuten;  im  dritten 
Falle  bleibt   [^  v]  ungeändert. 

In  allen  Fällen  sind  die  Permutationen  TIa^a^a.^a^  nur  vom 
2*®^  Grade,  führen  also  bei  einmaliger  Wiederholung  zur  Iden- 
tität zurück. 

Damit  ist  die  Gruppe  P  vollständig  bestimmt  und  dar- 
gestellt, und  um  die  Gesetze  der  Composition  in  P  festzustellen, 
sind  nur  noch  wenige  Formeln  nöthig,  die  sich  aus  der  oben 
aufgestellten  Regel  leicht  ergeben.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass 
man  zwei  von  einander  verschiedene  der  Permutationen  Ua^  a^a.^u^ 
immer  so  annehmen  kann,  dass  sie  im  Index  zwei  oder  drei 
Ziffern  gemein  haben ^  da  man,  wenn  sie  nur  eine  Ziffer  gemein 
haben,  für  den  Index  der  einen  seine  Ergänzung   nehmen  kann. 

Es  möge  nun 

/l,    2,    3,    4,    5,    6,    7, 
6  = 


^  /l,    2,    3,    4,    5,    6,    7,    8\ 

Vwi,    «21   «3^    «4,   «ö,    «<i7    %,   CCg/ 


irgend  eine  Permutation  der  acht  Ziffern  sein  und  (a,  ß)  die 
Transposition  der  beiden  Ziffern  a  und  /3,  also  ein  Element  aus 
jS,  bedeuten.    Dann  ist 

(8)  A,2,3,4Ö   =   Ö77«^«^a3a4, 

(9)  A,2,3,4    ^1,2,3,4    =    1, 

(10)  A,2,3,4    ^1,2,3,5   =   (4,5)   i7l,2,3,4, 

(11)  i7i,2,3,4  J7i,2,5,6  -=  (1, 2)  (3, 4)  (5,  6)  (7, 8)  77i,2,7,8. 

Man  beweist  diese  Formeln  leicht  nach  der  Regel  3.,  wenn 
man  die  einzelnen  Fälle  durchgeht,  wobei  natürlich  nur  eine 
ganz  kleine  Zahl  von  Typen  zu  betrachten  sind;  so  geht  z.  B. 
[14]  durch  /7i^2,3,4  in  [2  3],  dies  durch  i7i,2,3,5  in  [15]  über,  und 
[15]  wird  durch  -^^1,2,3,4  nicht  mehr  geändert,  folglich  bewirkt 

(12)  ^1,2,3,4  ^1,2,3,5  -^1,2,3,4 
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die  Vertauschung  von  [1  4]  mit  [1  5]  in  Uebereinstimmung  mit 
der  Formel  (10).  Ebenso  leicht  erkennt  man,  dass  z.  B.  [1  2] 
durch  (12)  nicht  geändert  wird. 


§.  103. 

Einfachheit   der   Gruppe   des   Doppeltangenten- 
problems. 

Die  Darstellung  der  Gruppe  P,  die  wir  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelt  haben,  liefert  uns  nun  einen  ganz  einfachen 
Beweis  dafür,  dass  diese  Gruppe  keinen  Normaltheiler  hat, 
also  nach  unserer  früher  gebrauchten  Ausdrucksweise  einfach 
ist,  woraus  dann  folgt,  dass  die  Gruppe  nicht  durch  Adjunction 
von  Irrationalitäten  mit  kleinerer  Gruppe,  also  beispielsweise 
nicht  durch  cyklische  Gleichungen  erniedrigt  werden  kann. 

Wir  stellen  P  in  der  Form  (4),  §.  102,  dar: 

(1)  P=>S  +  Z57T«,„,,„3,«,, 

worin  S  die  ganze  Gruppe  aller  Permutationen  von  acht  Ziifern 
ist.  Die  Gruppe  S  hat  einen  Normaltheiler  S'  vom  Index  2, 
nämlich  die  alternirende  Gruppe  der  acht  Ziffern,  die  ihrer- 
seits einfach  ist,  und  jeder  Normaltheiler  von  S,  der  nicht  aus 
der  einzigen  identischen  Permutation  besteht,  muss  die  ganze 
Gruppe  >S"  enthalten.     Wir  setzen 

(2)  s=:  S'  +  S'\ 

worin  S"  =  S'6  ist,  wenn  6  irgend  eine  Permutation  der  zweiten 
Art,  z.  B.  eine  Transposition  bedeutet. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  es  sei  Q  ein  Normaltheiler  von  P,  der 
nicht  aus  der  einzigen  identischen  Substitution  besteht. 

Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  Von  Q  und  S  ist  dann 
ein  Normaltheiler  von  5,  und  muss  daher,  wenn  er  nicht  die 
identische  Gruppe  ist,  die  Gruppe  >S'  enthalten.    Daraus  folgt: 

1.    Wenn  Q  eine  nicht  identische  Permutation  aus  S 
enthält,  so  enthält  Q  die  ganze  Gruppe  S'. 

Wir  beweisen  sodann,  dass  $,  wenn  es  die  Gruppe  S'  ent- 
hält, mit  P  identisch  sein  muss. 

Wenn  nämlich  Q  die   ganze  Gruppe  S'  enthält,   so  enthält 

25* 
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es  als  Normaltheiler  von  P  auch,  wenn  (4, 5,  6)  ein  dreigliedriger 
Cjklus  aus  S'  ist  [nach  §.  102,  (8),  (10)]: 

A,2,3,5   (5,4,6)    iTi,2,3,5   =  (5,4,6)   7Ti,2,3,4   A,2,3,5 

=  (5,4,6)  (4,5)  77i,2,3,4, 
und  folglich  auch 

5^'(4,5)ill,2,3,4=    /S"7Ti,2,3,4. 


Ist  nun 


^  ^  /l,    2,    3,    4,    5,    6,    7, 

\04i,    «2,    «3,    0«4,    «5,    C«6,    «7, 


eine  Permutation  aus  S^  in  der  Wj,  «35  ^3i  "4  beliebig  gegeben 
sind,  so  kann  man  die  Anordnung  der  0C5,  ocg,  0C7,  w^  noch  so 
wählen,  dass  6  nach  Belieben  zu  5'  oder  zu  S"  gehört.  Wählt 
man  6  in  S'  und  beachtet,  dass  dann  S"  =  S"  ö-'^  ist,  so  er- 
giebt  sich,  dass  auch 

in   Q  enthalten  sein  muss.     Nun  ist  aber  auch 

^l,2,3,4(3,5)(4,6)77i,2,3,4   =   (3,  5)  (4,  6)    JTi,2,5,6    /Il,2,3,4 

=  (3, 5)  (4, 6)  (1,  2)  (3, 4)  (5, 6)  (7, 8)  7Ti,2,7,8 
=  (l,2)(3,6)(4,5)(7,8)77i,2,7,8, 
und  da  (1,  2)  (3,  6)  (4,  5)  (7,  8)  zu  S'  gehört,   so  enthält   Q  auch 
'S"I7i^2,7,8?   und  folglich,   wie  oben,   alle   S' na^^a^^a^^^a^^   also   auch 
alle  S  Tla^a^a^a^^  uud  mithin  auch 

d.  h.  Q  umfasst  die  ganze  Gruppe  P.  Daraus  folgt  in  Ver- 
bindung mit  1.: 

2.  Wenn  ein  Normaltheiler  Q  von  P  ausser  der 
identischen  Permutation  noch  irgend  eine 
Permutation  mit  S  gemein  hat,  so  ist  Q  mit  P 
identisch. 

Es  kann  nun  ferner  die  Frage  sein,  ob  Q  eine  Permutation 
aus  einer  der  Nebengruppen  von  (1),  also  ein  Element  von  der 
Form  öi7i^2,3,4  enthalten  kann,  ohne  mit  P  identisch  zu  sein. 
Ist  zunächst  0  =  1,  enthält  also  Q  das  Element  7Ti^2,3,4,  so  ent- 
hält es  als  Normaltheiler  von  P  auch  alle  anderen  Ila^a^a.ja^i 
wie  aus  der  Formel  §.  102,  (8)  zu  ersehen  ist,  und  damit 
auch  ili,2,3,4  -^1,2,3,5  -^1,2,3,4  ==  (4,  5),  und  ist  also  nach  2.  mit  P 
identisch. 
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Ist  aber  6  von  1  verschieden,  so  kann  man  ein  Ziffernpaar 
oc.  ß,  beide  unter  den  1,  2,  8,  4  oder  beide  unter  den  5,  6,  7,  8, 
so  wählen,  dass  die  Transposition 

ö  («,  ß)  ö-i  =  («'.  ß') 

von  (a,  /3)  verschieden  ist.  Denn  nimmt  man  zunächst  für  « 
eine  durch  6—^  veränderte  Ziffer,  so  ist  cc'  von  «  verschieden 
(Bd.  I,  §.  154,  6.),  wählt  man  dann  für  ß  eine  Ziffer,  die  durch 
6~i  nicht  in  «  übergeht  und  die  mit  oc  zugleich  in  der  ersten 
oder  in  der  zweiten  Hälfte  der  acht  Ziffern  vorkommt,  die  gewiss 
immer  existirt,  w^eil  nur  eine  Ziffer  durch  6—^  in  oc  übergeht, 
so  ist  («',  ß')  von  («,  ß)  verschieden.  Dann  folgt  aber,  dass  in 
der  Gruppe  Q  das  Element  («,  /3)  ö  /Ii,2,3,4  («,  ß)-,  und  folglich 
auch  [nach  §.  102,  (8),  (9)] 

(«,  ß)  ö  7Ii,2.3,4  («.  ß)  ill,2.3,4  Ö-^  =  («,  i3)  Ö  («,  ^ )  ö-l  =  («,  ^)  («',  ß') 

vorkommt,  und  dies  ist  eine  von  der  Identität  verschiedene  Per- 
mutation aus  S.     Damit  ist  also  bewiesen : 

3.    Die  Gruppe  P  der  Doppeltangentengleichung  ist 
einfach. 

Als  specielle  Anwendung  können  wir  hervorheben,  dass  die 
Gruppe  P  unter  den  28  Wurzeln  der  Doppeltangentengleichung 
nur  Permutationen  der  ersten  Art  bewirken  kann,  und  dass 
folglich  die  Discriminante  dieser  Gleichung  ein 
Quadrat  ist. 

Bezeichnen  wir  nämlich  für  den  Augenblick  mit  G  die 
Gruppe  aller  Permutationen  der  28  Wurzeln  und  mit  Ä  die 
darin  als  Normaltheiler  enthaltene  alternirende  Gruppe,  so  ist 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  Ä  und  P  ein  Normal- 
theiler von  P  und  muss  also  mit  P  identisch  sein;  d.  h.  P  ist 
in  Ä  enthalten. 

W^enn  man  die  Gruppe  der  Permutationen  aufsucht,  die 
eine  der  Wurzeln  der  Doppeltangentengleichung,  etwa  [1  2],  un- 
geändert  lassen,  so  findet  man  eine  Gruppe,  die  für  die  übrigen 
27  W^urzeln  noch  transitiv  ist  i). 


1)  Diese  Gruppe  ist  nach  einem  geometrischen  Satze  von  Geiser 
isomorph  mit  der  Gruppe  der  Gleichung  27sten  Grades,  von  der  die  Lösung 
des  Problems  der  27  Geraden  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  abhängt. 
(Mathem.  Annalen,  Bd.  I.). 
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Um  dies  nachzuweisen,  genügt  es  zu  zeigen,  dass  durch  die 
Permutationen  dieser  Gruppe  irgend  eine  Wurzel,  etwa  [1  3],  in 
jede  andere  (mit  Ausnahme  von  [1  2])  übergehen  kann.  Nun 
geht  aber  [1,  3]  durch  Permutationen  der  Gruppe  S^  durch  die 
1,  2  ungeändert  bleiben,  in  [1  4],  .  .  .,  [18]  über;  ebenso  [2  3]  in 
[2  4],  .  .  .,  [2  8].  Es  bleibt  also  noch  zu  zeigen,  dass  man  [13] 
auch  in  [2  3]  und  in  [4  5]  überführen  kann.  Dies  zeigt  aber 
der  Anblick   der  drei  folgenden  vollständigen  Siebener -Systeme: 

[12]  [13]  [14]  [15]  [16]  [17]  [18] 
[1  2]  [2  3]  [2  4]  [2  5]  [2  6]  [2  7]  [2  8] 
[12]  [4  5]  [3  4]  [3  5]  [16]  [17]  [18]. 

Die  Gruppe  P  ist  hiernach  zweifach  transitiv.  Sie  kann 
aber  nicht  mehr  als  zweifach  transitiv  sein»  Denn  lässt  man 
zwei  Wurzeln  ungeändert,  so  kann  eine  mit  diesen  beiden  syzy- 
getische  Wurzel  nicht  in  eine  azygetische  übergeführt  werden. 
Durch  Adjunction  von  zwei  Wurzeln  wird  die  Doppeltangenten- 
gleichung reducibel.  Es  löst  sich  ein  Factor  10*®^  Grades  ab, 
dessen  Wurzeln  mit  den  beiden  gegebenen  einen  St  ein  er 'sehen 
Complex  bilden  (die  Function  X  im  Satze  1.,  §.  101). 

Unter  den  Divisoren  der  Gruppe  P  ist  besonders  die 
Gruppe  S  vom  Index  36  bemerkenswerth.  Diese  Gruppe  ist  noch 
transitiv,  weil  durch  sie  [1  2]  in  jede  beliebige  Wurzel  [tc  A] 
übergeführt  werden  kann.  Sie  ist  aber  nur  noch  einfach  tran- 
sitiv, weil  bei  festgehaltenem  [1  2]  die  Wurzel  [1  3]  nicht  mehr 
in  [4  5]  übergehen  kann. 

Durch  Adjunction  einer  Wurzel  einer  Gleichung  36^*^^  Grades 
wird  also  die  Gruppe  der  Doppeltangentengleichung  auf  die 
Gruppe  einer  allgemeinen  Gleichung  8*^^  Grades  reducirt. 

Setzt  man  z.  B. 

«1  =  [12]  [13]  [14]  [15]  [16]  [17]  [18], 

und  definirt  entsprechend  %,  ^3,  ...,  v^,  so  ist  jede  symmetrische 
Function  dieser  acht  Grössen,  z.  B. 

W^urzel  einer  Gleichung  36^*®^  Grades.  Adjungirt  man  dem 
Problem  die  Grösse  u.  so  werden  die  Vj,  ^3?  •  •  o  ^s  ^^^  Wurzeln 
einer  Gleichung  8*^^  Grades,  die  keinen  Affect  hat. 
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§■   104. 
Realität   der   Doppeltangenten. 

Wir  wollen  noch  die  Frage  erörtern,  wie  sich  bei  einer 
reellen  Curve  vierter  Ordnung  ohne  singulären  Punkt  die  Doppel- 
tangenten in  Bezug  auf  ihre  Realität  verhalten  können.  Wir 
nehmen  also  jetzt  die  Coefficienten  der  Gleichung  der  Curve 
vierter  Ordnung  reell  an,  d.  h.  wir  setzen  einen  reellen  Ratio- 
nalitätsbereich voraus. 

Wenn  dann  eine  Doppeltangente  J  imaginär  ist,  so  muss 
auch  die  conjugirte  Gerade  ^'  Doppeltangente  sein. 

Wenn  wir  in  einer  rationalen  Gleichung  zwischen  den  Wur- 
zeln der  Doppeltangentengleichung  jede  imaginäre  Wurzel  durch 
die  conjugirte  ersetzen,  so  entsteht  wieder  eine  richtige  Glei- 
chung. Es  folgt  daraus,  dass  zu  syzygetischen  oder  azvgetischen 
Systemen  vom  Doppeltangenten  conjugirte  Systeme  desselben 
Charakters  gehören,  die  man  erhält,  wenn  man  überall  i  durch 
—  i  ersetzt. 

Ein  St  ein  er  scher  Complex  C  geht  daher  durch  Uebergang 
von  i  zu  — i  in  einen  Steiner  sehen  Complex  C  über  und  wir 
unterscheiden  zwei  Fälle: 

Ist  C  mit  C  identisch,  so  nennen  wir  C  ^=  C  einen  reellen 
Complex. 

Ist  aber  C  von  C  verschieden,  so  bilden  sie  ein  conjugirtes 
Complexpaar. 

Die  Paare  eines  reellen  Complexes  bestehen  entweder  aus 
zwei  reellen  Doppeltangenten  oder  es  sind  conjugirte  Paare  ^,  |', 
oder  sie  enthalten  zwei  nicht  conjugirte  imaginäre  Doppel- 
tangenten I,  rj.  Im  letzteren  Falle  muss  dann  im  Complex  auch 
das  aus  den  conjugirten  Doppeltangenten  |',  rj'  gebildete  Paar 
vorkommen.  Zwei  solche  Paare  (J,  t^),  (|',  j^')  wollen  wir  ein 
conjugirtes  Doppelpaar  nennen. 

Niemals  kommt  in  einem  reellen  Complexe  eine  reelle 
Wurzel  X  mit  einer  imaginären  |  gepaart  vor.  weil  sonst  neben 
dem  Paare  (x,  |)  auch  das  conjugirte  Paar  (x,  |')  in  demselben 
Complexe  vorkommen  müsste,  was  unmöglich  ist,  da  diese  beiden 
Paare  ein  gemeinschaftliches  Element  x  enthalten  würden. 

Ein  Aronhold'sches  Siebener -System  S  geht  durch  Ver- 
tauschung aller  seiner  Elemente  mit  den  conjugirten  in  ein  eben- 
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solches  System  S'  über,  und  wir  nennen  ein  solches  System 
reell,  wenn  S  mit  S'  identisch  ist.  Ein  reelles  Siebener-System 
enthält  daher  zu  jeder  in  ihm  vorkommenden  Wurzel  |  die  con- 
jugirte  I',  und  muss  folglich  wenigstens  eine,  immer  aber  eine 
ungerade  x\nzahl  von  reellen  Doppeltangenten  enthalten. 
Wir  leiten  jetzt  der  Reihe  nach  die  Hauptsätze  ab: 

1.  Es  können  nicht  alle  Doppeltangenten  ima- 
ginär sein. 

Es  sei  nämlich  §,  |'  ein  conjugirtes  Paar  und  rj  eine  dritte 
imaginäre  Doppeltangente,  so  dass  die  drei  |,  |',  7]  azyge tisch 
sind.  (Dies  wäre  sicher  möglich,  wenn  alle  Doppeltangenten 
imaginär  wären.)  Ist  rj'  zu  r]  ^conjugirt,  so  haben  wir  die  beiden 
azygetischen  Tripel: 

!,!',>?;    I,  r,  V. 

Da  hiernach  in  dem  durch  das  Paar  |  rj  bestimmten  Stein er'- 
schen  Complexe  |'  nicht  vorkommt,  so  ist  dieser  Complex 
imaginär. 

Wir  stellen  ihn  mit  seinem  conjugirten  Complexe  zusammen: 

/|X  1)       |l?,     Il^l,      |2>?2,     ^3^3,     1*^4,     ^6% 

2)       ^'ri\     ^irjil^2V2,      ^3^3,      |4^4,      Sö^S, 

indem  wir  unter  |^-,  ril  die  zu  1^,  rii  conjugirten  Elemente  ver- 
stehen, so  dass,  falls  ^i  reell  ist,  ^i  =  |^-  zu  setzen  ist,  und  um- 
gekehrt auch  aus  |,-  r=  |;-  folgt,  dass  |i  reell  ist. 

Es  sind  nun  zwei  Möglichkeiten  zu  unterscheiden.  Wenn 
erstens  die  Complexe  1),  2)  ein  syzygetisches  Paar  bilden  (§.97), 
so  haben  sie  vier  syzygetische  Elemente  gemein.  Darunter 
können  |,  rj,  |',  rj'  nicht  vorkommen,  und  wir  beschränken  daher 
die  Allgemeinheit  nicht,  wenn  wir  annehmen,  es  seien  |i,  rj^^  I25  V2 
die  gemeinschaftlichen  Elemente.  Diese  können  in  ihrer  Ge- 
sammtheit  aber  nicht  verschieden  sein  von  |i,  rji,  I2,  ^21  da  <^er 
Uebergang  zu  den  accentuirten  Buchstaben,  d.  h.  zu  den  con- 
jugirt  imaginären  Grössen,  wodurch  1)  in  2)  übergeht,  überall 
gestattet  ist. 

Nun  ist  die  Annahme  |i  =  rji  ausgeschlossen,  weil  daraus 
Ji  =  7j^  folgen  würde  und  1)  von  2)  nicht  verschieden  wäre. 

Ist  li  =  li,  so  ist  li  reell. 

Ist  aber  |i  =  I2,  I2  =  I11  so  ist  rj^  =  i?i,  also  rj^^  reell, 
und  davon  ist  die  Annahme  ^^  =  1^2,  li  =  ^2>  I2  =  I2  nicht 
wesentlich  verschieden. 
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Dieser  Fall  führt  also  immer  auf  eine  reelle  Doppeltangente. 

Wenn  aber  zweitens  das  Complexpaar  1),  2)  azyge tisch 
ist.  so  enthält  jedes  Paar  des  einen  Complexes  ein  Element, 
was  auch  im  anderen  Complexe  vorkommt,  und  ein  Element, 
was  im  anderen  nicht  vorkommt.  Kommt  also  etwa  rj  im  Com- 
plexe 2)  vor,  so  können  wir,  ohne  Beeinträchtigung  der  All- 
gemeinheit r]  =r  r]i.  Y]'  =  Y}^  annehmen,  und  erhalten  folgende 
Paare  in  1)  und  2) 

.,.  1)      in.   liV 

Wenn  ferner  ri^  in  1)  und  2)  vorkommt,  so  kann  r^.,  nicht 
gleich  I2  sein,  weil  sonst  1)  'das  Paar  ^0  I2  enthielte  und  folglich 
reell  wäre. 

Wenn  ^^  =  rj2  ist,  so  ist  yjo  reell.  Ist  aber  ri.2  gleich  einem 
Element  der  drei  letzten  Paare  von  2),  so  können  wir  es  ohne 
Beschränkung  =  rjs  annehmen,  also  rjo  ^=  ri^,  %  =  V2- 

Dann  sind  aber  nach  dem  Satze  g.  96,  3.  sowohl  rj,  rj.,.  rj2  als 
t/,  rj\  rio  azygetisch.  Die  beiden  Paare  r]  rjo,  rj'  »^2  bestimmen  zwei 
Complexe,  deren  zweiter  weder  r]  noch  ry^  enthält,  und  die  daher 
ein  syzygetisches  Paar  bilden.  Damit  sind  wir  auf  die  erste 
Annahme  zurückgeführt  und  unser  Satz  1.  ist  bewiesen. 

Es  giebt  also  immer  mindestens  zwei  reelle  Doppel- 
tangenten. 

2.    Es  giebt  immer   mindestens   ein   System   von   vier 
reellen   syzygetischen  Doppeltangenten. 

Beim  Beweise  dieses  Satzes  gehen  wir  aus  von  einem  nach 
1.  immer  existirenden  reellen  Paare  x  ij ,  und  betrachten  den 
reellen  Complex,  der  durch  dies  Paar  bestimmt  ist.  Da  die  con- 
jugirten  Doppelpaare  je  zwei  Paare  sind,  so  muss  unter  den 
sechs  Paaren  dieses  Complexes  entweder  ein  zweites  reelles  Paar 
vorkommen,  und  dann  trifft  der  Satz  2.  zu,  oder  er  muss  ein 
conjugirtes  Paar  1 1'  enthalten. 

Im  letzteren  Falle  betrachten  wir  das  durch  diese  beiden 
Paare  bestimmte  syzygetische  Complextripel,  in  dem  alle  28 
Doppeltangenten  vorkommen  (§.  97.  4.): 

2)  x^.,     iji',    ^,ri, 

3)  ^1'.     ^^     tirii, 
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von  denen  die  beiden  letzten  conjugirt  imaginär  sind,  und  folg- 
lich, da  sie  ausser  ;r,  ?/,  |,  |'  kein  gemeinschaftliches  Element 
haben,  nur  noch  imaginäre  Paare  enthalten,  von  denen  wir  eins, 
li  7^1,  nebst  dem  dazu  conjugirten  ^{rji  mit  aufgeführt  haben. 

Es  genügt  demnach,  wenn  wir  die  Existenz  von  einer 
weiteren  reellen  Doppeltangente  beweisen  können.  Denn  diese 
muss  dann  in  1)  vorkommen  und  muss  in  diesem  Complexe  zu 
einem  reellen  Paare  gehören. 

Jetzt  bilden  wir  noch  die  beiden  conjugirten  Complexe: 

5)       x^i,     ^'fii, 
in  denen  y  gewiss  nicht  vorkommt,  da  sonst  x^^^y  azygetisch 
wären  (§.  96,  3.).     Aus  demselben  Grunde   kommt  |  nicht  in  5) 
und  I'  nicht  in  4)  vor. 

Wenn  nun  zunächst  die  Complexe  4)  und  5)  syzygetisch 
sind,  so  muss  |i  in  5)  und  |i  in  4)  vorkommen,  und  wenn  4) 
das  Paar  p  |i  enthält,  so  muss  in  5)  das  Paar  p  |i  vorkommen. 
Es  ist  also  p  mit  seinem  conjugirten  Elemente  identisch,  d.  h. 
reell. 

Wenn  zweitens  die  Complexe  4)  und  5)  azygetisch  sind,  so 
kommen  |i,  J  nicht  in  5)  vor,  und  es  muss  t]-^  in  5)  enthalten 
sein.  Wenn  iq-^  in  5)  mit  einem  imaginären  Elemente  I2  gepaart 
ist,  und  wenn  in  4)  noch  ein  weiteres  imaginäres  Paar  I3  7^3  vor- 
kommt,  so  setzen  sich  diese  Complexe  in  folgender  Weise   fort: 

4)  ^ll,       1^1,       12^1^       Is^;^,       l3>?4 

5)  r^li',     h,'7][,    ^2Vi^     Ss'j^s,     Is^i, 

worin  auch  774  imaginär  ist,  und  durch  die  accentuirten  Buch- 
staben immer  die  conjugirten  Elemente  zu  den  unaccentuirten 
verstanden  sind.  Die  beiden  Complexe  enthalten  dann  nur  noch 
je  ein  Paar  ^^r}-^^  Is'f^s,  die  ein  gemeinschaftliches  Element  ent- 
halten müssen.  Es  kann  aber  nicht  I5  ==  1^5  sein,  weil  sonst 
auch  I5  =  1^5,  und  mithin  beide  Paare  identisch  wären.  Also 
muss  I5  =  I5  (oder  rj--,  =  rj^)  sein ;  d.  h.  eine  dieser  beiden  Doppel- 
tangenten ist  reell,  und  damit  ist  unser  Satz  2.  bewiesen. 

3.  Wenn  ausser  den  vier  reellen  Doppeltangenten 
^'1  y^  Pi  3i  deren  Existenz  der  Satz  2.  behauptet, 
noch  eine  weitere  vorhanden  ist,  so  existiren 
acht  reelle  Doppeltangenten,  die  in  einem 
Steiner'schen  Complexe  vier  Paare  bilden. 
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Wir  bilden  das  reelle  syzygetische  Complextripel ,  in  dem 
alle  Doppeltangenten  vorkommen  müssen: 

1)  xij,    pq 

2)  xp,     yq 

3)  xq,     yp. 

Ist  eine  fünfte  reelle  Doppeltangente  r  vorhanden,  so  können 
wir  annehmen,  sie  komme  im  Complexe  1)  vor.  Dann  muss  aber 
dieser  Complex  ein  drittes  reelles  Paar  rs  enthalten,  und  ent- 
weder ein  viertes  reelles  Paar,  in  welchem  Falle  der  Satz  3. 
schon  zutrifft,  oder  ein  conjugirtes  Paar  q  q'. 

Enthält  der  Complex  2)  nicht  lauter  reelle  Doppeltangenten, 
ein  Fall,  in  dem  gleichfalls  der  Satz  3.  zutreffen  würde,  so  muss 
in  2)  ein  imaginäres  Paar  |  r]  vorkommen,  und  danach  betrachten 
wdr  also  die  folgenden  Complexe: 

1)  xy,    pq,    rs,    q  q' 

2)  xp,    yq,    ^1] 

4)      xr,    y  s. 

Die  beiden  Complexe  2),  4)  sind  aber  azygetisch,  da  z.  B. 
r  in  2)  nicht  vorkommt  [weil  es  in  1)  vorkommt].  Folglich 
kann  4)  auch  nur  eine  der  beiden  J,  rj  enthalten,  und  folglich 
können,  da  der  Complex  4)  reell  ist,  |,  t^  nicht  conjugirt  sein. 
Es  ergiebt  sich  daraus  für  2)  und  4)  je  ein  conjugirtes  Doppel- 
paar, und  wir  haben: 

2)       xp,    yq,    ^ri,    t' r]' 
4)       xr,     ys,    |S,    1'^'- 

worin  ^,  ^'  wieder  ein  Paar  conjugirter  Doppeltangenten  be- 
deutet. 

Nun  bilden  wir  den  sowohl  mit  2)  als  mit  4)  syzygetischen 
reellen  Complex 

5)  H',  nn\  Sr, 

der  keines  der  Elemente  x,  y,p,  q,  r,  s  enthalten  kann ,  und 
ferner  die  beiden  conjugirt  imaginären  Complexe 

6)  x^,    pi],    ri 

7)  xi\    pri\    rl', 

und  5),  6),  7)  bilden  ein  azygetisches  Tripel,  y,  q,  s  kommen 
in  6)  und  7)  nicht  vor,  denn  sonst  müssten  sie  mit  je  zweien 
der  X,  p,  r  azygetisch  sein ,   was  nach   2)  und  4)   unmöglich  ist. 
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Es  ist  also  jeder  der  Complexe  6),  7)  azygetisch  mit  dem  Com- 
plexe  1),  und  es  muss  also  eine  und  nur  eine  der  beiden  Doppel- 
tangenten (),  q'  in  6)  vorkommen;  ist  dies  q^  so  ist  q'  in  7)  ent- 
halten. Ist  Q  6  ein  Paar  von  6),  so  ist  ö  von  seinem  conjugirten 
ö'  verschieden,  weil  sonst  6  q'  in  7)  und  folglich  g  q'  in  5)  vor- 
kommen müsste,  was  nicht  der  Fall  ist.  Also  haben  wir,  wenn 
r,  t'  zwei  weitere  conjugirt  imaginäre  Doppeltangenten  sind,  die 
Complexe : 

6)  x^,    prj.r^,    Qö,    ö'v 

7)  rrr,    PV',    r^\    q' ö',    6x'. 

Ist  t  l  das  letzte  Paar  des  Complexes  6),  so  kommt  das 
Paar  t'  V  in  7)  vor,  und  diese  beiden  Paare  müssen  ein  gemein- 
sames Element  enthalten.  Da  aber  l  nicht  gleich  f  sein  kann, 
weil  sonst  beide  Paare  identisch  wären,  so  muss  t  =  t'  (oder 
A  =  l\  was  nicht  wesentlich  verschieden  ist)  sein;  es  ist  also  t 
reell,  und  es  wird : 

6)  x^,   prj,    r^,    Qö,    ö't,    tl 

7)  ^r,   PV\    ri\    q'6\    6x\    tl'. 

Jetzt  kehren  wir  zu  dem  syzygetischen  Complextripel  1),  2),  3) 
zurück.  Da  wir  aus  6)  schliessen,  dass  xpt  und  xrt  azygetisch 
sind,  so  kann  t  weder  in  2)  noch  in  3)  vorkommen,  und  muss 
also  in  1)  enthalten  sein.  Da  aber  1)  ein  reeller  Complex  ist, 
so  muss  darin  t  mit  einer  reellen  Doppeltangente  u  gepaart  er- 
scheinen, und  der  Complex  1)  wird 

xy,    pq,    rs,    tu, 

wodurch  unser  Satz  3.  bewiesen  ist. 

4.    Wenn  in  einem  Complexe  fünf  reelle  Paare  vor- 
kommen, so  sind  alle  Doppeltangenten  reell. 

Gehen  wir  aus  von  einem  Complexe  mit  fünf  reellen  Paaren 

1)  ^1^1,     ^22/2,     %2/3,     ^4^/4,     ^5^5, 

und  nehmen  zunächst  an,  dass  ausser  dem  letzten  Paare  dieses 
Complexes  noch  eine  imaginäre  Doppeltangente  |  existire,  dann 
ist  auch  eine  conjugirte  Doppeltangente  |'  vorhanden,  und  der 
durch  das  Paar  |  |'  bestimmte  reelle  Complex  2)  ist  mit  1) 
syzygetisch  [weil  |  und  |'  nicht  in  1)  vorkommen].  Die  vier 
gemeinschaftlichen  Elemente   von   1)   und   2)  müssen   aber   reell 
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sein,   weil   2)   als  reeller   Complex   keine    reelle   Doppeltangente 
mit  einer  imaginären  gepaart  enthalten  kann. 
Es  sei  also 

2)      §1',    x^x^,    y^ij^, 

und  daraus  leiten  wir  die  zwei  Complexe  her: 

3)  xA.     X.A' 

4)  ^il',     X2^, 

die  mit  einander  syzygetisch  sind,  und  mithin  ausser  den  vier 
angegebenen  kein  Element  gemein  haben.  Sie  sind  aber  zugleich 
conjugirt,  und  daher  kann  in  3)  ausser  x^^  x.^  keine  reelle  Doppel- 
tangente vorkommen.  Nun  sind  aber  1)  und  3)  azygetisch,  weil 
J  in  1)  nicht  vorkommt;  mithin  muss  aus  jedem  Paare  von  1) 
ein  Element  in  3)  vorkommen.  Also  enthält  3)  ausser  x-^^  Xc^  noch 
reelle  Elemente,  wodurch  sich  der  Widerspruch  ergiebt. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  beiden  Complexe,  die  durch 
die  Paare  x-^  X2.  yi  2/2  bestimmt  sind  und  mit  1)  ein  syzygetisches 
Complextripel  ausmachen,  nur  reelle  Elemente  enthalten. 

Lassen  wir  einen  dieser  Complexe ,  etwa  Xi  x^ ,  an  Stelle 
von  1)  treten  und  wiederholen  dann  unseren  Schluss,  so  ergiebt 
sich,  dass  überhaupt  alle  Doppeltangenten,  also  auch  die  des 
letzten  Paares  von  1),  reell  sein  müssen. 

5.  Wenn  mehr  als  acht  reelle  Doppeltangenten 
vorhanden  sind,  so  giebt  es  sechzehn,  die  in 
einem  syzygetischen  Complextripel  je  vier  reelle 
Paare  bilden. 

Nehmen  wir  mehr  als  acht  reelle  Doppeltangenten  an,  so 
können  wir  nach  den  Sätzen  3.,  4.  folgendes  syzygetische  Complex- 
tripel zusammenstellen : 

1)  ^i?/i,      X.2y2,      ^3  2/3,      ^42/4 

2)  Xi x^t    2/1 2/2 T  -^1  -^2 

3)  x^y^,    x^yi, 

worin  die  Xi,  yi^  Si  reell  sind. 

Damit  verbinden  wir  den  Complex 

4)       Xi  Si ,    x^s^-i 

der  mit  1)  azygetisch  ist.  und  daher  aus  den  Paaren  rrgj/g,  x^y^^ 
je  ein  und  nur  ein  Element  enthalten  kann,  etwa  ^^3  und  x^. 
Da   aber   4)   ein   reeller   Complex  ist,   so   muss   es   zwei   weitere 
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reelle  Doppeltangenten  z-^,^  -04  geben,  so  dass  der  Coraplex  4)  sich 
so  fortsetzt: 

%  und   z^  kommen  nicht   in   2)  und  auch   nicht  in  1)  vor,   und 
müssen  also  in  3)  enthalten  sein. 

Sie  können  auch  in  3)  nicht  gepaart  vorkommen,  weil 
^11  -^si  -^4  azygetisch  sind.  Hieraus  schliessen  wir,  wenn  ^3,  i^  zwei 
weitere  reelle  Doppeltangenten  sind,  auf  folgende  Zusammen- 
setzung des  Complexes  3): 

3)  ^1  2/2  ->      ^2^/11      -^3  %  1      ^4  ^4- 

Betrachtet  man  nun  an  Stelle  des  Complexes  4)  den  Complex 
5)       ^^1^3,    2/2^3, 
so  kann  man  genau  ebenso  auf  ein  viertes  reelles  Paar  u^  U2  im 
Complex  2)  schliessen,  und  damit  ist  5.  bewiesen. 

Fassen  wir  das  Ergebniss  zusammen,  so  erkennen  wir,  dass 
in  Bezug  auf  die  Realität  der  Doppeltangenten  einer  reellen 
Curve  vierter  Ordnung  nur  vier  Fälle  möglich  sind: 

1)  Vier  reelle  syzygetische  Doppeltangenten. 

2)  Acht  reelle  Doppeltangenten,  und  zwar  vier  Paare 
eines  St  ein  er' sehen  Complexes. 

3)  Sechzehn    reelle    Doppeltangenten,    die    in    einem 
syzygetischen  Complextripel  je  vier  reelle  Paare  bilden. 

4)  Achtundzwanzig  reelle  Doppeltangenten. 


§.  105. 
Beweis   der  Existenz  der  vier  Fälle. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  zunächst  nur  bewiesen, 
dass  es  keine  anderen  als  die  Fälle  1),  2),  3),  4)  geben  kann. 
Dass  diese  vier  P'älle  aber  wirklich  alle  möglich  sind,  ist  jetzt 
auch  leicht  zu  zeigen,  auf  Grund  des  Satzes  §.  100,  nach  dem 
man  aus  sieben  beliebig  gegebenen  geraden  Linien  auf  ratio- 
nalem Wege  eine  Curve  vierter  Ordnung  ableiten  kann,  für 
die  die  gegebenen  Linien  ein  Aronhold'sches  System  bilden, 
aus  dem  sich  alle  Doppeltangenten  rational  ableiten  lassen. 

Unter  den  sieben  gegebenen  geraden  Linien  können  auch 
imaginäre  vorkommen,  und  als  Bedingung  der  Realität  der  Curve 
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(d.  h.  der  Coefficienten  in  ihrer  Gleichung)  ergiebt  sich  die,  dass 
das  System,  was  man  erhält,  wenn  man  jede  imaginäre  Gerade 
durch  ihre  conjugirte  ersetzt,  wieder  ein  Aronhold'sches  System 
derselben  Curve  ist.  Denn  dann  ändern  sich  die  Coefficienten 
nicht,  wenn  i  durch  — i  ersetzt  wird. 

Die  Curve  wird  also  gewiss  reell,  wenn  in  dem  gegebenen 
Siebener -Systeme  zu  jeder  imaginären  Geraden  die  conjugirte 
vorkommt;  dann  bilden  sie  ein  reelles  Siebener-System. 

Ein  solches  reelles  System  kann  nun  enthalten: 

1)  eine  reelle,  drei  Paar  conjugirt  imaginäre  Geraden; 

2)  drei  reelle  und  zwei  Paar  conjugirt  imaginäre  Geraden; 

3)  fünf  reelle   und  ein  Paar  conjugirt  imaginäre  Geraden; 

4)  sieben  reelle  Geraden. 

Wir  werden  sehen,  dass  diese  vier  Annahmen  in  derselben 
Ordnung  zu  den  im  vorigen  Paragraphen  aufgezählten  vier 
Fällen  führen. 

Dieser  Nachweis  wird  sehr  einfach,  wenn  man  sich  der 
Bezeichnungsweise  der  Doppeltangenten,  die  wir  im  §.  99  dar- 
gelegt haben,  bedient,  nach  der  wir  die  St  ein  er 'sehen  Com- 
plexe  unmittelbar  aus  der  Bezeichnung  bilden  können. 

1)  Im  ersten  Falle  bezeichnen  wir  die  gegebenen  sieben 
Geraden  mit 

0,  1,  1',  2,  2',  3,  3', 

setzen  0  als  reell  voraus,  1  mit  1',  2  mit  2',  3  mit  3'  conjugirt 
imaginär.  Die  übrigen  21  Doppeltangenten  werden  dann  durch 
die  Zeichen  [Ol],  [Ol'],  [1 1'],  .  .  .  bezeichnet 

Nach  der  Vorschrift  des  §.99  erhalten  wir  die  beiden 
folgenden  Steiner'schen  Complexe: 

(1)      0  [Ol],  l'[ll'],  2  [1  2],  2'[1  2'],  3  [1  3],  3' [1  3'] 
(1')      0  [Ol'],  1  [11'],  2  [1'2],  2'[1'2'],  3  [1'3],  3'[1'3']. 

Der  zu  (1)  conjugirte  Complex  muss  die  Elemente  0, 1, 2, 2',  3,  3' 
enthalten,  und  ist  also  nach  §,  98,  7.  mit  (1')  identisch,  der 
diese  sechs  Elemente  gleichfalls  enthält. 

Daraus  folgt,  dass  [11']  reell  ist,  und  dass 

[Ol]  [Ol'] 
[12]  [1'2'] 
[1  2']     [1'2] 
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conjugirte  Paare  sind.  Da  man  in  dieser  Betrachtung  1  mit  2 
und  3  vertauschen  kann,  so  folgt,  dass  0,  [1  1'],  [2  2'],  [3  3'] 
reell  und  alle  übrigen  Doppeltangenten  imaginär  sind. 

Nach  §.  99  können  wir  leicht  einen  Steiner'schen  Complex 
bilden,  der  die  vier  reellen  Doppeltangenten  enthält: 

0[11'],  [2  2']  [3  3'],  1[0  1'],  l'[01],  [2  3]  [2' 3'],  [2  3']  [2' 3], 

woraus  noch  zu  sehen  ist,  dass  dieser  Complex  ausser  den  reellen 
Paaren  zwei  conjugirte  Paare  und  ein  conjugirtes  Doppelpaar 
enthält. 

Dies  ist  also  der  Fall  1)  des  vorigen  Paragraphen. 
2)    Es  seien  die  sieben  gegebenen  Geraden: 
0,  1,  2,  3,  3',  4,  4', 
und   darin   0,  1,  2   reell,   3  zu   3'  und   4  zu  4'   conjugirt.     Wir 
bilden  drei  Complexe: 

(0)  1[01],  2[02],  3[03],  3'[03'],  4[0  4],  4' [0  4'] 
(3)  0[0  3],  1[13],  2  [2  3],  3'[3  3'J,  4  [3  4],  4' [3  4'] 
(3')      0  [0  3'] ,  1  [1  3'] ,  2  [2  3'] ,  3  [3  3'] ,  4  [3'  4] ,  4'  [3'  4']. 

Der  zu  (0)  conjugirte  Complex  enthält  1,  2,  3,  3',  4,  4'  und 
ist  folglich  mit  (0)  identisch,  d.  h.  der  Complex  (0)  ist  reell. 
Daraus  folgt,  dass  [Ol],  [0  2]  reell,  [0  3]  mit  [0  3']  und  [0  4] 
mit  [0  4']  conjugirt  ist.  Ferner  ergiebt  sich  auf  die  gleiche 
Weise,  dass  (3),  (3')  conjugirte  Complexe  sind,  und  dass  also 
[3  3']  reell,  [3  4]  mit  [3' 4'],  [3  4']  mit  [3' 4]  conjugirt  imaginär 
sind.  Da  man  0,  1,  2  beliebig  vertauschen  darf,  und  ebenso  3 
mit  4,  so  erhalten  wir  folgende  Zusammenstellung: 

Reelle  Doppeltangenten: 
0,  1,  2,  [12],  [2  0],  [Ol],  [3  3'],  [4  4']. 

Conjugirte  Paare: 

3     4     [03]  [04]  [1^3]  [14]  [2  3]  [24]  [3  4]  [3  4'] 
3'    4'    [0  3']  [0  4'J  [13']  [14']  [2  3']  [2  4']  [3' 4']  [3' 4]. 

Der  Steiner'sche  Complex,  der  vier  reelle  Paare  enthält, 
ist  hier 

0[12],  1  [2  0],  2  [Ol],  [3  3']  [4  4'],  [3  4]  [3' 4'],  [3  4']  [3' 4], 

und  er  enthält  noch  zwei  conjugirte  Paare.  Dies  ist  also  der 
Fall  2)  des  §.  104. 
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3)  Es  seien  die  gegebenen  Linien: 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  5', 

und  davon  0,  1,  2,  3,  4  reell,  5  und  5'  conjugirt  imaginär.  Die 
Betrachtung  der  drei  Complexe : 

(0)  1[10],  2[20],  3[30],  4[40],  5[50],  5'[5'0] 
(5)  0[05],  1[15],  2[25],  3[35],  4[45],  5' [5' 5  ] 
(5')       0[0  5'],  1[15'],  2  [2  5'],  3  [8  5'],  4  [4  5'],  5  [5  5'], 

von  denen  der  erste  reell,  die  beiden  anderen  conjugirt  imaginär 
sind,  und  der  durch  Vertauschung  von  0,  1,  2,  3,  4  aus  (0)  ab- 
geleiteten giebt,  genau  wie  oben,  folgendes  Resultat: 

Reelle  Doppeltangenten: 

0,        1,         2,       3,         4,      [Ol],  [0  2],  [0  3] 
[0  4]  [12],  [13]  [14],  [2  3],  [2  4],  [3  4],  [5  5']. 

Conjugirte  Paare: 

5,  [05],  [15],  [25],  [35],  [45] 
5',  [0  5'],  [15'],  [2  5'],  [3  5'],  [4  5'], 
und  wir  finden  ein  syzygetisches  Complextripel : 

0,       1,     [0  2][12],  [0  3][13],  [04][14],  [0  5][15],  [0  5'][15'] 

2,       3,     [02][03],  [12][13].  [42][43],  [2  5][3  5],  [2  5'][35'] 

[Ol],  [2  3],  [0  2]  [13],  [03]  [12],     4     [5  5'],     5     [4  5'],     5'     [45], 

von  denen  jeder  Complex  noch  vier  reelle  Paare  und  ein  ima- 
ginäres Doppelpaar  enthält.  Solcher  Tripel  lassen  sich  aber  noch 
mehrere  bilden,  da  man  0,  1,  2,  3,  4  beliebig  vertauschen  darf. 
Dies  ist  der  dritte  Fall  von  §.  104. 

4)  Dass  endlich,  wenn  wir  alle  Elemente  des  gegebenen 
Siebener -Systemes  reell  voraussetzen,  auch  alle  übrigen  Doppel- 
tangenten reell  ausfallen,  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  ratio- 
nalen Darstellung  (§.  100). 

Hiermit  ist  gezeigt,  dass  die  vier  Fälle  des  vorigen  Para- 
graphen wirklich  alle  vorkommen  können.  Ob  die  hier  be- 
sprochene Erzeugungsweise  die  einzig  mögliche  ist,  mit  anderen 
Worten,  ob  bei  jeder  reellen  Curve  vierter  Ordnung  ein  reelles 
Aronhold'sches  System  existirt,  diese  Frage  müssen  wir  un- 
entschieden lassen. 

Weber,  Algebra.    II.  oß 
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Auch  ist  hier  noch  darauf  hinzuweisen,  dass  aus  der  Realität 
einer  Doppeltangente  noch  keineswegs  die  Realität  der  Berüh- 
rungspunkte folgt,  weil  diese  Berührungspunkte  wieder  von  einer 
quadratischen  Gleichung  abhängen.  Die  reellen  Doppeltangenten 
zerfallen  also  wieder  in  zwei  Arten ,  solche  mit  reellen  und 
solche  mit  imaginären  Berührungspunkten.  Was  hier  für  mög- 
liche Fälle  zu  unterscheiden  sind,  diese  Frage  erörtern  wir  nicht 
weiter  i). 


^)  Vergl.  über  die  ganze  Frage  von  der  Realität  der  Doppeltangenten 
vom  geometrischen  Gesichtspunkte:  Zeuthen,  „Sur  les  difterentes  formes 
des  courbes  planes  du  quatrieme  ordre".    Mathem,  Ann.,  Bd.  YII  (1873). 


Dreizehnter  Abschnitt. 
Allgemeine  Theorie  der  Gleichung  fünften  Grades. 


§.  106. 
Fragestellung. 

Wir  haben  im  §.  44  gesehen,  dass  es  über  die  Frage  nach 
der  Galois 'sehen  Gruppe  einer  algebraischen  Gleichung  noch 
ein  weiter  gehendes  Problem  giebt,  nämlich  die  Frage  nach  der 
linearen  Substitutionsgruppe  von  möglichst  geringer  Dimensionen- 
zahl, auf  deren  Formenproblem  die  gegebene  Gleichung  zurück- 
führbar ist.  Bei  den  metacyklischen  Gleichungen,  insbesondere 
also  auch  bei  den  allgemeinen  Gleichungen  3^^"^  und  4^^^  Grades, 
ist  diese  Dimensionenzahl  gleich  1,  wodurch  eben  ausgedrückt 
ist,  dass  diese  Gleichungen  durch  Radicale  lösbar  sind.  Die 
zunächst  zu  untersuchenden  Gleichungen  sind  dann  die  vom 
5ten  Grade,  und  es  wird  sich  zeigen,  dass  die  Lösung  der  all- 
gemeinen Gleichung  5*^"  Grades  auf  eine  binäre  lineare  Sub- 
stitutionsgruppe, nämlich  auf  das  Ikosaederproblem  führt. 

Damit  im  Zusammenhange  steht  aber  noch  eine  andere  Frage. 

Die  allgemeine  Gleichung  .5*^"  Grades  enthält  fünf  Coefti- 
cienten,  die  als  unabhängige  Variable  betrachtet  werden  können, 
und  folglich  ist  die  Wurzel  einer  solchen  Gleichung  eine  alge- 
braische Function  von  fünf  Variablen.  Nun  kann  man  aber 
schon  durch  die  einfachen  linearen  Substitutionen  die  Zahl  dieser 
Variablen  vermindern.  Durch  Tschirnhausen -Transformation, 
z.  B.  auf  die  Jerrard'sche  Form,  kann  man  die  Gleichung  sogar 
nur  von  einem  variablen  Coefficienten  (einem  Parameter)  ab- 
hängig machen,  und  man  kann  also,  durch  Vermittelung  von 
Gleichungen,  die  den  Ö*^'^  Grad  nicht  erreichen,  die  Wurzel  einer 
allgemeinen  Gleichung  5*«^  Grades  von  einer  algebraischen 
Function  von  einer  Variablen  abhängig  machen. 

26* 
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Die  Frage,  auf  die  wir  hier  geführt  werden,  ist  also  die,  wie 
man  die  Lösung  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Coeffi- 
cienten  von  einer  gewissen  Anzahl  von  Variablen  abhängen,  auf 
eine  Gleichung  mit  einer  möglichst  geringen  Anzahl  von  Para- 
metern, und  insbesondere,  unter  welchen  Umständen  und  mit 
welchem  Hülfsmittel  man  sie  auf  Gleichungen  mit  nur  einem 
Parameter  zurückführen  kann. 

Wir  stellen  uns  demnach  jetzt  die  Frage,  unter  welchen 
Voraussetzungen  bei  einer  allgemeinen  Gleichung  n*^^  Grades 
Resolventen  mit  nur  einem  Parameter  existiren. 

Es  sei  XQ,Xi^...^Xn—i  ein  System  von  n  unabhängigen  Variablen, 

(1)  W  =   ^  (^0,  ^1,   .   .   .,  ^n-l) 

eine  rationale  Function  dieser  Variablen,  die  durch  die  Permuta- 
tionen der  alternirenden  Gruppe  der  n  Buchstaben  x  in  die 
von  einander  verschiedenen  Functionen 

(2)  u,  %,  1(2,  .  .  .  Uv-i 

übergeht ,  worin  v  gleich  oder  kleiner  als  der  Grad  der  alter- 
nirenden Gruppe  sein  kann,  und  ^  eine  Function  der  Variablen  x 
ist,  die  durch  die  alternirende  Gruppe  ungeändert  bleibt.  Es 
fragt  sich,  wann  eine  rationale  Gleichung  v*^^  Grades  in  Bezug 
auf  u  besteht, 

(3)  F  (u,  z)  =  0, 

die  durch  die  v  Functionen  (2)  identisch  befriedigt  wird?  Die 
Coefficienten  in  (3)  müssen  von  den  x  unabhängig  und  also  reine 
Zahlen  sein.  Eine  Beschränkung  des  Rationalitätsbereiches  im 
Gebiete  der  Zahlen  lassen  wir  einstweilen  nicht  eintreten. 

Die  Gleichung  (3)  ist,  wenn  v  >  1  ist,  eine  Resolvente  der 
Gleichung  n^^^  Grades,  deren  Wurzeln  die  x  sind,  die  nur  von  dem 
einen  Parameter  z  abhängt.    Den  Fall  v=l  schliessen  wir  aus. 

§•  107. 
Satz   von   Lüroth. 

Es  ist  zunächst  folgender  Hülfssatz  zu  beweisen  i) : 
1.    Ist  u,  %,  «25  •  •  -5  ^'v— 1  eiii  System  rationaler  Func- 
tionen  einer  Variablen  /,  so   giebt  es  eine  ratio- 
nale Function  der  tt,  u^^  .  .  .,  Uy—i\ 


^)  Lüroth,  Mathematische  Annalen,  Bd.  IX. 
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von  der  Art,  dass  ti,  «j,  .  .  .,  m,— i  rational  durch  0" 
allein  ausgedrückt  werden  können. 

Um  ihn  zu  beweisen,  setzen  wir 

(^>         "  -  iHö'    "'-  tt'i  {ty      '    '-'  -  *.-!  (t) ' 

und  verstehen  unter  cp  (t),  t  (t)  ganze  Functionen  von  t  ohne 
gemeinschaftlichen  Theiler;  ebenso  unter  cp^  (f),  t^  (t)  u.  s.  f. 
Ausserdem  dürfen  wir  noch  voraussetzen,  dass  von  den  Functionen 
^/,  ?/i,  .  .  .,  Uy-i  keine  eine  Constante  sei.  Wir  führen  neben 
der  Variablen  t  eine  zweite  Variable  r  ein  und  setzen: 

Nun  bilden  wir  die  ganzen  Functionen  der  beiden  Variablen 
t  r.  deren  keine  identisch  verschwindet: 


(3) 


g>i  (t)  ti  (r)  -  (Pi  (r)  1^1  (0  =r  0,  (^,  r)      =  -  ^i  (r,  t) 

9,_i(0Vv-ifr)  — ^,_i(r)u-v_i(^)  =  ^,_i(f,r)  =  — Ov-i(r,f). 


Betrachten  wir  sie  als  Functionen  von  t.  so  verschwinden 
sie  alle,  wenn  t  =  t  wird,  und  sie  haben  also  einen  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler,  der  in  Bezug  auf  f  mindestens  vom 
ersten  Grade  ist,  und  vom  u^^"  Grade  sein  möge: 

(4)  E  =  R  (f,  r). 

Diese  Function  R  ist  auch  in  Bezug  auf  r  rational,  und 
wenn  man  sie  so  einrichtet,  dass  r  nicht  im  Nenner  und  nicht 
in  einem  überflüssigen  Factor  vorkommt,  so  kann  it(f,  r)  bei  der 
Vertauschung  von  t  und  r  höchstens  sein  Vorzeichen  ändern. 
Denn  die  Functionen  (3)  sind,  auch  als  Functionen  der  beiden 
Variablen  f,  r  betrachet,  durch  II  (t^  r),  und  da  sie  alternirend 
sind,  durch  R  (t,  f)  theilbar  (Bd.  I.  §.  51).  Es  ist  also  R  (t,  r) 
durch  R  ( r.  t)  theilbar,  und  umgekehrt,  und  folglich  unterscheiden 
sich  beide  nur  durch  einen  constanten  Factor,  der  =  +  1  sein 
muss,  weil  die  nochmalige  Vertauschung  von  t  mit  r  die  ur- 
sprüngliche Function  wieder  herstellt. 

Es  lässt  sich  noch  beweisen,  dass  keine  der  Functionen  (3) 
(bei  unbestimmtem  r)  als  Function  von  t  betrachtet,  einen  Factor 
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mehrfach  enthält,  und  dass  in  Folge  dessen  auch  B  (t^  r)  durch 
kein  Quadrat  theilbar  ist.    Angenommen  nämlich,  es  hätten 

0  (t,z)  =  (p  (t)  il^  (r)  —  9?  (r)  1/;  (t) 
0'(t,T)  :=  cp'{t)  tu  (r)  —  cp  (r)  i^'it) 

als  Functionen  von  t  einen  gemeinsamen  Theiler  P,  so  müsste  P 
auch  Theiler  von 

ij'  (t)  Q~  i^  (t)  O'  =  [cp  (t)  ^'  (0  —  ^  {t)  cp'  (0]  iP  (r) 

sein.    Es  wäre  daher  P  Theiler  von  (p  (t)  ijj'  (t)  —  i/^  (t)  cp'  (Q,  und 
könnte  also  von  t  unabhängig  angenommen  werden. 

Nehmen  wir  nun  zwei  Werthe  r^,  Tg  von  r  so  an,  dass 
0  (^2,  ti)  von  Null  verschieden  wird,  so  ist  nach  (3) 

Darin  ist  die  linke  Seite  durch  P  theilbar,  und  also  ist 
auch  q)(t)  und  folglich  ilj(t)  durch  P  theilbar,  was  der  Voraus- 
setzung widerspricht,  dass  diese  beiden  Functionen  ohne  gemein- 
schaftlichen Theiler  sein  sollen. 

Daraus  folgt  beiläufig,  dass  P  (^,  r)  =  —  R  (r,  t)  sein  muss, 
da  R  durch  ^  —  t,  aber  nicht  durch  (t  —  zy  theilbar  ist. 

Um  die  Function  R  (^,  t)  zu  bilden,  kann  man  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  der  Functionen  (ph  (t)  —  Vh  iph  (t)  auf- 
suchen, woraus  folgt,  dass  R  (^,  r),  abgesehen  von  einem  von  t 
unabhängigen  Factor,  rational  durch  v,  v^^  .  .  .,  v^-i  dargestellt 
werden  kann.  Sind  also  a  und  b  irgend  zwei  feste  numerische 
Werthe,  so  ist 

eine  rationale  Function  von  v,  t\,  .  .  .,  Vv—i.    Dabei  ist,  wenn  | 
eine  neue  Variable  bedeutet: 

(6)  P(a,|)  — ^P(&,ö=  X 

in  Bezug  auf  |  vom  ft*^^  Grade. 

Ist  T  ein  willkürlicher  Werth,  so  mögen  die  Wurzeln  der 
Gleichung  R  {t  t)  =  0 

(7)  t  =  r,  t',  z",  .  .  . 

sein,  so  dass  für  jeden  Index  h 

^h  (i^,  t),     ^h  {r\  r).     0n  {z'\  t),  ... 
verschwinden. 


§.  108.  Resolventen  mit  einem  Parameter.  407 

Sind  t',  t"  irgend  zwei  dieser  Wurzeln,  so  folgt  aus  (3): 
cph  (^' )  i'h  (r)  —  cph  (t)  tph  (t' )  =  0 

und  daraus,  da  th(T:)  und  cpn(T)  nicht  zugleich  verschwinden 
können, 

d.  h.  es  ist,  wenn  r',  r"  irgend  zwei  der  Grössen  (7)  sind, 

0n  (A  r")  =  0. 
Daraus  folgt,  dass  die  v  Functionen  0;,  (f,  t'),  von  einem 
von  t  unabhängigen  Factor  abgesehen,  den  nämlichen  grössten 
gemeinschaftüchen  Theiler  haben ,  wie  die  Functionen  0^  (f,  t). 
Das  Gleiche  gilt  für  die  Functionen  0n  (t  z")  u.  s.  f.,  oder  die 
Gleichungen 

R  (f,  rj  =  0,     B  (f,  r')  =  0,     E  {t  x")  =  0,   ... 
haben  alle  dieselben  Wurzeln.     Daraus  folgt  nach  (5): 
B{a.z)  _  B{a,T')  __  R{a,z")  ^ 
^  -  R{h,z)  -  B{b,z')  —  B{h,z")        '  '  *' 
und  mithin  sind  nach  (6)  die  ^  Werthe 

I  .=  r,  r',  r",  .  .  . 
die    Wurzeln    der    Gleichung    X  =  0.     Andererseits   folgt    aus 
Oj,(z\z)  =  0,  Qn(z'\z)  =  0.  .  .  . 

_  cphjz)  _  (pn(z')  ^  (fh  (z")         ^  i  V  y^W 
'^'^  -  t/;,  (z)  —  Mt')         i^k  (r")  *  '  ^  ^  i^n  W 

und  es  kann  folglich  Vh  als  symmetrische  Function  der  Wurzeln 
von  (6)  rational  durch  die  Coefficienten  dieser  Gleichung,  d.  h. 
rational  durch  d-  dargestellt  werden.  Vertauscht  man  wieder  t 
mit  T,  so  erhält  man  nach  (1)  und  (2)  Ausdrücke  von  der  Form 

(10)  H  =/(^),  ih  =/i  (^),  .  •  .,  «v-l  =/v-l(^) 

worin  /, /i,  .  .  ../v_i,  %  rationale  Functionen  bedeuten. 

§.  108. 
Resolventen  mit  einem  Parameter. 

AVir  kehren  jetzt  zu  unseren  anfänglichen  Voraussetzungen 
(§.  106)  zurück,  und  bezeichnen  mit  t^  i<i,  .  .  .,  i(>-i  ein  System 
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rationaler  Functionen  von  x^^,  x^,  .  .  .,  rr,^_i,  die  durch  die  Per- 
mutationen  der  alternirenden  Gruppe  aus  einer  von  ihnen  hervor- 
gehen und  Wurzeln  der  Gleichung 

(1)  F  {u,  z)  =  0 

sind,   worin  s  eine   rationale  Function   der  x  ist,   die  durch   die 
Permutationen  der  alternirenden  Gruppe  ungeändert  bleibt. 
Wir  beweisen  folgenden  zweiten  Hiilfssatz: 

2.  Wenn  die  rationale  Function  ^^  (w,  tf^,  .  .  .,  w,.-i) 
identisch  verschwindet,  wenn  für  die 

Xq^    Xi,    .   .   .,,    Xn  —  1 

gewisse   rationale   Functionen   einer  Variablen   t 

(2)  Xh  =  (ph  (t) 

gesetzt  werden,  und  wenn  durch  diese  Substitu- 
tion z  nicht  von  t  unabhängig  wird,  so  ver- 
schwindet ^  identisch  auch  als  Function  der 
unabhängigen  Variablen  Xq,  x^^  .  .  .,  it;,.— i- 

Die  Galois'sche  Gruppe  der  Gleichung  (1)  in  dem  Körper 
der  rationalen  Functionen  von  z  wird  aus  gewissen  Permutationen 
der  Wurzeln  m,  u^,  .  .  .,  %h—\  bestehen.  Führen  wir  diese  Per- 
mutationen in  der  Function  W  aus,  und  bilden  das  Product 

(3)  nW{u,u^,...,n.^;)=f{z) 

aller  so  erhaltenen  Functionen,  so  ergiebt  sich  eine  rationale 
Function /(^)  von  z.  Wenn  nun  einer  der  Factoren  des  Pro- 
ductes  (3)  nach  der  Substitution  (2)  identisch  verschwindet,  und 
z  ist  nicht  von  i  unabhängig,  so  muss  /  {z)  identisch  gleich  Null 
sein,  und  folglich  niuss  einer  der  Factoren  des  Productes  (3) 
auch  als  Function  der  x  identisch  verschwinden.  Wenn  aber 
einer  dieser  Factoren  identisch  gleich  Null  ist,  so  verschwinden 
auch  alle  anderen  Factoren,  weil  man  in  jeder  rationalen  Glei- 
chung zwischen  den  u  alle  Permutationen  der  Galois'schen 
Gruppe  ausführen  kann.     Damit  ist  der  Satz  2.  bewiesen. 

Dieser  Satz  giebt  nun  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen 
bewiesenen  Satze  1.  zusammengenommen  das  folgende  Resultat: 

3.  Sind  ^t,  %,  .  .  .,  t^_i  die  Wurzeln  einer  von  einem 
Parameter  z  abhängigen  Gleichung  (1),  und 
sind  ^*,  u^^  .  .  .,  Uv—\^  z  rationale  Functionen  der 
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unabhängigen  Variablen  Xq^  ^j,  .  .  .,  ^„_i,   so  kann 
man 

(4)  «  =/(*),  «1  =/i  (»),  ■  .  •,  «.-:  =/v-i(^) 

setzen,  worin  /, /i,  .  •  ., /»■— i  rationale  Functionen 
von  d-  sind  und 

(5)  ^  =  X  (u,  %,  .  .  .,  Uy-i)  =  t^  (a;o,  ^1,  .  .  .,  ^n-i) 

eine   rationale  Function  der  w,  oder  auch   der 
a;  ist. 

Nach  dem  Satze  1.  nämlich  können  wir  zunächst,  wenn  wir 
iTo,  ^ij  •  .  .,  ^n— 1  durch  rationale  Functionen  einer  Variablen  t 
ersetzen,  so  dass  2  nicht  von  t  unabhängig  wird,  die  Functionen 
Uh  durch  die  Formeln  (4),  (5)  darstellen.     Die  Relationen 

Uh  =  fh (^)  =  fh  [x  0«,  Wi,  .  .  .,  Wv-i)] 
sind  dann  in  Bezug  auf  t  identisch  befriedigt,   und  müssen  also 
nach    dem    Satze    2.    auch    in    den    Variablen   x    identisch    sein, 
w.  z.  b.  w. 

4.  Wenn  von  zwei  Variablen  -O-,  d--^  jede  eine  ratio- 
nale Function  der  anderen  ist,  so  sind  sie  lineare 
Functionen  von  einander. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  es  sei 

und  verstehen  unter  (jd,  1^  zwei  ganze  Functionen  ohne  gemein- 
samen Theiler,  ebenso  unter  (p^,  i^j.  Ordnen  wir  die  zweite  der 
Gleichungen  (6)  in  der  Form  g^^  (if)  —  O-j  ^^  (0-)  =  0  nach  Po- 
tenzen von  ^,  so  mag  sie  die  Gestalt  annehmen: 

«0  ^'"  +   «1  ^'»-^   H h   «m-l  ^  +   «„   =   0, 

worin  die  Coeflicienten  «o.  «1,  •  •  •,  «m  ganze  lineare  Func- 
tionen von  ^i  sind.  Substituiren  wir  darin  für  ^  den  Werth 
aus  der  ersten  Gleichung  (6),  so  folgt  die  in  Bezug  auf  ^^  iden- 
tische Gleichung 

«0  9"'  +  «1  T'"~'  ^  H h  «m-i  g^  ^-'"-^  +  a,n  T^"'  =  0. 

Hiernach  muss  a^  9)'"  durch  i^  theilbar  sein,  und  weil  cp 
und  1^  relativ  prim  vorausgesetzt  sind,  so  muss  üq  durch  i}j 
theilbar,  also  1^  constant  oder  linear  sein.  Ebenso  schliessen 
wir,  dass  (p  constant  oder  linear  sein  muss,  und  da  nicht  beide 
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Functionen   constant   sein   können,   so   ist   nacli   (6)   der   Satz  4. 
bewiesen. 

Diesen  Satz  wenden  wir  auf  die  in  3.  vorkommende  Func- 
tion ^  an.  Wenn  wir  mit  den  Variablen  x  irgend  eine  Per- 
mutatjon  der  alternirenden  Gruppe  vornehmen,  so  erfahren  die 
Functionen  ti,  ^^i,  .  .  .,  Uv-i  gleichfalls  eine  Permutation.  Nach 
(5)  geht  d"  durch  diese  Permutation  in  eine  andere  Function  ^^ 
über,  die  nach  (4)  rational  durch  -9-  darstellbar  ist.  Ebenso  ist 
aber  auch  d-  rational  durch  d-^  darstellbar,  da  man  in  dem 
Satze  3.  d-  durch  d^^  ersetzen  kann,  und  auch  d'  aus  O-^  durch 
eine  Permutation  der  alternirenden  Gruppe  entsteht.  Es  sind 
also  nach  4.  '9-  und  &i  lineare  Functionen  von  einander. 
Daraus  ergiebt  sich  das  folgende  Resultat: 

5.  Wenn  bei  einer  allgemeinen  Gleichung  n^^^ 
Grades  eine  Resolvente  mit  einem  Parameter 
besteht,  so  giebt  es  eine  rationale  Function  %■ 
von  n  Variablen  x,  die  durch  die  Permutationen 
der  alternirenden  Gruppe  in  eine  lineare  Func- 
tion von  sich  selbst 

übergeht,   worin  a,  &,  c,  d   Gonstante,  d.  h.  Zahlen 
sind. 


§.  109. 
Gruppe    der  Resolventen    mit   einem    Parameter. 

Die  Function  -O-,  die  im  Satze  5.  des  vorigen  Paragraphen 
vorkommt,  ist  nach  dem  Satze  3.  selbst  die  Wurzel  einer  Resol- 
vente mit  einem  Parameter  ^('9',  ^)  =  0.  Diese  Gleichung 
ist,  da  jede  Wurzel  rational  durch  jede  andere  ausdrückbar  ist, 
eine  Normalgleichung,  und  ihre  Galois'sche  Gruppe  ist  iso- 
morph mit  der  Gruppe  der  linearen  Substitutionen  %  (d')  des 
Satzes  5.  Da  man  nun  in  der  identischen  Gleichung  0(d-^^)  =rr  0 
alle  Permutationen  der  alternirenden  Gruppe  Ä  der  Variablen  x 
ausführen  kann,  wodurch  sich  ^  nicht  ändert,  während  d-  in  jede 
andere  Wurzel  von  0  übergeht,  so  ist  die  Gruppe  der  linearen 
Substitutionen   x(^),   d.  h.   die   Galois'sche   Gruppe    der   Glei- 
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chung  ^,  mit  der  alternirenden  Permutationsgruppe  von  n  Ziffern 
(ein-  oder  mehrstufig)  isomorph.  Die  Gruppe  der  linearen  Sub- 
stitutionen X  {^)  möge  mit  L  bezeichnet  sein.  Sie  muss ,  da  sie 
endlich  ist,  mit  einer  der  im  siebenten  Abschnitte  betrachteten 
Polyedergruppen  identisch  sein. 

Zur  Vereinfachung  machen  wir  nun  von  dem  in  §.  51 ,  2. 
bewiesenen  Satze  Gebrauch,  nach  dem  sich  die  Gruppe  L  so 
transformiren  lässt,  dass  eine  beliebige  der  nicht  identischen 
Substitutionen  von  L  eine  Multiplication  wird.  Eine  Transforma- 
tion der  Gruppe  L  ist  aber  gleichbedeutend  damit,  dass  für  %• 
eine  lineare  Function  von  d-  gesetzt  wird,  der  dieselbe  Eigen- 
schaft wie  der  ursprünglichen  Function  ^  zukommt. 

Bezeichnen  wir  also  mit  &„  die  Function  der  Variablen 
^0,  ^1,  .  .  •,  ^n-i,  die  aus  ^  durch  Anwendung  der  Permutation  7t 
hervorgeht,  so  können  wir  d-  so  wählen,  dass  für  eine  bestimmte, 
aber  beliebige  Permutation  it 

^^  =  ed- 
wird.     Wendet  man  n  wiederholt  an,  so  folgt 

und  wenn  also  p  der  Grad  der  Permutation  7t  ist,  so  ist  e  eine 
j)^^  Einheitswurzel. 

Ist  zunächst  n  =  3,  so  besteht  die  alternirende  Gruppe  aus 
den  Potenzen  der  cyklischen  Permutation  7  =  (0,  1,  2).  Wir 
können  annehmen,  dass  die  der  Permutation  entsprechende  Sub- 
stitution x(^)  multiplicativ  sei,  dass  also  -9^^  =  sd"  sei,  worin  € 
eine  dritte  Einheitswurzel  ist.  -O-^  ist  daher  eine  alternirende 
(oder  symmetrische)  Function.  Als  Resolvente  mit  einem  Para- 
meter erhalten  wir  also  die  reine  Gleichung 

wo  s  eine  alternirende  Function  ist.  Wir  können  etwa  für  # 
die  Lagrange' sehe  Resolvente  Xq  -\-  £Xi  -^  s^Xo  nehmen,  und 
erhalten  die  bekannte  Reduction  der  cubischen  Gleichung  auf 
eine  reine  Gleichung  (Bd.  I,  §.  159). 

Wir  gehen  zu  dem  Falle  w  =  4  über,  in  dem  die  alter- 
nirende Gruppe  Ä  die  Permutationen 

1,   «1  =  (0,1)  (2, 3),   «2  =  (0,2)  (1,3),    «3  =  (0,3)  (1,2) 

enthält,   die    eine    Vierergruppe    B   bilden;    ausserdem   kommen 
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in   Ä   noch   acht    cyklische   Permutationen   von   je    drei   Ziffern 
7  =  (0,  1,  2)  .  .  .  vor,  und  Ä  kann  so  dargestellt  werden: 

Ä  =  B  -{-  By  +  By^. 

Je  eine  Permutation  a  und  eine  Permutation  y  können  als 
Erzeugende  der  Gruppe  betrachtet  werden.     Denn  ist  etwa 

7  =  (0,  1,  2),     «1  =(0,1)  (2,3), 
so  ist 

(1)  c^,ya,  =/  =  (0,  3,  1), 

und  aus   (0,  1,  2),  (0,  3,  1)   kann  die  ganze  Gruppe  Ä  abgeleitet 
werden  (Bd.  I,  §.  153,  7.). 

Ebenso  kann  man  y  und  /  als  erzeugende  Permutationen 
von  Ä  auffassen.     Insbesondere  ist 

(2)  r>/  =  «i. 

Wir  wählen  d'  so,  dass  der  Permutation  y  eine  Multiplication 
s  d'  entspricht,  in  der,  da  y  vom  Grade  3  ist,  s  eine  dritte  Ein- 
heitswurzel bedeutet.     Wir  setzen 

/Q\  o, y  {^01  ^it  ^2i  ^3) 

"^    (^0'   ^11   ^2l   ^3) 

und    verstehen    unter    g?,  1/^    zwei    ganze    Functionen    der    vier 
Variablen  x  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler. 
Aus  der  identischen  Gleichung 

folgt  dann,  dass  ^^  ^ 

(4)  (py==8i(p^     ^^■^s.jfp 

sein  muss,  worin  fj,  b^  gleichfalls  dritte  Einheits wurzeln  sind. 

Wir  wenden  eine  der  Permutationen  a  auf  %-  an,  und  er- 
halten aus  d'a  ■=  %  {^) : 

Da  nun  g),  i/^,  also  auch  a(p  -\-  bil^  und  ccp  -\-  dil^^  und 
ebenso  9«,  ipa  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  so  muss  in  der 
Identität  (5)  der  Zähler  dem  Zähler  und  der  Nenner  dem 
Nenner,  wenigstens  bis  auf  einen  constanten  Factor,  gleich  sein. 
Diesen  constanten  Factor  können  wir  in  die  Constanten  a,  b,  c,  d 
einrechnen  und  erhalten 

6)  (p„  ==  a qp  -f-  &  ^,     tl^t^  =  ccp  -\-  dil^. 


s- 
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Nehmen  wir  hierin  «  =  a^  und  «  =  «2  an,  und  setzen  zur 
Abkürzung  9«^  =  qp^,  ^)u,^  =  92  ?  so  können  wir  aus  den  beiden 
Gleichungen 

^j  =  «1  9  +  &i  1^,     (5P2  =  a9  9?  +  &2  t/^ 

^^  eliminiren  und  erhalten  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(7)  lifp  ^  \  9)1  -J-  7^2  qp2  =  0, 

worin  7i.  /i^ ,  7^2  Constanten  sind,  unter  denen  wenigstens  zwei 
von  Null  verschieden  sind.  Auf  die  identische  Gleichung  (7) 
können  wir  nun  die  Permutationen  «x,  «2  anwenden,  und  er- 
halten, da  «1  «2  ==  «0  «1  =  «3,  «1«!  =  1.  «2  «2  =  1  ist, 

liff    +  7^1  g^i  "4-  7^2  9-2  =  ö  1      7i, 
7i  g?!  --|-  ^^1  9    ~h  '^2  9^3  =  0  I      ^n 
7^  9?2  +  ^^1  9^3  -^  7^2  9^    =0    — ^^21 

woraus    durch   Multiplication    mit   den   daneben    stehenden   Fac- 

toren  und  Addition: 

(8)  (7^2  _x-  ]q  _  /i|)  9?  +  2  7Wii  9^1  =  0. 

Wenn  also  h  und  li^  von  Null  verschieden  sind,  so  unter- 
scheiden sich  cp  und  9?!  nur  durch  einen  constanten  Factor  (der 
=  +  1  sein  muss,  da  «1  vom  2*®^  Grade  ist).  Ist  aber  h  oder 
7^1  =  0,  so  folgt  aus  (7)  9?^  =  +  9>2  oder  9)  =  +  9^2,  und  die 
Anwendung  von  «j  auf  die  erste  Gleichung  giebt  9}  =  +  9)3.  Es 
findet  also  jedenfalls  eine  der  Relationen  statt: 

(9)  9^  =  ±  9^1,     9^  =  ±  925     9^  =  ±  9^3- 

Da  man  nun  ebensowohl  ^,  «^  als  >^,  «2^  ^.Is  auch  y,  «3  als 
erzeugende  Elemente  der  Gruppe  Ä  betrachten  kann,  so  ergiebt 
dies  Resultat,  zusammengenommen  mit  (4),  den  Satz: 

1.  Die  Function  (p  hat  die  Eigenschaft,  sich  durch 
alle  Permutationen  der  alternirenden  Gruppe  nur 
um  einen   constanten  Factor  zu  ändern. 

Ganz  derselbe  Schluss  ist  aber  auch  auf  t/;  anwendbar,  und 
also  auch  auf  den  Quotienten  %■  beider  Functionen.  Es  ist 
sonach  für  jede  Permutation  .t  der  alternirenden  Gruppe 

(10)  ^^  =.  8  ^. 

Hierin  ist,  wenn  ti  zu  den  cyklischen  Permutationen  y  ge- 
hört, £  eine  dritte  Einheitswurzel.  Daraus  ist  aber  ferner  zu 
schliessen,  weil  alle  Permutationen  71  aus  y,  y'  zusammengesetzt 
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werden  können,  dass  die  in  (10)  vorkommende  Constante  e  immer 
eine  dritte  Einheitswurzel  ist.  Wenn  tc  zu  den  cc  gehört,  so  ist 
£  zugleich  eine  zweite  Einheitswurzel  und  muss  also  =  1  sein. 
Daraus  folgern  wir  den  Satz: 

2.  Die  Function  '9^  bleibt  bei  den  Permutationen 
der  Vierergruppe  A  un geändert. 

Die  dritte  Potenz  von  d"  gestattet  die  Permutationen  der 
alternirenden  Gruppe  und  d^  ist  daher  die  Wurzel  einer  reinen 
cubischen  Gleichung  ^^  =  z.  Dies  ist  also  die  Resolvente 
0  (-O-,  ^)  =  0,  die  in  diesem  Falle  eine  Partialresolvente  ist 
(Bd.  I,  §.  161). 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich  nun  ohne  Schwierig- 
keit der  folgende  Satz,  dessen  Beweis  das  Ziel  dieser  ganzen 
Betrachtungen  ist : 

3.  Eine  allgemeine  Gleichung  von  höherem  als 
4*^^  Grade  hat  keine  Resolventen  mit  einem 
Parameter. 

Denn  ist  n  grösser  als  4,  so  können  wir,  wenn  wir  -0-  als 
Function  von  je  vieren  der  Variablen  x  betrachten,  den  Satz  2. 
anwenden.  Es  folgt  dann,  dass  ^  ungeändert  bleibt,  wenn  unter 
den  Variablen  irgend  ein  Paar  von  Transpositionen  vorgenommen 
wird.  Da  man  nun  aus  Transpositionspaaren  die  ganze  alter- 
nirende  Gruppe  zusammensetzen  kann  (Bd.  I,  §.  153,  8.),  so  folgt, 
dass  -9^  überhaupt  durch  die  alternirende  Gruppe  ungeändert 
bleibt,  also  eine  alternirende  oder  eine  symmetrische  Function 
ist.  Q)  ('9-,  ^)  =  0  reducirt  sich  auf  die  Identität  0'  =  ^  und  ist 
keine  Resolvente. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass,  wenn  man  an  Stelle  der  alter- 
nirenden Gruppe  die  symmetrische  treten  lässt,  dieser  Satz 
a  fortiori  gilt. 

Den  Satz,  dessen  Beweis  wir  hier  entwickelt  haben,  hat 
zuerst  Kronecker  ausgesprochen,  ohne  einen  Beweis  dafür  zu 
veröffentlichen.  Der  erste  Beweis  ist  von  F.  Klein  gegeben,  der 
dann  von  Gordan  noch  vereinfacht  ist  i). 


1)  F.  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder.  Der  Beweis  von 
Gordan,  dem  unsere  Darstellung  in  den  Grundzügen  folgt,  findet  sich 
in  ßd.  29  der  mathematischen  Annalen  (1887). 
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§•  110. 
Die  Ikosaedergleicliung. 

Das  Resultat  dieser  Betrachtungen  ist  zunächst,  sofern  es 
die  allgemeinen  Gleichungen  von  höherem  als  dem  4*^^  Grade 
betrifft,  ein  negatives.  Es  gelingt  nicht,  durch  rationale  Resol- 
ventenbildung  die  allgemeine  Gleichung  5*^^  Grades  auf  eine 
Gleichung  mit  einem  Parameter  zu  reduciren.  Wollen  wir 
gleichwohl  dies  Ziel  noch  nicht  aufgeben,  so  bleibt  nichts  übrig, 
als  dass  wir  die  Variablen  Xq^  x^^  .  .  .,  Xn~i  nicht  mehr  als  völlig 
unabhängige  Variable  auffassen,  dass  wir  zwischen  ihnen  gewisse 
<.Ueichungen  bestehen  lassen.  Wir  haben  es  freilich  dann  nicht 
mehr  mit  der  allgemeinen  Gleichung  des  betreffenden  Grades 
zu  thun,  sondern  mit  einer  specielleren,  bei  der  die  Coefficienten 
nicht  unabhängig  von  einander  sind,  und  es  stellt  sich  die  zweite 
Frage  ein,  wie  und  durch  welche  irrationale  Functionen  sich 
die  allgemeine  Gleichung  auf  diese  specielle  zurückführen  lässt. 
Gelingt  dies  durch  Gleichungen  niedrigeren  Grades,  z.  B.  durch 
Quadratwurzeln,  so  wird  immerhin  eine  Reduction  des  Problems 
erreicht  sein. 

Wir  nehmen  also  jetzt  an,  dass  die  Variablen  Xq^  Xi,  ...,  Xn-i 
durch  eine  beliebige  Anzahl  von  Relationen 

(1)  Ä  (Xo,  X^,  .  .  .,  a;„_i)  =  0,      ^  {Xq,  Xi,  .  .  .,  Xn-i)  =  0,  .  .  . 

mit  einander  verknüpft  seien,  worin  die  J.,  5,  .  .  .  rationale 
Functionen  der  x  sind,  die  an  Anzahl  und  gegenseitiger  Ab- 
hängigkeit so  beschaffen  sind,  dass  die  Werthe  der  x  nicht 
numerisch  festgelegt .  sondern  noch  variabel  sind.  Ausserdem 
legen  wir  eine  Permutationsgruppe  51  der  Xq.  x^,  .  .  .,  Xn—i  zu 
Grunde,  und  betrachten  die  Functionen  der  x^  die  die  Permu- 
tationen von  %  gestatten,  und  nur  diese  als  rational,  so  dass  51 
die  Galois"sche  Gruppe  der  Gleichung  ist,  deren  Wurzeln  die 
Xq^  a^i,  .  .  .,  Xn-i  sind.  Die  Relationen  (l)  müssen  dann  so 
beschaffen  sein,  dass  auch  sie  die  Permutationen  % 
gestatten. 

Wir  fragen  unter  diesen  Voraussetzungen  nach  der  Möglich- 
keit, zwei  rationale  Functionen  h,  ä  von  Xq,  Xi,  .  .  ..  Xn—i  so  zu 
bestimmen,  dass  zwischen  ihnen  eine  Gleichung 

(2)  F  (u,  z)  =  0 
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besteht,  die  für  alle  den  Relationen  (1)  genügenden  Werthe  der 
X  befriedigt  ist  und  worin  ^,  immer  mit  Rücksicht  auf  die  Rela- 
tionen (1),  ungeändert  bleibt,  wenn  die  x  den  Permutationen 
der  Gruppe  %.  unterworfen  werden.  Die  Function  u  soll  dadurch 
in  V  verschiedene  Functionen 

(3)  w,  u^,  .  .  .,  ^iv-i 

übergehen,  so  dass  die  Grössen  (3)  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2) 
sind,  und  wenn  v  >  1  ist,  (2)  eine  Resolvente  der  Gleichung  für 
die  X  ist. 

In  dieser  Allgemeinheit  haben  wir  für  die  Lösung  der  Frage 
bis  jetzt  noch  keinen  Angriö'spunkt.  Wir  fügen  daher  eine 
weitere  beschränkende  Voraussetzung  hinzu,  nämlich:  Es  soll 
möglich  sein,  für  die  Xy,  rationale  Functionen  einer 
Variablen  i 

(4)  Xh  =  (ph(t) 

zu  setzen,  so  dass  die  Relationen  (1)  identisch  be- 
friedigt sind,  und  dass  zugleich  ^  nicht  von  t  un- 
abhängig wirdi). 

Um  gleich  hier  ein  Beispiel  anzuführen,  mit  dem  wir  uns 
später  noch  eingehend  beschäftigen  werden,  erwähnen  wir  den 
Fall  von  fünf  Variablen  Xq,  x^^  x.2,  ^3,  x^^  die  den  Bedingungen 

(5)  2:^  =  0,     2;:r2  =  0 

genügen,  und  die  also  die  Wurzeln  einer  Haupt gleichung 
5*^^  Grades  sind  (Bd.  I,  §.  54).  Dass  die  Voraussetzung,  die  wir 
gemacht  haben,  in  diesem  Falle  zutrifft,  zeigt  die  Darstellung  in 
Bd.  I,  §.  74,  (4): 

y  =  hFo  +  t^  («2  F,  +  Kl  JP2  +  Wo  F,), 

was,  wenn  die  dort  angeführten  Bestimmungen  getroffen  sind, 
für  die  x  gesetzt,  den  Bedingungen  (5)  für  alle  W^erthe  des  Ver- 
hältnisses t  =  t2  :  t-i  genügt. 


1)  Betrachtet  man  die  x  und  die  u  als  Coordinaten  je  eines  Punktes 
X  und  U  in  einem  Räume  von  n  und  y  Dimensionen,  so  bestimmen  die 
Relationen  (1)  für  x  eine  Mannigfaltigkeit  von  weniger  als  n  Dimensionen. 
Jedem  Punkte  X  entspricht  ein  Punkt  U,  und  der  Gesammtheit  der  X 
nach  (2)  eine  Mannigfaltigkeit  der  U  von  einer  Dimension  (einer  Curve). 
Unsere  Voraussetzung  ist  die,  dass  dies  eine  sogenannte  rationale  oder 
unicursale  Curve  oder  (in  der  Sprache  der  Functionentheorie)  eine  Curve 
vom  Geschlecht  Null  sei. 
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Auch  wie  die  allgemeine  Gleichung  5*^"^  Grades  auf  eine 
diesen  Voraussetzungen  entsprechende  transformirt  werden  kann, 
ist  dort  gezeigt. 

Unter  der  Voraussetzung  (4)  hat  das  Bestehen  der  Rela- 
tionen (1)  keinen  Eintiuss  auf  die  Schlüsse  des  §.  108,  und  wir 
haben  dann  die  folgenden  Sätze. 

Es  sei  :ro,  ^1,  .  .  .,  ^„-i  ein  System  von  Variablen,  das  den 
Relationen  ^4  =  0,  B  ^=  0,  ...  unterworfen,  aber  sonst  unab- 
hängig ist,  und  es  sei  5(  eine  Permutationsgruppe  der  x,  deren 
Permutationen  die  Functionen  A,  B,  .  .  .  ungeändert  lassen. 

Soll  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Grössen  x 
sind,  eine  Resolvente 
(6)  F  (H,  z)  =  0 

besitzen,  die  ausser  numerischen  Coefficienten  nur 
einen  Parameter  enthält,  der  eine  durch  die  Gruppe  % 
ungeänderte  Function  der  x  ist,  so  muss  eine  Func- 
tion \t  der  Variablen  :r^.  .  .  .,  Xn-\  existiren,  die  durch 
die  Permutationen  «  von  %  (mit  Rücksicht  auf  die 
Relationen  A  =  0,  B  =  0,  .  .  .)  lineare  Substitutionen 
erleidet 

worin  «,  i,  c,  d  numerische  Coefficienten  sind.  Die 
Wurzeln  der  Gleichung  (6)  sind  rational  durch  d-  aus- 
drückbar, und  folglich  ist  auch  d-  Wurzel  einer  Glei- 
chung mit  einem  Parameter 

(8)  <D(*,.)  =  0. 

Ist  (6)  eine  Totalresolvente ,  was  immer  eintritt,  wenn  die 
Gruppe  ^21  einfach  ist,  so  können  auch  die  x  rational  durch  -9- 
und  die  zur  Gruppe  %  gehörigen  Functionen  ausgedrückt  werden. 

Bis  hierher  findet  also  vollständige  Uebereinstimmung  mit 
den  Resultaten  des  §.  108  statt. 

Die  Beschränkung  aber,  auf  die  wir  im  §.  109  gestossen 
sind,  wird  hier  nicht  mehr  nothwendig  eintreten,  weil  jetzt  nicht 
mehr,  wie  im  Falle  völlig  unabhängiger  Variablen,  aus  der 
Gleichheit  zweier  gebrochener  Functionen  auf  die  Ueberein- 
stimmung von  Zähler  und  Nenner  geschlossen  werden  kann. 

Die  linearen  Substitutionen  (7)  bilden  eine  mit  91  (ein- 
oder  mehrstufig)   isomorphe    Gruppe   P,    die   mit   einer   unserer 

Weber,  Algebra.    II.  tyj 
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Polyedergruppen  identisch  sein  muss.  Wir  wollen  hier  nur 
den  interessantesten  Fall  eingehender  behandeln,  dass  P  die 
Ikosaedergruppe  ist,  die  wir  überdies  ohne  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  in  der  Normalform  (§.  .58)  annehmen  können. 

Für  diese  Gruppe  haben  wir  in  §.  60  die  drei  Grundformen 
abgeleitet.  Bezeichnen  wir  die  Variablen  dieser  Grundformen 
'^it  Vii  y^i  so  sind  es  die  drei  homogenen  Functionen  12*^",  20''*^" 
und  30^*^^  Grades: 

f{y)  =  ^i2/2  W  +  11  ylvl  -  yf) 

(9)  ^^(^^  ^  -~  y''  ~  y'^  +  ^^^  ^y''y^^  -  y^y^  -  ^^^  y''y'' 

T{y)  =  yf  +  yf  +  522  (^25^,^5  ._  ^5^25) 

—  10005  (yfyf  +  yfyf), 
zwischen  denen  noch  die  Relation 

(10)  r2  +  ij3  =  1728/5 
besteht. 

Wenn  wir  in  dem  Quotienten  T^  :  /&  für  das  Verhältniss 
yi  :  ^2  einen  der  60  Werthe  '9'^  setzen,  die  aus  -9-  durch  die 
Ikosaedersubstitutionen  entstehen,  so  erhält  dieser  Quotient 
immer  denselben  Werth,  der  sich  also  rational  durch  die  Coefh- 
cienten  der  Gleichung  (8),  d.  h.  rational  durch  0  ausdrücken 
lässt.  Wir  können  ihn  geradezu  gleich  ^  setzen,  und  erhalten 
für  die  Resolvente  (8)  die  Form 

(11)  T-'  -  zß  =  0, 
was  wegen  (10)  mit 

H^  —  (1728  — ^)/-5  =  0 
gleichbedeutend  ist.  Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  y^ ,  y.2 
homogen  und  vom  60«*^^  Grade,  und  wenn  wir  2/2  =  1  setzen, 
so  sind  ihre  60  Wurzeln  y^  =  d'a.  Es  ist  die  Ikosaeder- 
gleichung,  die  schon  im  §.  60  dehnirt  war,  und  die  also  aus- 
führlich, in  der  Form  (11)  geschrieben,  so  lautet: 

('9'3o  _^  522  ^-'5  _  10005  -O-so  _  i0005  '^10  __  522  ^->  -f-  1)2 

:=  ^^5   (^10   _|_    11^5  _    1)5. 

Das  Problem,  wie  wir  es  also  jetzt  gefasst  haben,  kommt 
auf  die  Frage  hinaus: 

Welche  Gleichungen  lassen  sich  durch  die  Iko- 
saedergleichung  lösen? 


ßten 

., 

loten 

n 

12ten 

n 

15ten 

T) 

OAsten 

£d\J 

V 

QOsten 
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§.  111. 

Die  Resolventen  .der   Ikosaedergleichung. 

Die  Formulirung  des  Problems,  die  wir  am  Schluss  des 
vorigen  Paragraphen  gegeben  haben,  führt  uns  auf  die  Frage 
nach  den  verschiedenen  Resolventen  der  Ikosaedergleichung. 
Jedem  Theiler  der  Ikosaedergruppe  entspricht  eine  solche  Resol- 
vente, deren  Grad  gleich  dem  Index  des  Theilers,  also  immer 
ein  Theiler  von  60  ist.    Nun  enthält  die  Ikosaedergruppe  (§.  59) : 

1)  Tetraedergruppen   (§.  56):    Resolventen    5**°    Grades 

2)  Diedergruppen  D5  (§.  55):  „ 

3)  Diedergruppen  D3 :  ^ 

4)  Cyklische  Gruppen  C-^ :  „ 

5)  Vierergruppen  Z).,:  „ 

6)  Cyklische  Gruppen  C3 :  „ 

7)  Cyklische  Gruppen  Co : 

Da  die  Ikosaedergruppe  einfach  ist,  sind  alle  diese  Glei- 
chungen Total  resolventen  von  einander;  wir  beschränken  uns 
hier  auf  die  Betrachtung  der  wichtigsten  unter  ihnen. 

Die  Resolventen  niedrigsten,  nämlich  5*^»^  Grades  sind  die 
zu  der  Tetraedergruppe  gehörigen. 

Um  sie  zu  finden,  müssen  wir  eine  Function  von  d-  suchen, 
die  durch  die  Substitutionen  der  Tetraedergruppe  ungeändert 
bleibt  während  sie  in  der  Ikosaedergruppe  fünfwerthig  ist. 

Wir  nehmen  die  Ikosaedergruppe  in  der  in  §.  58,  (22)  auf- 
gestellten Normalform,  und  nehmen  die  darin  enthaltene  Tetra- 
edergruppe Q  (§.  59)  heraus,  die  wir  über  der  Vierergruppe 

(1)  1,    ^,   X^   ^X 

construirt  haben,  worin,  wenn  e  eine  imaginäre   fünfte  Einheits- 
wurzel ist,  ip  und  X  die  Bedeutung  haben: 

(2)  t(x)  =  ^,   x(x)  =  ^J,    „  =  s  +  e-K 
Setzen  wir  ®{x)  =z  bx,  so  wird  die  ganze  Ikosaedergruppe 

(3)  P=    Ö+    $0+    §02_^    $03_t_     ^04, 

und 

(4)  Qn  =  0-'^  Q  0h 
sind  die  zu  Q  conjugirten  Tetraedergruppen. 

27* 
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Nun  haben  wir  im  §.  5G  zwei  Formen  /  und  IL  vom  (>*''"  und 
8*^"  Grade  kennen  gelernt,  die  durcii  die  Tetraedersubstitutionen, 
wenn  sie  homogen  und  mit  der  Determinante  1  genommen 
werden,  absolut  ungeändert  bleiben.  Diese  Formen  können  wir 
freilich  nicht  geradezu  in  der  Form  anwenden,  wie  sie  dort  ge- 
geben sind,  weil  dort  die  Tetraedergruppe  in  anderer  Gestalt 
vorausgesetzt  war.  Wir  finden  aber  die  erste  dieser  Formen  sehr 
einfach,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  ihre  Wurzeln  die  zwei- 
zähligen  Pole  der  Tetraedergruppe  waren,  also  die  Wurzeln  der 
drei  Gleichungen 

X  =  i^  (x),     X  —  X  (x),     X  =  xl^xi^) 
oder 

rr2  -f-  1  —  0,   x^  —  2cjx—  1=0,    ax'-  +  2x  —  g)  =  0, 

und  man  erhält  also  mit  Benutzung  der  Relation 

die  Gleichung  für  die  zweizähligen  Pole 

(x--^  +  1)  {xi  +  2x^  —  6x''  —  2x  -\-  1)  =  0. 

Daher  wird  die  gesuchte  Tetraederform  6*^°  Grades  in  den 
homogenen  Variablen  ^i,  X2 

(  0  )       t  (^2,  X^j  —  Xi  —     Ji  X-,  X2 0  X-i  Xn  '~~'  0  X^  Xc)         i^  Xi  X.2     I    X.j  • 

Die  zweite  Tetraederform,  die  wir  suchen,  ist  die  Hesse' sehe 
Determinante  hiervon. 
Setzen  wir 

so  ergiebt  eine  einfache  Rechnung 

(6)  tö  (^1,  X2)  =  —  (xl  +  xi)  +  {xl  X2  —  x^  xl)  —  7  {x^  xi  -r  xl  xi) 

7/  /y.  5  /y>  O  /y  o  /Y>  5  \ 

Wir  führen  noch  die  drei  Ikosaederformen  12*^",  20^*^"  und 
oQsten  Grades  an,  die  ja  auch  durch  die  Tetraedersubstitution on 
ungeändert  bleiben  (§.  60): 

(7)  /  (x,,  X2)  =  X,  X2  {x\^  +11  xl  xl  —  x\^) 

(8)  H{x^,  X2)  =  —  {xf  +  xf)  +  228  (45  xl  —  xl  xf)  —  494  x\'  x\^ 

(9)  T  (x,,  X2)  ^  {a.f  +  xf)  +  522  (xf  xl  —  xl  xf) 

—  10005  (a^f  40  ^  40 :2f ). 
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Bilden  wir  aus  diesen  invarianten  Formen  des  Tetraeders 
Functionen  von  x^  :  Xo  und  setzen  d-  =  Xi  :  .t.j,  so  ergeben  sich 
Functionen,  die  durch  die  linearen  gebrochenen  Tetraeder- 
substitutionen ungeändert  bleiben,  und  die  daher  Wurzeln  von 
Resolventen  5*^°  Grades  der  Ikosaedergleichung  sind.  Die  Iko- 
saedergleichung selbst  erhält  man  in  zwei  Formen,  wenn  man 

(10)  7/3  =  ./5,     J2  =  .J5,     z  +  z,  =  1728 
setzt,  und  die  Resolventen  hängen  rational  von  z  ab. 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  mit  (p  [x-^ ,  x^)  irgend 
eine  absolut  invariante  Form  des  Tetraeders,  so  geht  diese  Form 
durch  irgend  eine  der  Substitutionen   Q0  in 

(11)  (Pa  =  (f  (£-2^1,  f^ro) 

über,  und  diese  Function  bleibt  ungeändert  durch  die  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  0-^  Q  0. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  jede  symmetrische  Func- 
tion der  fünf  Formen  cp,  eine  Invariante  der  Ikosaeder- 
gruppe  ist,  und  daher  nach  dem  Satze  §.  61  durch  die 
Grundformen/,  H,  T  ausgedrückt  werden  kann. 

Dieser  Satz  gestattet  eine  verhältnissmässig  leichte  Berech- 
nung der  Resolventen. 

Die  einfachsten  Functionen,  die  wir  als  Wurzeln  von  Resol- 
venten verwenden  können,  sind 

Bemerken  wir  zunächst,  dass  die  symmetrischen  Grund- 
functionen  der  fünf  Functionen  te  Ikosaederinvarianten  der  Grade 
(>,  12,  18,  30  sind,  so  folgt  aus  den  Sätzen  in  §.  61,  da  die  Grad- 
zahlen 6,  18  unter  diesen  Invarianten  nicht  vorkommen,  eine 
Gleichung  von  der  Form 

(13)  P  +  afp  +  hpt  +  cT=  0, 

worin  «,  t,  c  Zahlencoefticienten  sind.  Um  sie  zu  bestimmen, 
bezeichnen  wir  mit  S  ((p)  die  Summe  der  fünf  Functionen  cp^  in 
(11)  und  mit  n((p)  ihr  Product,  und  erhalten  aus  den  Newton'- 
schen  Formeln  (Bd.  I,  §.  42): 

(14)  af=-'^S(P),  hß  =  ia^f2-iS{t%  cT=-n(t). 

In  den  Summen  S  (qp)  haben  nur  solche  Glieder  x\  x\  einen 
von  Null  verschiedenen  Coefticienten,  in  denen  li  —  k  durch  5 
theilbar   ist.     Man   erhält   also   a,  b,  c   durch   Gleichsetzen   der 
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"f  auf  beiden   Seiten  der  Glei- 


chungen (14),  und  findet  so  die  Relation 

(15)  P  —  10/^:^  +  45/2  i  _  j  ^  0, 
oder  auch 

(16)  P  (f4  —  lOfP  4-  45/2)^  —  T'^  =  0. 

Aus  (16)  und  (15)  ergeben  sich  nun  nach  (10)  und  (12)  die 
Gleichungen  5*®"  Grades  für  r  und  für  u 

(17)  r  (r2  —  10  r  +  45)2  =  ^,, 

/10X  -        10  it^        Abu         1 

(18)  u^ — -  +  — 2-  —  ;i.  =  0- 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  geht  durch  die  Substitution 

(19)^  2/  =  -^^,    .:  =  27, 

in  die  Form 

(20)  Iß  +  15 1/4  —  10  y  ?/2  -f  3  y2  =  0 

über,  die  wir  bereits  im  §.  75  des  ersten  Bandes  als  eine  Normal- 
form der  Gleichung  5*^"  Grades  kennen  gelernt  haben. 


§.  112. 
Die  Hauptresolvente  fünften  Grades. 

Wenn  man  die  Functionen  u,  v  gleichzeitig  benutzt,  so  kann 
man  eine  Schaar  von  Resolventen  ableiten,  die  die  Form  der 
Hauptgleichung  5*"^  Grades  haben,  und  sich  direct  mit  einer 
beliebig  gegebenen  Hauptgleichung  5*^"  Grades  in  Ueberein- 
stimmung  bringen  lassen  i). 

Da  es  beim  Ikosaeder  keine  Invarianten  8*^",  14*"^  IG**'", 
22sten  o(jer  28^*®^  Grades  giebt,  so  müssen  die  Functionen  /S  (c5), 
S(tc3)^  S(co^),  S(tco^),  S(Pcj^)  verschwinden,  und  wenn  wir  also 

(1)  Y=  0CC3  -{-  ßtC3 

setzen,  so  werden  auch  die  Functionen 

SiY),    S{Y^) 
für    beliebige   Werthe    der   Parameter   a,  ß   verschwinden,    und 
daraus  ergiebt  sich  eine  identische  Gleichung  von  der  Form 


J 


1)  Kiepert,   Göttinger  Nachrichten  1878.      Crelle's  Journal,   Bd.  87. 
Klein,  Ikosaeder,  S.  lOß. 
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(2)  r-^  +  5  a  r2  +  5  6  r  4-  c  =  0, 

worin  a,  6,  c  homogene  Functionen  3*"^  4*®",  5*^^  Grades  von  «,  ß 
bedeuten,  deren  Coefficienten  Ikosaederinvarianten  sind. 

Die  Function  c  können  wir  leicht  aus  der  Formel  bestimmen 
c  =  —  77(ö)  n{a^ßt). 

Es  ist  nämlich  nach  (15)   des  vorigen  Paragraphen   für  ein 
unbestimmtes  l 

A^  —  10/ A3  +  45/2  A  —  Tr=  n{l  —  t\ 
also,  wenn  man  A  =  —  «  :  /3  setzt 

n{a-\-ßt)  =  a'^— 10  fa^ß^-{-4:Dp  aßi^Tß\ 

und  ferner  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  durch  Vergleichung  eines 
Gliedes  [§.111,  (6),  (8)] 

77  (t5)  =  —  H% 
also 

(3)  c  =  H^  («-^  —  10/a3  ß-2  4-  4.0 f -2  a  ß^  +  T ß'-). 

Die  Coefficienten  a,  &  berechnet  man  wohl  am  einfachsten 
mit  Hülfe  der  Newton' sehen  Formeln  (Bd.  I,  §.  42): 

—  lha  =  S{cAa-\-ßtay 

—  20b  =  S  (occo  -{-  ßtco)\ 

indem  man  die  Formeln  anwendet,  die  sich  nach  kurzer  Rech- 
nung durch  Vergleichung  je  eines  Gliedes  der  rechten  und  linken 
Seite  ergeben: 

S(cj-i)  =  —  3.5.8/2,  S{tc3^)  =  —  5T, 

5(^2(53)  =  —  5.72/3,  5(f3t53)  =  —  3.5/r, 

5(c5^)  =  4.5/ir,  5(f2(5^)  =  _  5. 12/2 ä; 

S(t^c3i)  ^_  5^j^  S(t^c3^)  =  —  4.5.27/3Ä 

So  findet  sich 

(4)  a  =  8/2^3  +  Ta'-ß  +  12p  aß^  +fTß^ 

(5)  b  =  —fHa^  +  18/2 If «2 ^2  J^  HTaß'^-\-  27pHßK 

Um  daraus  die  Resolvente  der  Ikosaedergleichung  zu  er- 
halten, müssen  wir  statt  (5  und  t  die  Functionen  u,  v  [§.  111,  (12)] 
einführen. 

Setzen  wir,  indem  wir  mit  A,  ^  irgend  zwei  unbestimmte 
Grössen  bezeichnen 
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SO  folgt  nach  (1)  und  §.  111,  (12): 

(7)  Y  =  l  V  -\-  ^v  11^ 
und  wenn  wir,  wie  in  §.  111 

(8)  7^  =  ^''     p'^'"'    .-  + ^1  =  1728 

setzen,  so  gehen  die  Ausdrücke  (3),  (4),  (5)  in  folgende  über: 


«  ^  —  8  yl3  -f  /1-'  ^  -f- 


(0)  ,,^_A.  +  li^^  +  27| 

wenn   Y  die  Wurzel  der  Gleichung 

(10)  Y'^  +  6 a  Y'^  +  'oh  Y  +  c  =  0 

ist.  Diese  Gleichung  hat  die  Form  einer  Hauptgleichung  5*^'"  Grades, 
und  sie  kann  jede  Hauptgleichung  darstellen,  wenn  wir  et,  6,  c 
beliebig  annehmen  können.  Man  hat  also,  wenn  a,  Z>,  c  beliebig 
gegeben  angenommen  werden,  aus  (9)  die  drei  Grössen  A,  ft,  ^^ 
(und  ^  =  1728  —  ^i)  zu  bestimmen,  und  es  ist  eine  sehr  merk- 
würdige Eigenthümlichkeit  dieses  Gleichungssystemes,  dass  sich 
diese  Unbekannten  rational  durch  die  gegebenen  Grössen  a,  b,  c 
und  die  Discriminante  der  Gleichung  (10)  ausdrücken  lassen. 

Um  dies  nachzuweisen,  leiten  wir  aus  (9)  zunächst  einfacliere 
Gleichungen  ab. 

Wenn  wir  die  zweite  von  ihnen  mit  k  multipliciren  und  zur 
dritten  addiren,  so  folgt 

(11)  ^^{Ib  +  c)  =  ^^a, 

und  wenn  Avir  die  dritte  mit  A,  die  zweite  mit  ^^  :  z\  multipli- 
ciren und  subtrahiren 

Ebenso  ergiebt  sich  aus  der  ersten  und  zweiten 

al  +  Sb  _  ; 3    I    21GA2|u,    ,    g  Ajt2        216  jit^ ^ 
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Diese  Gleichung  ergiebt,  wenn  man  beiderseits  zum  Quadrat 
erhebt : 

,    2.2160  ,„    .,    ,    /81    ,    2.2162\ 
,    18.216  ,     .     ,    216^u« 

H — -2— ^r  +  ^^-. 

und  wenn  man  dies  abzieht  von  der  aus  der  ersten  Gleichung  (9) 
abgeleiteten  Formel : 

27  «2^-^  =  1728  A''  +  2.216  A>  +  27  ("l  -t"  ^-)  '^'."' 

2  2160  /2         72 -\ 

+  :^^J^  A\a3  +  27  (^  4-  ^)  A->^ 

.    18.216  .     .     ,    27i[i« 
so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (8): 

„„        .[.„..  _.-,(«-ii^)'J  =  (..-ü:)l 

Daraus  ergiebt  sich  weiter  durch  Vergleichung  mit  (12) 

(14)  27a2  ._  11  (ci  X  -\-  ^hy  =  Xc  —  ^  h, 

und  wenn  man  hieraus  durch  (11)   das  Verhältniss  a-  :  Zi  elimi- 
nirt,  so  ergiebt  sich  die  quadratische  Gleichung  für  X: 

(15)  X-^  (a^  +  ahc  —  h^  —  X  (lla^h  —  aC'  +  2h-'c) 

—  Tia-c  -|-  64rt-&2  _  he^  =  0. 
Die  Discriminante  dieser  quadratischen  Gleichung  ist 
z/  =  (11  «^-6  —  ac-^  4-  2hHf 

+  4  (rt*  -\-  ahc  —  1)-^)  (27a3c  —  64 «2 52  _[_  5^2) 
=  a2  (108a''c  —  135a^&2  _|_  ^Oa'-hc'^ 
—  320«  53  c  -|-  256  ö-^  +  c^). 

Im  §.  74  des  ersten  Bandes  ist  die  Discriminante  B  der 
Hauptgleichung  5*^"  Grades  abgeleitet.  Wenn  man  in  der  dort 
gefundenen  Formel  (3) 

«,_,  =  1,    a^  =  5  a,    «4  =  5  &,    a-,  =  c 
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einsetzt,  so  findet  sich 

I)  =  b'^  (108  tt'^  c  —  135  «4  b'^  4-  90  «2  h  c'i 

—  320 ah- c  4-  256  ö-  -f  c% 
so  dass  sich 

(16)  ry^zi  =  a'^n 

ergiebt,  und  man  aus  (15)  für  /l  den  Ausdruck 

2  (a4  4-  a&c  —  63j 

erhält,  in  dem  die  Quadratwurzel  beide  Vorzeichen  haben  kann. 

Man  sieht,  dass  ausser  der  Quadratwurzel  aus  der  Discri- 
minante,  die  rational  durch  die  Wurzeln  ausdrückbar  ist,  noch 
Vö  darin  vorkommt. 

Hat  man  X  berechnet,  so  erhält  man  aus  (11)  das  Ver- 
hältniss  ^i  :  ^^2  und  aus  (12)  die  letzte  Unbekannte  ^  rational 
durch  A  dargestellt. 

§.  113. 
Resolventen   sechsten  Grades. 

Um  die  Resolventen  6*«^  Grades  der  Ikosaedergleichung  zu 
finden,  gehen  wir  von  einer  der  in  der  Ikosaedergruppe  ent- 
haltenen Diedergruppen  D^  aus  (§.  111,  2.).  Die  Darstellung  der 
Ikosaedergruppe  [§.  58,  (20)]  giebt  uns  unmittelbar  die  Zer- 
legung in  die  Nebengruppen;  ist 

(1)  Q=  0^    0'i/^,   r  =  0,  1,  2,  3,  4 

die   Diedergruppe,   von   der   wir   ausgehen,   so   erhalten   wir  die 
volle  Ikosaedergruppe 

(2)  P=Q+  Qx+  Qx&+  Qx&'-^  Qx&'+  Qx&'' 

Ist  dann  Ucc  eine  Function,  die  durch  die  Substitutionen 
von  Q  ungeändert  bleibt  und  durch 

Z,   Z®,  Z0^  X&^  l®' 
in 

C/o,     f7i,     J],,    U,,    U, 

übergeht,  so  sind  die   C7oo,  R),   C/j,   ü^,   C/3,   U4  die  Wurzeln  einer 
Resolvente  6*^"  Grades.    (Ueber  die  Bezeichnung   t/«  vgl.  §.  65.) 
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Um  die  Galois'sclie  Gruppe  dieser  Gleichung  6*«"  Grades 
zu  erbalteD,  haben  wir  den  Einfluss  zu  untersuchen,  den  die  An- 
wendung der  Ikosaedersubstitutionen  auf  das  System  der  Neben- 
gruppen (2)  hat.  Es  genügt  dazu,  die  Substitutionen  0,  ^,  x  ^^ 
betrachten.  Es  ist  aber,  wenn  wir  die  Reihenfolge  der  Nebon- 
gruppen  in  (2)  beachten,  nach  g.  58.  (23).  (25): 

Pt=Q    +Qx     JrQx&*  +  Qx&'+Qx0'+Qz& 

Px  =  Qx+Q      +Qx& +  Qx&'+Qi0'^Qx&\ 

und  daraus  folgt,  dass  sich  die  Indices  von   t"  folgendermaassen 

vertauschen:  ,        ■      „       , 

_cc,     0,      1,      -i,      3,      4 

0) 

*) 

X) 

Bezeichnen  wir  den  Index  allgemein  mit  ^.  und  nehmen,  wie 
im  siebenten  Abschnitte,  J  nach  dem  Modul  5,  so  dass  zwei  nach 
dem  Modul  5  congruente  Zahlen  als  nicht  verschieden  gelten,  so 
können  wir  diese  Yertauschungen  so  darstellen : 

0  =  (I,  1  +  1),   *  =  (I,  -  I),   x  =  [l  j)- 

Daraus  folgt  aber,  dass  die  Gruppe  unserer  Glei- 
chung 6*^"  Grades  mit  der  Congruenzgruppe  L,  (§.  68) 
übereinstimmt. 

Um  zur  Bildung  von  Resolventen  6*^^  Grades  zu  gelangen, 
müssen  wir  ähnlich  wie  bei  den  Resolventen  ö^^""  Grades  ver- 
fahren. 

Wir  haben  schon  im  §.  55  die  Grundformen  der  Dieder- 
gruppen  kennen  gelernt.  Wir  stellen  sie  jetzt  in  der  Form  dar: 
qPi  =  x^  X.,,     (fo  =  x'l  +  ixl,     g?3  =  xl  —  ix-\ 

Nehmen  wir  0  und  t^  mit  der  Determinante  1,  also 


-{-%)■ 


so  ändern  sich  die  Grundformen  cp^,  (po,  ^3  in  folgender  Weise: 

yi  9^2  ^3 

®)  SPi       —9^2        —93 
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Es  sind  also  (p'l^  q).f,  (po^  (p^  ^^?.  absolut  invariant,  und  wenn 
wir  daher,  wie  im  §.  111,  unter/,  //,  T  die  Ikosaederinvarianten 
verstehen,  so  können  wir  folgende  Functionen  als  Wurzeln  von 
Resolventen  G^"^  Grades  einführen: 

/2  '   ir   H'       T 

Um  die  Ausdrücke  für  die  übrigen  Wurzeln  zu  erhalten, 
muss  der  Einfiuss  der  mit  der  Determinante  1  genommenen  Sub- 
stitutionen @^x  auf  die  Functionen  (pi,  cp^^  cp^  untersucht  werden. 
Wir  wollen  dies  nur  für  die  Function  cpi  durchführen,  die  zu 
der  einfachsten  Resolvente  6**^"  Grades  führt. 

Wenn  wir  in  cp^  die  Substitution  %  in  der  Form  §.  58,  (26) 
anwenden,  also  Xi,  x^  durch 

Xi  I  X.2  x^  x^ 

J~—~^-l      I"   £2—  £-2'  £2Z:7=^  ~"   £—1=1 

ersetzen,  so  geht  cp^  in 

iX/i  Xy  X'2  Jl^ff 

Über.     Wir  setzen  demnach 

(3)  Woo  =  ^  (p{  =  5  x^xl 

und  erhalten   durch  Anwendung   der  Substitutionen  x@''  daraus 
die  fünf  weiteren  Formen 

(4)  iVr  =  (£'x^  +  ^1  ■^"2  —  £~''x.;y. 

Nun  sind  die  symmetrischen  Functionen  der  sechs  Formen  w 
invariante  Ikosaederformen ,  und  danach  kann  man  leicht  die 
Coefticienten  der  Gleichung  bilden,  deren  Wurzeln  die  iv  sind. 

Wir  erhalten  durch  Vergleichung  der  Grade  und  je  eines 
Coefficienten  für  die  Potenzsummen  der  iv 

und  so  das  Product  aller  sechs  iv 

n(w)  =  5/2, 

und    demnach    ergiebt    sich   nach    den   Newton 'sehen    Formeln 
(Bd.  I,  §.  42)  für  w  die  Gleichung 

(5)  tv^  —  lOfiv^  +  Hiv  -{-  5/2  =  0. 
Setzen  wir  also 

/^N  TT  ^^^  ^' 

(6)  U~-j^,    ^^jj, 
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SO  folgt  hieraus  die  Gleichung  6*^"  Grades  für   U: 

(7)  U^  —  10^'  t/3  +  ^2  U  +  5 z'^  =  0 

als  Resolvente  6*^''  Grades  der  Ikosaedergleichung. 
Setzen  wir  nach  (3j  und  (4j 

so  ergeben  sich  daraus  die  folgenden  Relationen: 

(9)       0      =  Vw^  +  £2  v^  4-  £4  y^  4-  £  1/^4-  £3  Vif^ 
0     =r  V^  +  £3  y;;^  _l_  £  V^  4-  £4  ^/^  j_  £2  y^^ 

X,  1/5"  _  y^  + £^v^  4- £^vj^+ g'V^ -^  f  v^ 


(10) 


und  in  den  Gleichungen  (9),  (10)  können,  da  sie  homogen  sind, 
an  Stelle  der  iv  auch  die   ü  gesetzt  werden. 

Auf  die  Gleichungen  6*^^^  Grades,  deren  Wurzeln  den  Rela- 
tionen (9)  genügen,  hat  zuerst  Jacobi  hingewiesen;  man  nennt 
sie  daher  Jacobi'sche  Gleichungen  6*^"  Grades^). 


§■  114. 

Ueber   die   Lösung   der  Ikosaedergleichung   durch 
transcendente   Functionen. 

Wir  wollen  hier,  ohne  auf  Beweise  oder  nähere  Ausführungen 
einzugehen,  kurz  auf  die  Beziehungen  hinweisen,  die  zwischen 
den  durchgeführten  Untersuchungen  und  der  Theorie  gewisser 
transcendenter  Functionen,  besonders  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  und  der  Theorie  der  hypergeometrischen  Reihen  be- 
stehen, woraus  sich  die  Auflösung  der  Ikosaedergleichung  und 
damit  aller  ihrer  Resolventen  durch  transcendente  Functionen 
ergiebt.  Dies  führt  aus  dem  Gebiete  der  Algebra  hinaus,  steht 
aber  zu  ihr  etwa  in  derselben  Beziehung,  wie  wenn  man  bei  der 
Berechnung  von  Wurzelgrössen  Logarithmen,  oder  bei  den  cubi- 
schen  Gleichungen  die  Winkeltheilung  anwendet. 


1)  Suite   des  notices  sur  les   fonctions   elliptiques.     Cr  eile's  Journal, 
Bd.  III  (1828);  Werke,  Bd.  I,  S.  2G1. 
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Wir  müssen  uns  hier  auf  eine  kurze  Angabe  der  Resultate 
beschränken,  und  werden  in  der  Folge  keine  Anwendungen  davon 
machen,  so  dass  diese  Ausführungen,  die  nur  einem  mit  der 
Theorie  der  transcendenten  Functionen  einigermaassen  vertrauten 
Leser  ganz  verständlich  sein  können,  ohne  Störung  des  Zu- 
sammenhanges auch  übergangen  werden  können. 

Es  möge  a  eine  Variable  bedeuten,  deren  imaginärer  Theil 
positiv  ist,  so  dass 
(1)  q  =  e^^'^ 

eine  Grösse  ist,  deren  absoluter  Werth  ein  echter  Bruch  ist. 
Wir  wollen  die  folgenden  drei  Functionen  dieser  Variablen  co 
betrachten : 


(2) 

1    00 

00,  CO                                                                      00  ,  00 

(3) 
(4) 

,   ,       /(aj)2«-16  ,, 

In  der  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen  -') 
wird  eine  Gleichung  6*"'  Grades  abgeleitet,  deren  Wurzeln  die 
sechs  Grössen 

/    /— 24|  +  a9\V 

(5)     .00  =  5  m^^ 

sind,  wenn   |   ein   volles  Restsystem   nach   dem   Modul  5    durch- 
läuft.    Diese  Gleichung  lautet 

(6)  v^  +  10  .3  _  ^2  («)  V  +  5  =  0, 

und  hat,  wie  man  sieht,  grosse  Aehnlichkeit  mit  der  im  vorigen 
Paragraphen  betrachteten  Resolvente  6**^^  Grades 

(7)  V^  —  10^  ü^  +  ß'^ü -\-  5^2  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  gehen  geradezu  in  einander  über, 
wenn  man 

(8)  z  =        r,  («)3 
(9) ü==-n{u,)v 

1)  Man  vergL:  Weber,  „Elliptische  Functionen  und  algebraische 
Zahlen".     Braunschweig  1891.     S.  63,  86,  149. 

2)  Ebene!.,  S.  263,  316. 
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setzt.  Die  Gleichung  (6)  hat  dieselbe  Galois'sche  Gruppe, 
wie  (7),  Wir  können  nun  eine  beliebige  unter  den  Wurzeln  von 
(7)  für  Uo=  setzen,  und  folglich  können  wir  Ut,  und  rx  in  (9) 
einander  entsprechen  lassen.  Dann  können  wir  von  den  übrigen 
Wurzeln  von  (7)  eine  beliebige  für  Lv.  nehmen,  weil  wir  .ri,^.2 
in  §.  113,  (4)  durch  e^  x-^^^  8—^X2  ersetzen  können.  Wir  lassen 
also  Uq  und  v^  einander  entsprechen.  Endlich  können  war  über 
die  imaginäre  fünfte  Einheitswurzel  £  noch  so  verfügen,  dass 
Ui  und  Vi  sich  entsprechen,  und  dann  folgt  aus  der  Ueberein- 
stimmung  der  Gruppe,  dass  überhaupt  ü^  und  vc  sich  ent- 
sprechen, dass  also 

(10)  T\  =  —  y,((o)  Vi,     1=^,0,1,2,3,4 

ist.  Wenn  wir  also  w  bei  gegebenem  0  aus  der  trans- 
cendenten  Gleichung  (8)  bestimmen,  so  geben  uns  (10) 
und  (5)  die  vollständige  Lösung  der  Ikosaederresolvente 
6*^'^  Grades. 

Nach  (2)  und  (5)  ergiebt  sich  für  |  =  0,  1,  2,  3,  4 

/^^\  f    \  l/~  v/        i\v    S("-24i)(6>  +  i)-2 

(11)  ^  (tö)  \  '^i  =  2.  ( —  1)  e^^ 

—  00  ,  CD 

Der  Exponent  (6  v  +  1)^  kann  nach  dem  Modul  5  nur  den 
Rest  0,  1,  — 1  geben.  Lässt  man  also  v^,  1^2  ^-lle  Zahlen  durch- 
laufen, die  den  Bedingungen 

Vi  ^  1,  2,     V.,  ^  0,  3     (mod  5) 

genügen,  so  können  wir  den  Ausdruck  (11)  so  zerlegen: 


(12)  7?(«)  Mr.  =  7?  (öcj)  +  £^'    V  (— l)'i  e 


^  CJ  (6  Vi  +  l)-2 


Va  n  i 

+  £~'S  ( — 1)'^  e^^  , 


n  i 


wenn  s  =  e  '""  gesetzt  ist.  Hieraus  erkennt  man,  dass  die  Grössen 
Vv^  die  Relationen  (9)  des  vorigen  Paragraphen  befriedigen,  und 
die  Formel  (10),  §.  113  ergiebt  für  die  Wurzel  x  =  Xi^:x^_  der 
Ikosaedergleichung  den  Ausdruck: 


^;ca(6n  +  l)2 


(13)  ri{h(D)x=y  (-!)>!  e 

Die    übrigen    Wurzeln    erhält   man,    wenn    man    auf   x   die 
Ikosaedersubstitutionen  anwendet.     Man  kann  sie  aber  auch  da- 
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durch  bilden,  dass  man  die  Variable  «  durcli  einen  äquivalenten 
Werth  ersetzt  (Bd.  I,  §.  120). 


Wir  wollen  hier  endlich  auch  noch  die  Lösung  der  Ikosaöder- 
gleichurig  durch  hypergeometrische  Reihen  kurz  erwähnen.  Nacli 
Gauss  verstehen  wir  unter 

die  unendliche  Reihe 


1  ^  ^  ^    I  «  («  +  1)  /3  (/3  +  1) 


«(«  +  l)(«  +  2)/?(^+l)(/?  +  2)        , 
"•"  1.2.3  y  (r  +  lUr  4-  2)  *   ^ 


7  (r  +  1)  (y  +  2) 

Setzen  wir  darin 

^  =  1728  I, 

so  erhält  die  Wurzel  der  Ikosaedergleichung 
den  Ausdruck 

1^   VGO'   60'  3'  V 


I 


^    V60'   60'  3' V 


Diese  Reihen  convergiren  nur,  so  lange  der  absolute  Werth 
von  I  ein  echter  Bruch  ist,  können  aber  für  andere  Werthe 
von  I  durch  ähnliche  Reihen  ersetzt  werden  ^). 


1)  H.  A.  Schwarz,  „Ueber  diejenigen  Fälle,  in  denen  die  Gauss' sehe 
Reihe  F  [a,  ß,y,  x)  eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Elementes  ist". 
Grell e's  Journal,  Bd.  75,  1872  (gesammelte  mathematische  Werke,  Bd.  II). 
F.  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  Abschnitt  I,  Cap.  III. 


Vierzehnter  Abschnitt. 
Gruppen  linearer  ternärer  Substitutionen. 


§•  115. 


Ternäre  lineare  Substitutionsgruppe  vom 
168«*^^  Grade. 

Die  Frage  nach  der  Gesammtheit  aller  möglichen  endlichen 
Gruppen  linearer  Substitutionen  von  mehreren,  insbesondere 
derer  von  drei  und  vier  Dimensionen,  ist  von  C.  Jordan  be- 
handelt, der,  ähnlich  wie  es  für  die  binären  Substitutionen  ge- 
schehen, eine  endliche  Anzahl  von  Typen  solcher  Gruppen  auf- 
gestellt hat  1).  Diese  allgemeinen  Untersuchungen  können  wir 
hier  nicht  verfolgen,  wir  begnügen  uns,  ein  Beispiel  einer  ter- 
nären  Gruppe  ausführlicher  zu  betrachten. 

In  dem  Abschnitte  über  die  Congruenzgruppen  (§.  66)  haben 
wir  eine  Reihe  einfacher  Gruppen  kennen  gelernt,  von  denen 
sich  die  erste,  vom  Grade  60,  als  isomorph  mit  der  Ikosaeder- 
gruppe  erwiesen  hat.  Wir  wollen  nun  die  nächste  dieser  einfachen 
Gruppen  vom  Grade  168  betrachten,  die  wir  mit  L-;  bezeichnet 
haben,  und  versuchen,  eine  mit  dieser  isomorphe,  ternäre,  lineare 
Substitutionsgruppe  zu  construiren. 

Dazu  führt  uns  das  Theorem  §.  72,  I.,  wenn  wir  vier  Ele- 
mente r,  %,  ö,  ®  aufsuchen,  die  bei  der  Composition  den  Bedin- 
gungen dieses  Theorems  genügen. 

Wir  wollen  zunächst  eine  Substitution  r  in  der  Normalform 
annehmen 

M,  0,   0\ 
(1)  r=     0,  £2,  0     , 
\0,   0,  8,1 

1)  C.  Jordan,  Memoire  sur  les  equations  differentielles  lineaires  ä 
integrale  algebrique.  Grell e's  Journal  für  Mathematik,  Bd.  84  (1878).  Sur 
la  determination  des  groupes  d'ordre  fini  etc.  Atti  della  R.  Accademia  di 
Napoli,  Vol.  VIII  (1879).    Valentiner,  Kjob.  Skrift  (6)  V  (1889). 

Weber,  Algebra.    II.  90 
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und  darin  müssen,  da  r  vom  7*^"  Grade  sein  soll,  die  £i,  £3^  ^;'. 
siebente  Einheitswurzeln  sein,  die  der  Bedingung 

(2)  £1  £2  £3  =  1 
genügen. 

Nun  wollen  wir  die  Substitution  %  so  zu  bestimmen  suchen, 
dass  die  Bedingung  ^z  ^=  x'^i  oder 

(3)  ^I^IT^ 
erfüllt  ist.     Nehmen  wir  %  in  der  Form 

an,  so  ergiebt  die  Bedingung  (3) 

/3i  £2,  /52  £2,  ^^h\  =  \^\  £n  ^2  f.',  ft  ^l    ' 

Da  nun  ocj,  /3i,  ^^^  nicht  alle  drei  verschwinden  können,  so 
muss  sl  mit  einer  der  drei  Grössen  £i,  £31  ^s  übereinstimmen. 
Wäre  £1  =  £^^,  also  £^  =  1 ,  und  folglich  £0  =  f— 1,  so  könnten 
weder  s^  noch  £3  =  1  sein,  weil  sonst  r  die  identische  Substitu- 
tion wäre.  Es  müsste  also  ß^  =  y^  z=:  a^  =  a.^  =  0  und  8^  =  £3, 
£|  =  1  sein,  was  unmöglich  ist.  Es  bleiben  daher  nach  (2)  noch 
zwei  mögliche  Annahmen  übrig: 

£j     =    £,         £2    =    £^         h    =    «S 
£,    =    £,        £2    =    £*,        £3    =    £^ 

worin  £  eine  imaginäre  siebente  Einheitswurzel  ist,  und  diese 
beiden  Annahmen  führen  zu  zwei  verschiedenen  Gruppen,  die 
ganz  gleichartig  gebaut,  übrigens  auch  isomorph  sind.  Wir  ver- 
folgen hier  die  erste  Annahme  weiter,  setzen  also 

/£,   0,   0\  /O,  0,  1\  /O,  1,  0\ 

(4)  r  =     0,    £2,   0     ,    ;^  ==     1,  0,  0    ,   %' =  [  0,  0,  1    ,  ;c^  =^  1- 

\0,   0,    £V  \0,  1,0/  \1,  0,  0/ 

Dass  wir  die  niclit  verschwindenden  Grössen  «3,  /3i,  y.^,  gleich  1 
gesetzt  haben,  ist  keine  Beschränkung,  da  wir  jede  andere  An- 
nahme durcli  eine  Transformation  der  ganzen  (xruppe  darauf 
zurückführen  können. 

Die  Bedeutung  von  %  in  dieser  Form  ist  die  einer  cyklischen 
Permutation  der  Variablen.  Die  Substitutionen  r,  x  erzensten 
zusammen  eine  Gruppe  r'"' x^-  vom  2P^^"  Grade. 
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Um  nun  w   zu  bestimmen,  bedienen   wir  uns   der  Relation 

und  erhalten,  wenn 


^1  =  X^^^ 


gesetzt  wird, 


also 


/«l,    «2,     «3\ 

/52,    A,    ^1        =       ^"1'    ^"2,    73 
72.    73,    /l/  ^«1,    «2,    «3/ 


«1    =  ^3    =  72   =   «, 
«2  =  /5l   =  7;!   =  /5. 

«3  =  ßi  =  7i  =  7' 
und  w  erhält  also  die  Form 

/«.  A  7\ 
(5)  ö  =     ft  y,  «    . 

Drücken  wir  die  Bedingung  aus,  dass  oj  vom  2*^''  Grade 
sein  soll,  so  ergeben  sich  die  Relationen 

Aus  (6)  ergiebt  sich  (a -\-  ß  -j-  yy  ^=  1 ,  und  wenn  man  die 
Determinante  von  w  gleich  1  setzt,  so  folgt  mit  Benutzung  von  (6) 
(oc  +  ß  -{-  yy  =  —  l,  folglich 

(7)  a  +  ß  +  y  =  -h 

Aus  (6)  und  (7)  folgern  wir  noch  die  Relationen: 

(8)  a  =  ßy  —  a^^     ß^ya  —  ß\     y  =  aß  —  y'i 

(9)  «:•  + /S3  +  y3_  3a/3y  =  _  1, 
von  denen  die  letztere,  die  man  aus 

U  +  ß-V  yY  -^{ßr  +  yo,  +  aß)(a-{-ß-\-y)=-\ 

erhält,  den  negativen  Werth  der  Determinante  von  co  darstellt. 
Endlich  bilden  wir  noch  nach  den  Relationen  [§.  72,  (15)] 

(10)  ^  =     «,       ßt^,  ysA,   0-1  =     «£,    ßB\  y 

\ße\  y,      as  /  \ß,       y  e\  as^/ 

28* 
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Wenn  wir  nun  die  Bedingung  aufsuchen,  dass  ®^  z=  l  wird, 
so  haben  wir  02  -^  ©-2  2u  setzen.  Bilden  wir  also  02  ^^^d  &-^ 
nach  (10),  so  kann  man  zuerst  versuchen,  die  Uebereinstimmung 
herzustellen,  indem  man  eine  der  drei  Zahlen  a,  /3,  y,  etwa  7  =  0, 
setzt;  dann  muss  aber  nach  (6)  und  (7)  noch  eine  zweite,  etwa 
ß  =  0^  und  die  dritte  a  =  —  1  sein.  Dann  wird  aber  02  nicht 
mit  0-2  übereinstimmend.  Also  sind  alle  drei  Grössen  w,  /3,  7 
von  Null  verschieden.  Setzen  wir  nun  das  zweite  und  dritte 
Glied  der  ersten  Zeile  in  den  aus  (10)  abgeleiteten  Substitutionen 
02  und  0-2  einander  gleich,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  Factoren 
7  und  06  abgeworfen  werden: 

«(6  —  6-2)  =  /3(6-l-l),       7(^*'-l)  =  ß{e^-^) 

oder 

Cc(£2_£-2)  ^   ß{8^—e-%       y(£2_£-2^   =:  ^•(£_£-l)^ 

und  hieraus,  wenn  h  einen  unbestimmten  Factor  bedeutet: 

Ci  =  h  {s^  —  6-*) 
(11)  ß  =  h  (52  _  £-2) 

y  z=  hls  —  6-1). 
Der  Factor  h  wird  nach  (7)  aus  der  Gleichung 

(12)  _    1    =    /i  (£   4-    £2   _^   £4   _    £-1    _    £-2   _    £-4) 

bestimmt,  und  es  ergiebt  sich  nach  Bd.  I,  §.  171 

(13)  k  =.  J-  :r=  -ZL. 

^     ^  Vi  V— 7 

Das  Vorzeichen  von  V7  hängt  von  der  Wahl  von  6  ab  und 
ist  positiv,  wenn  z.  B. 


8  =  e 


27tl 


genommen  wird.     Dann  erhält  man  für  w,  /3,  7 

—  2  sm  -=-  —  2  sm  — ■  —  2  sm  — - 


VT      '  "  VT      '  '  VT 

Aus  (11)  und  (12)  ergeben  sich  noch  die  Formeln 

as      4-/3  6-^     +7  62     ==,1 
aa-i  -f-  /3  6-4  +  76-2  1=  1, 


(14) 


ßs-^ 

+    y£2 

=r 

0 

ß^ 

+  y£-  = 

z=r: 

(1 

aßy 

. 1 

7' 
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und  a,  /3,  y  sind  die  Wurzeln  der  cubi sehen  Gleichung 


«3   _U   «2   _   i   =   0. 


Man  kann  nun  nach  §.  72,  (15),  (12).  (13) 

(15)  02  — x:iGjir5^ 

setzen,  und  daraus  erhält  man  leicht  nach  (4)  und  (5) 

(16)  @'  =  \yB-%  a,      /3£-V   . 

\ae-\  ße,    y       j 
Vergleicht  man   dies  mit  dem  Resultate,   was  man   erhält, 
wenn  man  aus  (10)  direct  ©^  bildet,  so  ergiebt  sich: 

(17)  /3  =  a2£-i_i_^2£3^y2£-3^    ß^ßy^i    j^ya        +aß£ 
y  =  a^e-^    _j_^2£3_(_y2£-2^    y  ^  ßye-^-}-yKS-^-j-aß, 

und  die  Vergleichung  mit  dem  aus  (10)  gebildeten  0-^  ergiebt 
ein  ganz  ähnliches  Formelsystem,  das  aus  (17)  hervorgeht,  wenn 
£  mit  £-1  vertauscht  wird,  nämlich: 


«  = 

«2£ 

+  /32£- 

-l  +  y2,2, 

« 

=  ßy 

-4-7«£- 

'■  +  aßs 

ß  = 

«2£ 

+  i32£- 

-3_|_y2£3^ 

/5 

=  ßyE- 

3  +  7« 

+  aße'^ 

y  = 

a2£- 

-2  +  ^2,- 

-3_1_  0^2  £2_ 

7 

=  ßre^ 

■Jr'y  oie^ 

+  «ß- 

Damit  aber  hierin  kein  Cirkelschluss  liege,  ist  zu  zeigen, 
dass  die  Relationen  (17)  in  Folge  der  Bestimmungen  (11),  (12) 
wirklich  erfüllt  sind,  denn  dann  erst  ist  das  Bestehen  der  Rela- 
tion (15)  und  die  Gleichheit  von  0-  mit  0-~  nachgewiesen.  Es 
genügt  dazu,  zwei  dieser  Relationen,  etwa 

a  =  «2  £-1  -\~  ß-2e  +  }^2  £-2 
a  =  ßy  -[-  7  « ^^  +  « /^  ^~^ 
abzuleiten;  denn  hat  man  diese  nachgewiesen,  so  kann  man  darin 
£  mit  £-1  vertauschen,  wodurch  «,  /3,  y  nicht  geändert  werden, 
und  sodann  £  mit  £2  und  £^,  wodurch  a,  /3,  y  in  7,  «,  /3  und  in 
/3,  7,  OS  übergehen;  und  daher  erhält  man  das  ganze  Formel- 
system (17). 

Diese  beiden  Relationen  ergeben  sich  aber  durch  eine  ein- 
fache Rechnung  nach  (11),  (12)  in  der  Form: 

—   (£   4-    £2   -^    £^   —   £-^    —   £-2   _    £-4)   (£4    _    £-4) 

=   £-1   (£4    —    £-4)2   -L   £    (£2  _   £-2^2   J^   £-2   (£   _   £-1)2 

=   (£   —    £-1)   (£2  —   £-2)   _1_    £2    (£   _    £-1)   (£4   _    £-4) 

_j_    £-1    (£2   _    £-2)    (£4    _    £-4), 
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Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  leicht  nach  (5),  (8),  (14): 

09  0^    : 


(Y,         as-\ße 

030   = 

«E^    ß,       ys' 

(18) 

\ßs-\  ri-%  «    , 

'y, 

06  f, 

/3.3 

CC  8~ 

-1 

ß. 

ys^ 

ßi- 

-3 

1 

ye- 

-2 

CC 

003    =    ix)&^    =    lß8,      y,  «£-2      . 

\y8^,   ae^,      ß       / 
Hiernach  ist  es  nun  sehr  einfach,  die  charakteristischen  Rela- 
tionen des  Theorems  L,  §.  72  für  unsere  Gruppe  durch  wirkliche 
Ausrechnung  zu  bestätigen,  und  damit  ist  also  die  ternäre  Gruppe 
168«*«"  Grades  hergestellt  i). 

§•  116. 
Pole   und   Axen   der  ternären  Gruppen. 

Wir  wollen  uns  jetzt  der  Kürze  halber  einer  geometrischen 
Ausdrucksweise  bedienen,  indem  wir  die  Variablen  x^^  Xc^^  x-^,  als 
Dreieckscoordinaten  eines  Punktes  x  in  einer  Ebene  betrachten, 
obwohl  auch  imaginäre  Werthe  von  x^^  x^,  x-^  zulässig  sein  sollen. 

Bedeutet  A  eine  ternäre  lineare  Substitution  mit  der  Deter- 
minante 1,  und  ist 

(1)  (2/)  =  ^  W, 

so  sind  2/i,  y2->  Vz  ^^^  Coordinaten  eines  zweiten  Punktes  (^),  be- 
zogen auf  dasselbe  Coordinatensystem,  der  aus  {x)  durch  die 
Substitution  A  abgeleitet  ist. 

Wenn  x  eine  gerade  Linie  durchläuft,  so  durchläuft  auch  y 
eine  gerade  Linie,  und  wenn  die  Gleichungen  dieser  beiden  Linien 

(2)  i«i  ^1  + 1(,  X.,  +  u-i  ^'3  =  0,     v^  y^  +  v.^  y/2  +  v-,  y-^  =  0 

sind,  so  ergiebt  sich  durch  Einsetzen  von  (1)  in  (2),  dass 
Ui,  11-2^  U'i  mit  Vi,  U2^  V:]  durch  die  transponirte  Substitution 
von  A:  .  .  a   /  \ 

(U)     =     Ay  (ü) 


^)  Vergl.  F.  Klein,  „lieber  die  Transformation  siebenter  Ordnuu«? 
der  elliptischen  Functionen",  „lieber  die  Auflösung-  gewisser  Gleichungen 
vom  yteii  und  St^n  Grade".  Mathem.  Auualen,  Bd.  14  u.  15.  Klein -Fricke, 
A^orlesungen  über  Modul -Functionen,  Bd.  I,  dritter  Abschnitt,  Capitel  VII. 
Gordan,  „lieber  Gleichungen  7*^"  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Sub- 
stitutionen".   Mathem.  Annaleu,  Bd.  20,  25. 
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zusammeuliängeu  (§.  37.  0.).  Es  wird  also  durch  A  nicht  nur 
aus  jedem  Punkte  ein  Punkt,  sondern  auch  aus  jeder  geraden 
Linie  eine  gerade  Linie  abgeleitet. 

Die  durch  (1)  ausgedrückte  Beziehung  der  Punkte  y  zu  den 
Punkten  x  kann  als  eine  Abbildung  der  Ebene  in  sich 
selbst  bezeichnet  werden,  wobei  jedem  Punkte  ein  bestimmter 
anderer  Punkt  und  jeder  geraden  Linie  eine  gerade  Linie  ent- 
spricht. Eine  solche  Abbildung  heisst  in  der  Geometrie  auch 
eine  CoUineation.  Der  Punkt  y  heisst  das  Bild  des  Punktes  x 
und  die  gerade  Linie  v  das  Bild  der  geraden  Linie  u.  Hat 
man  die  Bilder  zweier  Punkte,  so  ist  die  Verbindungslinie  dieser 
Bilder  das  Bild  der  Verbindungslinie  der  beiden  Originalpunkte. 

Bedeutet  S  eine  zweite  ternäre  lineare  Substitution  und 

die  aus  Ä  durch  S  transformirte  Substitution,  so  ist 

{,/)  =  A'(x') 
gleichbedeutend  mit 

0/)  =  A  {x\ 
wenn 

{>J)=S{,j'),    {x)  =  S{x') 

gesetzt  wird.  Statt  nun  durch  S  eine  Abbildung  zu  definiren, 
kann  man  auch  eine  Coordinatentransformation  darunter 
verstehen,  indem  man  unter  Xi^  x^^  x'^  die  Coordinaten  des 
Punktes  {x)  in  einem  neuen,  durch  /S  bestimmten  Coordinaten- 
sYsteme  versteht.  Dann  wird  der  Zusammenhang  zwischen  den 
beiden  Punkten  x^  y  ebenso  wie  durch  A  auch  durch  die  trans- 
formirte Substitution  A'  ausgedrückt,  und  die  Transformation  der 
Substitutionen  ist  also  gleichbedeutend  mit  der  Transformation 
des  Coordinatensystems.  Die  Composition  der  transformirten 
Substitutionen  geschieht,  wie  wir  schon  früher  gesehen  haben, 
ebenso  wie  die  der  ursprünglichen,  und  es  entsteht  also  durch 
Transformation  aus  jeder  Gruppe  eine  isomorphe  Gruppe. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  nun  die  Untersuchung  der 
Punkte,  die  bei  der  Abbildung  durch  eine  Substitution  A  un- 
geändert  bleiben. 

Nehmen  wir  A  in  der  Form  an: 


A  -= 


«',  ß\  y' 

V«",  ß'\  r'\ 


(4)  A  = 
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SO  erhalteil  wir  als  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt  \j  mit  dem 
Punkte  X  zusammenfällt,  da  ein  Punkt  durch  die  Verhältnisse 
seiner  Coordinaten  eindeutig  bestimmt  ist,  die,  dass  für  einen 
passend  bestimmten  Coefficienten  l\ 

Xx^  ^=  a  ^1  +  /3  Xo  -^  y  x^ 
(3)  A  iTa  =  «'  ^1  +  ß'  Xc,  -f-  y'  x-^ 

Xx,  =  a"x,  +  ß"x,  +  y"x,, 

woraus  man  durch  Elimination  von  Xi^  X2^  ^^  die  cu  bis  che 
Gleichung  für  A  erhält: 

a  —  A,  /i,  y  \ 

a\        /3'  — A,  /  =  0. 

Es  giebt  daher  im  Allgemeinen  drei  Punkte,  die  ihre 
eigenen  Bilder  sind,  und  diese  wollen  wir  (wie  bei  den  binären 
Substitutionen)  die  Pole  der  Substitution  A  nennen.  Die 
drei  Verbindungslinien  dieser  Pole  sind  dann  gleichfalls  ihre 
eigenen  Bilder,  jedoch  so,  dass  auf  jeder  dieser  drei  Geraden 
nur  zwei  Punkte  liegen,  die  auf  sich  selbst  abgebildet  sind.  Die 
Bilder  der  übrigen  Punkte  sind  in  der  Linie  verschoben.  Diese 
Linien  wollen  wir  die  Axen  der  Substitution  A  nennen. 

Es  können  nun  aber  besondere  Fälle  eintreten,  die  hervor- 
zuheben sind.  Es  können  zwei  oder  selbst  alle  drei  Pole  in 
einen  Punkt  zusammenfallen,  wie  das  Beispiel 

/C6      0      0 

\a'aO 

\a"  ß"  «-2/ 

zeigt.  Hier  fallen,  wenn  w',  w",  ß"  von  Null  verschieden  sind, 
zwei,  oder  wenn  cc  =  1  ist,  alle  drei  Pole  in  einen  Punkt  zu- 
sammen. 

Wichtiger  noch  ist  ein  anderer  besonderer  Fall,  nämlich 
der,  dass  unendlich  viele  Punkte  ihre  eigenen  Bilder  sind.  Wenn 
wir  von  dem  Falle  absehen,  dass  alle  Punkte  ihre  eigenen  Bilder 
sind,  der  nur  bei  der  Multiplication  vorkommt,  so  müssen  die 
Punkte,  die  ihre  eigenen  Bilder  sind,  wenn  ihrer  unendlich  viele 
sind,  auf  einer  geraden  Linie  liegen;  denn  es  kann  dieser  Fall 
nur  dann  eintreten,  wenn  für  eine  Wurzel  von  (4)  die  drei  Glei- 
chungen (3)  aus  einer  von  ihnen  folgen,  oder,  was  dasselbe  ist, 
wenn  mit  A  zugleich  die  sämmtlichen  ersten  Unterdeterminanten 


I 


j 
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verschwinden.  Eine  solche  gerade  Linie  wollen  wir  eine  Haupt- 
axe  der  Substitution  Ä  nennen.  Aber  nur  gewisse  besondere 
Substitutionen  besitzen  Hauptaxen.  Eine  Substitution  mit  einer 
Hauptaxe  hat  ausser  dieser  noch  einen  Pol,  der  in  besonderen 
Fällen  auch  in  die  Hauptaxe  hineinfallen  kann. 

Legen  wir,  um  diese  Verhältnisse  zu  übersehen,  die  Haupt- 
axe in  die  Linie  ^r^  =  0,  so  muss,  wenn  j^^  =  0  ist,  yi  =  0, 
ij.-^  :  ij^  z=z  x.i  :  x-i  sein.     Daraus  ergiebt  sich 

y.^  =  a"x^  +  ßx,. 
Den  ausser  der  Hauptaxe  existirenden  Pol  erhalten  wir,  wenn 
wir  f/i  =  oLXy,  yo  =  cax2^  y-i  =  ccx^  setzen;  dann  ergiebt  sich 

(ß  —  «)  Xo  -\-  (/!  x^  =0,    (/3  —  «)  x-i  -f-  a"^3  =  0, 

und  dieser  Punkt  wird  dann  und  nur  dann  in  die  Linie  n-^  =  0 
fallen,  wenn  ß  z=  a  ist.  Dieser  Fall  kann  bei  endlichen  Gruppen 
nicht  eintreten  (ausser  bei  der  Multiplication). 

Wenn  ein  von  der  Hauptaxe  verschiedener  Pol  existirt,  so 
können  wir  diesen  in  die  Ecke  Xo  =  0,  x-^  =  0  legen,  und  die 
Substitution  erhält  die  Form 

y^  =  ax^,    y2  =  ßXo,    y^  =  ßx^, 

wo  a  von  ß  verschieden  ist. 

Eine  gerade  Linie  Hj  Xi  -I-  Uo  Xo  -\-  i^  x^  =  0  ist  dann  und 
nur  dann  ihr  eigenes  Bild,  wenn  entweder  th  =  ii?,  =  0  oder 
tfi  =  0  ist. 

Wenn  also  eine  Substitution  einen  Pol  und  eine 
Hauptaxe  hat,  so  bleiben  ausser  dieser  alle  geraden 
Linien  und  nur  die  ungeändert,  die  durch  den  Pol 
gehen. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  drei  getrennte  Pole 
vorhanden  sind,  diese  nicht  in  eine  gerade  Linie  fallen  können, 
ohne  dass  die  Linie  zur  Hauptaxe  wird.  Denn  wenn  eine  gerade 
Linie  ihr  eigenes  Bild  ist,  so  können,  wenn  sich  die  Linie  nicht 
Punkt  für  Punkt  selbst  entspricht,  nur  zwei  Punkte  auf  ihr 
liegen,  die  ihr  eigenes  Bild  sind. 

Fassen  wir  dies  Alles  zusammen,  so  linden  wir  folgende 
Arten  von  ternären  linearen  Substitutionen,  wobei  zusammen- 
fallende Pole  nur  einmal  mitgezählt  sind: 
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1.  Substitutionen  mit  drei  Polen, 

2.  „  „     zwei  Polen, 

3.  „  „    einem  Pol, 

4.  „  ,,     einer  Hauptaxe 

und  einem  Pol, 

5.  „  „     einer  Hauptaxe. 

Als  letzter  Fall  würde  noch  die  Multiplication  aufzuzählen 
sein,  für  den  jeder  beliebige  Punkt  sein  eigenes  Bild  ist. 

Die  Art  der  Substitution  bleibt  erhalten  bei  jeder  Trans- 
formation. 

Wenn  ein  Punkt  ungeändert  bleibt  durch  eine  Substitu- 
tion A^  so  bleibt  er  auch  bei  jeder  Wiederholung  von  J.,  also  bei 
J.2,  A'\  . . . ,  ungeändert.  Die  Pole  von  Ä  finden  sich  daher  immer 
unter  den  Punkten,  die  bei  der  Abbildung  durch  Ä^  ihre  eigenen 
Bilder  sind.  Es  kann  aber  wohl  der  Fall  eintreten,  dass  z.  B.  Ä 
drei  Pole  hat,  während  eine  Potenz,  Ä^^  eine  Hauptaxe  besitzt. 
Dann  müssen  zwei  der  Pole  von  A  auf  der  Hauptaxe  von  A^ 
liegen,  und  der  dritte  Pol  von  A  ist  der  einzelne  Pol  von  A^.  Ist 
nämlich  A  eine  Substitution  mit  drei  Polen,  so  können  wir  sie, 
indem  wir  die  Pole  in  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks  legen, 
in  die  Normalform 

/w,  0,  0\ 

^  =      0,  ^,  0 

vo,  0,  rJ 

setzen,   worin   a^  ß^  y  von   einander   verschieden   sind.     Ist   nun 
ßk  __  yk^   a^igQ   ß   YQjj    y   ^j,jj   gjjje   /^to  Einheitswurzel   als  Factor 

unterschieden,   so   hat   A''   die   Linie   rr^  =  0  zur  Axe,   und  die 
gegenüberliegende  Ecke  des  Coordinatendreiecks  zum  Pol. 

Ist  A  von  endlichem  Grade  fi,  so  sind  a,  /5,  y  ^^^  Einhcits- 
wurzeln.  Ist  A^  die  niedrigste  Potenz  von  A^  die  eine  Hauptaxe 
hat,  so  muss  ß  :  y  primitive  fc^«  und  zugleich  a*«  Einheitswurzel 
sein,  und  folglich  muss  k  ein  echter  Theiler  von  ^  sein;  wenn  h 
relativ  prini  zu  ^  ist,  so  hat  A^'  dieselben  drei  Pole  wie  A. 

§•  117- 
Anwendung  auf  die  Gruppe  Gi^s-     Siebenzählige  Pole. 

Wir  wollen  nun  die  Pole  und  Axen  der  Substitutionen  unserer 
Gruppe  (ti6s  aufsuchen. 
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Diese  Arbeit  wird  wesentlich  dadurch  erleichtert,  dass  uns 
aus  der  Betrachtung  der  Congruenzgruppe  L-  die  Grade  und 
Cykeln  der  Gruppe  schon  bekannt  sind  (§.  68).  Danach  giebt  es 
_^2_i  =  4S  Elemente  7*«^  Grades  ^7,  V4i?(iJ— 3)  (i>+ 1)  =  56 
Elemente  3*«"  Grades  A^,  und  ^U  P  {P  —  1)^  =  63  Elemente 
4ten  oder  2*«"  Grades  Ä^,  Aj  in  G^^^. 

Die  Elemente  A-  ordnen  sich  (mit  Zuziehung  der  identischen 
Substitution)  in  acht  Cykeln  von  sieben  Gliedern,  die  A^  in 
28  Cykeln  von  drei  Elementen  und  die  A^  und  A^  in  21  Cykeln 
von  vier  Gliedern.  Jeder  dieser  letzteren  Cykeln  enthält  ein 
Element  A^  und  zwei  Elemente  A^,  und  wenn  wir  also  zusammen- 
fassen, so  erhalten  wir: 

48  Elemente  7*^^  Grades 
56  ,  3^-        „ 

42  „  4ten        „ 

01  9  ten 

Wenn  ein  Punkt  durch  v  Substitutionen  der  Gruppe  (die 
identische  eingeschlossen)  ungeändert  bleibt,  so  wollen  wir  einen 
solchen  Punkt  einen  v -zähligen  Pol  nennen  (§.  52). 

Für  die  Feststellung  der  Pole  und  Axen  genügt  die  Be- 
trachtung je  eines  Cyklus,  da  aus  diesem  die  anderen  durch 
Transformation  abgeleitet  sind  (§.  69). 

Nehmen  wir  die  Substitution  7*"^  Grades  r  [§.  115,  (4)],  so 
linden  wir  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks  als  drei  getrennte 
Pole.  Alle  Potenzen  von  r,  deren  Exponenten  nicht  durch  7 
theilbar  sind,  haben  dieselben  drei  Pole. 

Durch  Anwendung  der  Substitutionen  i^  %-  auf  die  Coordi- 
naten  dieser  drei  Pole  gehen  dieselben  cyklisch  in  einander 
über;  wendet  man  aber  die  Substitutionen  0,  02,  @^^  o,  g5  0, 
«02,  «03  an,  die  in  §.  115.  (5),  (10),  (16),  (18)  vollständig  ge- 
bildet sind,  so  geht  das  ganze  Coordinatendreieck  in  ein  völlig 
davon  verschiedenes  über  (z.  B.  durch  co  in  das  Dreieck  mit 
den  Eckcoordinaten  a.  ß.  y\  ß,  y,  a-,  y,  a,  /3),  und  daraus  ist 
zu  schliessen.  dass  diese  Pole  nicht  mehr  als  siebenzählig  sind. 
Es  giebt  acht  Tripel  solcher  siebenzähliger  Pole,  die  alle  von 
einander  verschieden  sind,  und  jeder  von  ihnen  kann  in  jeden 
anderen  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  G^^s  transformirt 
werden. 

Wir  haben  also  den  Satz: 
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Es  giebt  24  siebe nzälilige  Pole,  die  sich,  den 
acht  siebengliedrigen  Cykeln  entsprechend,  in 
acht  Tripel  theilen.  Jeder  dieser  24  Punkte 
kann  in  jeden  anderen  durch  Substitutionen 
der  Gruppe  (rj^g   transformirt  werden. 


§.  118. 
DieHauptaxen. 

'4 

Wir  gehen  zur  Betrachtung  der  Substitutionen  4^*^"  und  2*^'" 
Grades  über,  als  deren  Repräsentanten  wir  @  und  02  wählen. 
Nach  §.  115,  (10)  und  §.  116  haben  wir  für  0  die  cubische 
Gleichung  zu  lösen: 

7  £2  —  A,  a8^,  ß 

cc,  ß  s"^  —  A,  y  £■' 


(1) 

die  entwickelt  so  lautet: 


«£ 


0, 


(2)  A^^  —   A2   (W  £   -|-   /3  £4   -[-   };  £2) 

—   A   [£6   («2  _   ßy)   \.   8?.  (ß2  _  y  a)  +   f'^   (^2   _    aß)] 

+  a^  +  ß-^  -f  f^  —  Saßy  =  0. 

Diese  Gleichung  reducirt  sich  aber  mit  Benutzung  der  Rela- 
tionen (8),  (9),  (14)  des  §.115  auf 

(3)  A3  —  A2  +  A  —  1  =  0, 

und  hat  die  Wurzeln 

A  =  1,     l  =  ±l 

und  daraus  lassen  sich  die  Coordinaten  der  drei  Pole  berechnen, 
die  sich  als  rationale  Functionen  von  £  und  i  ergeben. 

Für  die  Pole  von  02  erhalten  wir  nach  §.  115,  (16)  zunächst 
die  cubische  Gleichung 

ß  —  A,  7  £•',       a  £2 

y8-%    w  — A,   /3£-i      =  0, 

ci  £—2^    /3  £,         y  —  A 

die  nach  den  Relationen  zwischen  cc,  /3,  y  leicht  in  die  Form 

(4)  (l  +  1)=  (A  -  1)  =  0 

gebracht  wird  und  daher  eine  Doppelwurzel  X  =  —  1  und  eine 
einfache  Wurzel  A  =  1  hat.     Setzen  wir  den  Werth  A  =  —  1 
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in  die  Gleichungen  ein,  durch  die  der  ungeänderte  Punkt  be- 
stimmt wird  [§.  116,  (3)],  so  ergiebt  sich: 

ye-^Xi  +(«+!)  x^  +  ß  t-^ x-,  =  0, 
as-^x^  +  ß£X2  +  {y  +  l)  Xs      =  0. 

Diese  drei  Gleichungen  reduciren  sich  alle  auf  die  eine,  die 
man  z.  B.  aus  der  ersten  durch  Multiplication  mit  ß  und  An- 
wendung von  §.  115,  (8)  ableitet: 

(5)  ayx^  +  ßy^^^x^  +  aße^^Xo^  =  0, 

und  die  eine  gerade  Linie  darstellt.  Diese  Linie  ist  also  eine 
Hauptaxe. 

Solcher  Hauptaxen  erhalten  wir  21,  da  wir  21  Substitutionen 
2*^"  Grades  haben. 

Man  kann  die  Functionen,  die,  gleich  Null  gesetzt,  die 
21  Hauptaxen  darstellen,  aus  (5)  leicht  bilden,  wenn  man  die 
Function 

(6)  A  =  ayxi  -{- ßya^x.,  +  cKßa^x..i 

durch  die  Substitutionen  f,  r'' x,  ^""^^  transformirt  (r  =  0,  1,  2, 
3,  4,  5,  6).     ^lan  erhält  so  die  21  Functionen: 

Ai^r  =  ays'-Xi  +  yße^'+^x^  +  aßa^'+^x-^ 

(7)  Ar  =  ßy^^'-^'oci  +  aßs'--  +  ^x.2  +  ay8*'-x., 
A,.  =  aßa'-  +  ^x^  +  ays^'-x.2  +  /^y  f^^'  +  ^rCo, 

aus  denen  leicht  zu  ersehen  ist,  dass  die  21  Hauptaxen  w^irklich 
alle  von  einander  verschieden  sind. 
Wir  fassen  dies  so  zusammen: 

2.  Es  gehören  21  verschiedene  Hauptaxen  zu  der 
Gruppe  (ti6s,  von  denen  jede  in  jede  andere 
durch  Substitutionen  der  Gruppe  transformirt 
werden  kann. 

Da  es  nur  21  Hauptaxen  giebt,  so  muss  jede  von  ihnen 
durch  acht  Substitutionen  ungeändert  bleiben ,  und  diese  acht 
Substitutionen  bilden  eine  Gruppe.  Um  diese  Gruppe  zu  er- 
mitteln, wenden  wir  auf  den  in  (6)  dargestellten  Ausdruck  A 
die  Substitution  a  [§.  115,  (5)]  an,  und  dadurch  geht  er  über  in 

(8)  r(«'  +  ß'^'  +  a^f^a;!  +  ß{ay  +  y^- a^  +  aU'^jx, 

+  <r-  +  ßrt'+  P^')^,^ 
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Nach  §.  115,  (14)  und  (8)  ist  aber 

und  wenn  man  die  drei  Coefficienten  des  Ausdrucks  (8)  in  dieser 
Weise  umformt,  so  ergiebt  sich 

—  ayxi  —  ßy8'''X2  —  a  ß  a^  x-.^ 

d.  h.  Ä  ändert  durch  Anwendung  der  Substitution  co  sein  Vor- 
zeichen, und  die  Hauptaxe  A  bleibt  also  durch  die  Substitution  co 
ungeändert. 

Da  Ä  ausserdem  durch  die  Substitution  &  ungeändert  bleibt, 
weil  zwei  Pole  von  &  auf  Ä  liegen,  so  haben  wir  die  ganze 
Gruppe  8*^"  Grades,  durch  die  A  ungeändert  bleibt,  die  wir  die 
Gruppe  von  A  nennen  und  mit  Ga  bezeichnen,  in  der  Form 

(9)  03"  &\ 

Unter  diesen  acht  Substitutionen  sind  nur  zwei,  nämlich 
die  identische  und  0^^  die  alle  J*unkte  der  Linie  A  ungeändert 
lassen.  Bei  den  anderen  bleiben  nur  je  zwei  Punkte  in  Ruhe. 
Denn  berechnet  man  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  aus 
§.  115,  (5),  (16)  die  Hauptaxen  von  w,  wo,  «6)2^  03  ö-',  so  erhält 
man,  in  der  Bezeichnung  (7), 

•^2,15    -^3,0  7    -^3,3  5    -^2,0  7 

die  alle  von  der  Hauptaxe  Ai^o  von  6)2  verschieden  sind. 

Die  Substitution  02  hat  ausser  der  Hauptaxe  A  noch  einen 
isolirten  Pol,  den  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Wurzel  X  =  l  der 
cubischen  Gleichung  (4)  wählen.  Dann  ergeben  sich  für  die 
Coordinaten  dieses  Poles  die  Gleichungen 

(ß  —  1)  Xi  -\-  ys'^X2  4"  «£"^^3      =  Or 

y  £~^X2    --)-  {CC  —  1)  ^^2  -|-   /3  £-^  X'i   =   0, 

aa-^Xi  -\-  ß^^2  -\r  (? — ^)  ^s      =  0, 
und  daraus  erhält  man 

(10)  X]  :  X2  :  Xo  =  ccy  s"^  :  ßy  £  :  aß  8'\ 

Solcher  Punkte  giebt  es  21.  Den  Punkt  (10)  bezeichnen  wir 
für  den  Augen})lick  mit  a.  Der  Punkt  a  bleibt  nun  nicht  nur 
durch  0,  sondern  auch,  wie  eine  Rechnung  auf  Grund  der  Formeln 
§.  115,  (17),  (14)  zeigt,  durch  co,  und  folglich  durch  die  ganze 
Gruppe  Ga  ungeändert,  und  ist  also  ein  mindestens  achtzähliger 
Pol.  Da  er  aber  durch  21  Substitutionen  in  21  verschiedene 
Lagen   gebracht   werden    kann,   so   ist  er  auch  nicht   mehr  als 
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achtzählig.  Da  er  durch  die  Substitutionen  2*^«  Grades  w,  0w, 
02  0),  0-(a  ungeändert  bleibt,  und  da  die  Pole  dieser  Substitu- 
tionen auf  A  liegen  (weil  A  durch  sie  ungeändert  bleibt),  wäh- 
rend a  nicht  auf  A  liegt,  so  müssen  die  Hauptaxen  dieser  vier 
Substitutionen  cd,  0co,  &'^  co,  0^  co  durch  den  Punkt  a  gehen. 

Die  Pole  der  vier  Substitutionen  w,  ©o),  Q^co,  ö'ö,  die  wir 
tti,  Uo,  «3,  04  nennen  wollen,  sind  als  Bilder  des  Punktes  a  gleich- 
falls achtzählige  Pole,  und  müssen,  wie  a,  Pole  von  Substitutionen 
vierter  Ordnung  sein,  die  jedenfalls  alle  von  0  und  0'  ver- 
schieden sind,  weil  sonst  0^  einer  jener  vier  Substitutionen  gleich 
sein  müsste,  was  nicht  der  Fall  ist.  Durch  w  Ideiben  nur  zwei 
Punkte  der  Axe  J.,  nämlich  die  Pole  von  w  und  von  02 «,  un- 
geändert. 

Betrachten  wir  nun  die  beiden  anderen  Pole  r^,  ^2  der  Sub- 
stitution 0.  Diese  Punkte  liegen  gleichfalls  auf  der  Hauptaxe  A, 
sind  aber  von  den  Punkten  Oi,  a^,  a^,  a^  verschieden,  weil  diese, 
wie  schon  bemerkt,  nicht  unter  den  Polen  von  0  vorkommen. 
Nun  ist  CO  0  CO  =  0.  also 

CJ0(X)  =  0CÜ  (x), 

und  wenn  nun  (x)  =  0(x)  ist,  so  ist  auch 

w  (ic)  =  0  «  (ic) ; 

d.  h.  wenn  (x)  die  Coordinaten  eines  Poles  von  0  sind,  so  haben 
die  C3{x)  die  gleiche  Bedeutung.  Durch  die  Transformation  w 
gehen  also  die  Pole  von  0  nur  in  einander  über.  Der  Pol  a 
bleibt  ungeändert  durch  «;  c^  und  Co  dagegen  können  nicht  un- 
geändert bleiben,  weil  sie  unter  den  Polen  von  to  nicht  vor- 
kommen, und  müssen  also  in  einander  übergehen. 
Wir  haben  also  folgende  Uebersicht: 

Ungeändert  durch  «  und  0-(o  auf  A  nur  die  Punkte  aj,  o-j 
„  „      0w    „     0^G)     „     A      „      „         .,         aa,  «4 

Ein  von  diesen  sechs  verschiedener  Punkt  x  von  A  geht 
nur  durch  die  Substitutionen  1  und  0^  in  sich  selbst  über  und 
kann  daher  ein  zweizähliger  Pol  genannt  werden.  Dann  gilt 
der  Satz: 

3.  Ein  zweizähliger  Pol  geht  durch  die  aus  co  und 
0  abgeleitete  Gruppe  8^"^  Grades  in  vier  ver- 
schiedene Lagen  über. 
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Ist  nämlich  x  ein  zweizähliger  Pol,  und  geht  x  durch  « 
in  x\  durch  0  in  rr"  über,  so  sind  nicht  nur  x^  und  :r"  von  x^ 
sondern  sie  sind  auch  unter  einander  verschieden,  weil,  wenn  sie 
identisch  wären,  x  durch  (o®-'  ungeändert  bliebe.  Durch  (o® 
geht  dann  x  in  eine  vierte  Lage  ^'"  über,  und  a;'"  ist  sowohl 
von  x^  als  von  x^'  verschieden,  weil  sonst  x  durch  w©«  =  6) 
oder  durch  m  &  @~^  =  ai  ungeändert  bliebe.  Da  x  durch  02 
ungeändert  bleibt,  so  geht  x  durch  0^  in  x"^  durch  0~  a  =  cj  0^ 
in  x\  durch  co  &'  in  x'"  über. 

Da  wir  auf  jeder  Hauptaxe  zwei  Punkte  Cj,  c^  haben,  so 
giebt  es  im  Ganzen  42,  und  jeder  von  ihnen  kann  in  jeden  an- 
deren durch  Substitutionen  der  Gruppe  übergeführt  werden. 
Daraus  folgt,  dass  diese  Pole  nicht  mehr  als  vierzählig  sind. 
Daher  der  Satz: 

4.  Es  giebt  21  achtzählige  und  42  vierzählige  Pole. 
Auf  jeder  Hauptaxe  liegen  vier  achtzählige  und 
zwei  vierzählige  Pole.  Durch  jeden  achtzähligen 
Pol  gehen  vier  Hauptaxe n.  Jeder  achtzählige 
Pol  kann  in  jeden  anderen  achtzähligen  und 
jeder  vierzählige  Pol  in  jeden  anderen  v i e r - 
zähligen  Pol  übergeführt  werden. 


§.  119. 
Die  drei-  und  sechszähligen  Pole. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Substitutionen 
dritter  Ordnung  und  ihrer  Pole,  und  wählen  als  Repräsentanten 
einer  solchen  Substitution 

/O   0   1\ 

Z=     1   0  0    , 
(leren  Pole  man  aus  \  ' 

A  Xi    X^ ,        /<  X2    Xi ,        A  Xo^    X2 

erhält.  Es  folgt  daraus  A->  =:  1 ;  also  ist  A  eine  dritte  Einheits- 
wurzel, und  wenn  daher  q  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel 
bedeutet,  so  ergeben  sich  die  drei  Pole: 

(1)  Xi   =   Q    X2  =  Q^X-\ 

X^   z=  q'^Xo  -^^  Q   ^3. 
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Zwischen  diesen  drei  Polen  besteht  aber  ein  wesentlicher 
Unterschied.  Wenden  wir  nämlich  die  Substitution  co  darauf  an, 
so  bleibt  der  erste  von  ihnen  ungeändert.  Er  ist  also  minde- 
stens sechszählig  und  gehört  zu  den  Substitutionen 

Die  beiden  anderen  Pole,  nämlich 

gehen  durch  die  Substitution  «  in  einander  über,  und  wir  müssen 
nachweisen,  dass  sie  durch  jede  andere  Substitution  der  Gruppe, 
ausser  %,  ;^2  verändert  werden,  dass  sie  also  nur  dreizählig  sind. 
Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  beiden  Punkte  (2)  mit 
%  und  jr',  so  können  wir  zunächst  sagen,  dass  alle  Substitutionen 
aus  (ti6si  welche  %  ungeändert  lassen,  eine  Gruppe  Gn  bilden 
müssen,  und  zwar  einen  Theiler  von  Qx^^\  die  Gruppe  6r^  ent- 
hält ihrerseits  die  cyklische  Gruppe  1,  2,  t'- 

Ist  ö  irgend  eine  Substitution  von  6r^,  so  kommt  also  jr 
unter  den  Polen  von  ö  vor.  Daraus  folgt,  dass  0  weder  vom 
7*®"  noch  vom  4*^"  Grade  sein  kann.  Denn  die  Coordinaten  der 
Pole  von  diesen  zwei  Graden  sind  rationale  Functionen  von  t,  ?, 
während  die  Coordinaten  von  11  die  davon  unabhängige  Irratio- 
nalität ^  enthalten  (Bd.  I,  §.  134,  vergl.  den  Nachtrag  am  Ende 
dieses  Bandes).  Dass  aber  0  auch  nicht  vom  2*^°  Grade  sein 
kann,  ergiebt  sich  daraus,  dass  n  auf  keiner  der  Hauptaxen 
liegt.  Denn  läge  es  auf  einer  Hauptaxe,  so  müsste,  weil  ^  nicht 
rational  durch  £  ausgedrückt  werden  kann,  wäe  aus  (2)  mittelst 
der  Gleichung 

1  +  ^  +  92  =  0 

abzuleiten  ist,  nach  §.  118,  (7)  eine  der  21  Relationen  bestehen 

«   r=   /3£2'-f3         __   ^fSr  +  l^ 

von  denen  offenbar  keine  möglich  ist.  Die  Gruppe  Gn  enthält 
also  ausser  der  identischen  nur  Substitutionen  3^^"  Grades,  und 
der  Grad  von  Gri  muss  eine  Potenz  von  3  sein.  Da  aber  168 
nicht  durch  9  theilbar  ist,  so  muss  der  Grad  von  Gn  gleich  3 
sein.     Hieraus  folgt: 

5.  Es  giebt  56  dreizählige  Pole,  die  zu  je  zweien 
zu  derselben  Substitution  gehören,  und  sich 
danach  in  28  Paare  ordnen.     Jeder  dieser  Pole 

Weber,  Algebra.    II.  9q 
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kann  durch  Substitutionen  der  Gruppe  G-^^^  in 
jeden  anderen  transformirt  werden. 
Setzen  wir 
(3)  T=  x^  -{-  X2  +  x^, 

so  ist  T  =  0  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
7t ^  7t'.  Die  Function  T  bleibt  durch  x  ungeändert  und  wechselt 
durch  CO  ihr  Vorzeichen.  Sie  geht  aber  durch  die  28  Substitu- 
tionen 0*r'"  in  28  verschiedene  Functionen  Ts^,.  über,  die  wir 
mit  Hülfe  der  Formeln  des  §.  115,  (11),  (14)  leicht  so  darstellen 
können : 

^^^  —hT2,r  =   a2£2  +  r^^    _^   y2£4  +  2r^^   _j_   ß2  ^1  +  ir  ^_^ 

hTs^r   =   r'£*  +  »"^i    +   /32£l  +  2r^2    +   w2£2  +  4r^,^^^ 

und  diese  stellen,  gleich  Null  gesetzt,  28  verschiedene  gerade 
Linien  dar,  die  alle  aus  einer  von  ihnen  durch  Substitutionen 
der  Gruppe  ableitbar  sind. 

Auf  der  Linie  T  liegen  die  drei  Punkte  mit  den  Coordinaten 

ay  \  ßy  :  ßoc 

ßa : ay : ßy 

ßy  :  ßcc:  ay, 
die  aus  (10),  §.  118   durch  die  Substitutionen  r~*,  r-*;^,  t-'^x- 
hervorgehen  und  also  zu  den  achtzähligen  Polen  gehören. 

6.    Auf  jeder  Linie  T  liegen  drei  achtzählige  und 

zwei  dreizählige  Pole. 
Es   bleibt   noch   der   dritte   Pol  tzq   der   Substitution  x   i^it 
den  Coordinaten 

U/j    ^^^   tX/2    ^— — -   tLo 

zu  untersuchen,  von  dem  wir  schon  nachgewiesen  haben,  dass  er 

durch  die  sechs  Substitutionen 

(5)  1,  L  X^    to,  «%,  ö;j2 

ungeändert  bleibt.     Es  fragt  sich  nun,  ob  dieser  Pol  nicht  mehr 

als  sechszählig  ist. 

Wenn  es  ausser  (5)  noch  andere  Substitutionen  giebt,  die 
den  Pol  7t,^  unverändert  lassen,  so  müssen  diese  nothwendig  vom 
2^''"  Grade  sein,  da  Tt^  weder  ein  vierzähliger  noch  ein  sieben- 
zähliger  Pol  ist,  und  weil  ferner  der  Grad  der  zu  7t^)  geliörigen 
Gruppe  nicht  durch  9  theilbar  sein  kann. 
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Nun  liegt  der  Punkt  tTq  auf  den  drei  Hauptaxen  der  Sub- 
stitutionen 2*^^^  Grades  ca,  cjXt  gjx^-  Griebt  es  noch  eine  weitere 
Substitution  2*^"^  Grades,  durch  die  tzq  ungeändert  bleibt,  so  muss 
jTo  auf  der  Hauptaxe  dieser  Substitution  liegen. 

Setzen  wir  aber  in  den  Gleichungen  der  Hauptaxen  [§.  118,  (7)] 
Xi  z=  X2  =  x-i^  so  ist  jede  dieser  drei  Gleichungen  nur  für  einen 
Werth  von  r  befriedigt;  also  kann  tt^  nicht  auf  mehr  als  dreien 
der  Hauptaxen  liegen,  und  jTq  ist  sechszählig. 

Daraus  der  Satz: 

7.  Es  giebt  42  sechszählige  Pole,  die  alle  aus  einem 
von  ihnen  durch  Substitutionen  der  Gruppe 
ableitbar  sind.  Durch  jeden  dieser  Pole  gehen 
drei  Hauptaxen  der  Gruppe. 

Der  Pol  TTo  liegt  auf  keiner  der  Linien  Tg,,-  Dies  lässt  sich 
leicht  zeigen ,  wenn  man  in  den  Ausdrücken  (4)  x^  =  x.,  =  x^^ 
und  dann  für  a^,  ß^.  72  [I^yq  Ausdrücke  durch  f  setzt.  Man 
sieht  dann  leicht  (mit  Anwendung  der  Irreducibilität  der  Kreis- 
theilungsgleichung),  dass  von  diesen  Ausdrücken  keiner  ver- 
schwindet. 

§.  120. 
Die  Configuration   der   Gruppe    Gißg- 

Die  Gesammtheit  der  geraden  Linien  und  Punkte,  die  wir 
in  den  vorangegangenen  Paragraphen  betrachtet  haben,  wollen 
wir  die  Configuration  der  Gruppe  G-^^^  nennen.  Das  Wort 
hat  hier  dieselbe  Bedeutung,  in  der  es  in  neuerer  Zeit  in  der 
Geometrie  gebraucht  wird  1). 

Wir  beschreiben  diese  Configuration  im  Folgenden  etwas 
näher,  ohne  etwas  Neues  hinzuzufügen,  nur  um  die  Sätze  der 
letzten  Paragraphen  anschaulicher  und  übersichtlicher  hervor- 
treten zu  lassen. 

Wir  haben  in  dieser  Configuration: 

21  Linien  Ä  (die  Hauptaxen), 

21  Punkte  a  (die  achtzähligen  Pole), 

28  Linien  T, 

28  Punkte  t  (die  sechszähligen  Pole). 

*)  Der  Ausdruck  ist  von  Reye  eingeführt:  „Geometrie  der  Lage." 
Bd.  I,  2.  Aufl.  (1876). 

29* 
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Das  ganze  System  geht  durch  168  Substitutionen  der  Gruppe 
in  sich  selbst  über. 

Auf  jeder  Linie  Ä  liegen  vier  Punkte  a. 
Durch  jeden  Punkt  a  gehen  vier  Linien  Ä. 
Auf  jeder  Linie  T  liegen  drei  Punkte  a. 
Durch  jeden  Punkt  t  gehen  drei  Linien  A. 

Die  Punkte  a  und  t  bilden  zusammen  das  voll- 
ständige System  aller  Schnittpunkte  der  Linien  Ä. 

Denn  21  gerade  Linien  schneiden  sich  in  210  Punkten,  und 
von  diesen  fallen  drei  oder  sechs  zusammen,  wenn  drei  oder 
vier  dieser  Linien  durch  einen  Punkt  gehen.  Es  ist  aber 
210  =  21.6  +  28.3. 

Aufjeder  Linie  Ä  liegen   vier  Punkte  t. 

Denn  da  durch  jeden  Punkt  t  drei  Linien  Ä  gehen,  und 
auf  jeder  Linie  Ä  gleich  viele  Punkte  t  liegen  müssen  (weil  jede 
Linie  Ä  in  jede  andere  transformirbar  ist),  so  ist,  wenn  x  die 
Anzahl  dieser  Punkte  ist,  a;  .  21  :  3  =  28,  also  x  =  i.  Ebenso 
schliesst  man: 

Durch  jeden  Punkt  a  gehen  vier   Linien  T. 

Keiner  der  Punkte  t  liegt  auf  einer  Linie  T. 
Bezeichnen   wir  die   v- zähligen  Pole   mit  P,,,   so  haben  wir 
also  folgende  Systeme  von  Polen : 

21  achtzählige  Pole  P^, 
28  sechszählige  „  Pg, 
42  vierzählige  „  P4, 
56  dreizählige  „  P3, 
24  siebenzählige  „  P7, 
unendlich  viele  zweizählige  Pole  P2. 

Die  P2  sind  alle  von  P4,  P^.,,  P^  verschiedene  Punkte  der 
Hauptaxen;  von  den  Punkten  P4  liegen  je  zwei  auf  einer  Linie  Ä; 
von  den  Punkten  Po,  liegen  je  zwei  auf  einer  Linie  T;  die  Punkte 
P^  liegen  nicht  auf  den  Linien  Ä  fdass  sie  auch  nicht  auf  T 
liegen,  wird  sich  später  ergeben). 

Das  System  der  Axen  ist  genau  entsprechend  dem  System 
der  Pole.  Jede  gerade  Linie,  die  durch  einen  achtzähligen 
Pol  geht,  ist  eine  Axe  (darunter  die  Hauptaxen,  vier  Linien  T 
und   zwei  Verbindungslinien   des    P^   mit  P4).     Demnach   könnte 
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man  die  P^  passend  die  Hauptpole  nennen  und  die  durch  sie 
gehenden  Axen  mit  Ä,.  Ä^,  ui^.  A^  bezeichnen. 

Hervorzuheben  sind  ferner  die  28  Paare  von  Verbindungs- 
linien eines  P,;  mit  den  beiden  zugehörigen  P3,  die  wir  mit  J.3 
bezeichnen  können,  und  endlich  die  24  Verbindungslinien  je 
zweier  zusammengehöriger  P- .  als  deren  Repräsentanten  die 
Seiten  des  Coordinatendreiecks  zu  betrachten  sind,  die  mit  A^ 
bezeichnet  werden  können. 


§•  121. 
Invariantencurven   der  Gruppe  G-^^^. 

Eine  Form  u*«"  Grades  (p  {x-^,  x^,  x^)  wird  durch  die  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  im  Allgemeinen  in  168  verschiedene 
Formen  übergehen.  Bei  besonderen  Formen  von  (p  kann  diese 
Zahl  sich  aber  verringern,  und  dann  bilden  die  Substitutionen, 
durch  die  9  ungeändert  bleibt,  eine  in  G^^^  enthaltene  Gruppe  G\ 
deren  Grad  ein  Theiler  von  168  sein  muss.  Die  Anzahl  der 
Formen,  in  die  g?  übergeht,  ist  der  Index  des  Theilers  G\  und 
jede  dieser  verschiedenen  Formen  von  (p  bleibt  durch  eine  mit 
6r'  conjugirte  Gruppe  ungeändert.  Die  Form  9  ist  eine  absolute 
Invariante  der  Gruppe  G'. 

Die  Gleichung  qp  =  0  stellt  eine  auf  das  Coordinatendreieck 
Xi^  X2^  x^  bezogene  Curve  dar,  und  diese  Curve  wird  eben  durch 
die  Substitutionen  von  (tj^s  auf  andere  Curven  abgebildet.  Sind 
die  168  Bildcurven  nicht  alle  von  einander  verschieden,  so  bleibt 
die  Curve  cp  durch  die  Substitutionen  einer  Gruppe  G'  unge- 
ändert oder  ändert  sich  nur  um  einen  constanten  Factor,  ist 
also  relative  Invariante  von  G'.  Eine  gerade  Linie  bleibt  nur 
dann  durch  andere  als  die  identische  Substitution  ungeändert, 
wenn  sie  zu  den  im  vorigen  Paragraphen  beschriebenen  Axen 
gehört. 

Alle  Eigenschaften  und  Beziehungen  zwischen  Punkten,  Linien 
und  Curven,  die  durch  lineare  Transformation  unzerstörbar  sind 
(die  sogenannten  projectiven  Eigenschaften  der  Geometrie),  blei- 
ben in  den  Bildern  erhalten.  Wenn  also  z.  B.  eine  gerade  Linie 
Tangente  oder  Wendetangente  oder  Doppeltangente  einer  Curve 
ist,  so  stehen  alle  Bilder  der  geraden  Linie  in  derselben  Be- 
ziehung  zu   den   Bildern   der   Curve.     Ebenso   wenn   ein   Punkt 
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Doppelpunkt,  Wendepunkt.  Riickkehrpunkt ,  Berührungspunkt 
einer  Doppeltangente  u.  s.  w.  ist. 

Unter  den  Formen  (p  sind  uns  nun  vor  Allem  die  von 
Wichtigkeit,  die  bei  der  ganzen  Gruppe  ungeändert  bleiben,  die 
Invarianten,  deren  es  hier,  da  die  Gruppe  einfach  ist,  nur  absolute 
giebt  (§.  40).  Ist  0  (x^,  x<^^  x-^  eine  solche  Form,  so  soll  die  durch 
die  Gleichung  0  =  0  dargestellte  Curve  eine  invariante  Curve 
der  Gruppe  heissen.  Es  giebt  168  Abbildungen  der  Ebene  auf 
sich  selbst,  bei  denen  alle  Punkte  der  Curve  in  Punkte  derselben 
Curve  übergehen.  Liegt  irgend  ein  Punkt  auf  dieser  Curve,  so 
liegen  auch  alle  seine  Bildpunkte  darauf. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Zahl  der  so  mit  einander  verbundenen 
Punkte  der  Curve  168,  jedenfalls  nicht  grösser.  Ist  sie  kleiner, 
so  müssen  die  Punkte  Pole  sein,  und  die  Anzahl  der  Bildpunkte 
ist  ein  Theiler  von  168  (nämlich  24  für  die  P7,  21  für  die  Pg, 
28  für  die  P^,  42  für  die  P4,  56  für  die  P3  und  84  für  ein 
System  zusammengehöriger  P2).  Wenn  ein  Pol  von  einer  dieser 
Arten  auf  der  Curve  liegt,  so  liegen  alle  Pole  von  derselben 
Art  darauf. 


§.  122. 

Die   erste  Invariante  der  Gruppe  G^^^  und  die 
Gründen  rve. 

Um  nun  die  Invarianten  unserer  Gruppe  zu  bilden,  suchen 
wir  Formen  der  drei  Variablen  x^^  r^g,  ^3  auf,  die  durch  An- 
wendung der  drei  Substitutionen  i^  r,  «  (§.  115)  ungeändert 
bleiben.  Dies  genügt,  da  die  ganze  Gruppe  sich  aus  diesen  drei 
Substitutionen  zusammensetzen  lässt  (§.  72).  Nun  ist  i  eine 
cyklische  Vertausch ung  der  drei  Variablen  x^^  X2,  .%,  und  r  be- 
deutet die  Substitution 


/  X-^  1       X2 1  X--)^       \ 

\£:ri,   £^Xo^   £"^^3/ 


Wenn  also  in  einer  Invariante  ein  Glied  x\'x^^^xl^-'  vorkommt, 
worin  h^^  /ij,  Jh  ganze  nicht  negative  Zahlen  sind,  so  verlangt  die 
Unveränderlichkeit  durch  t,  dass 

(1)  \  +  2/^2  +  ih.        0  (mod  7) 
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und  die  Uuveräiiderlichkeit  durch  i,  dass  neben  diesem  einen 
Gliede  noch  die  zwei  entsprechenden 

x^]^  :r'^2  x\^,  x\  x^"^  x'^^ 
in  der  Function  vorkommen,  wenn  nicht  h^  =  k,  =  Jh  ist.  Dazu 
kommt  noch  die  Bedingung  der  Unveränderlichkeit  durch  a.  Wir 
wollen  nun  sehen,  wie  wir  diesen  Forderungen  genügen  können, 
und  zwar  zunächst  so,  dass  der  Grad  m  der  Invariante,  d.  h.  die 
Summe  h^  -f-  Ih  -{-  Ih,  möglichst  klein  wird. 

Die  Bedingung  (1)  kann  offenbar  nicht  erfüllt  sein,  wenn 
m  <  3  ist.  Ist  diese  Summe  =  3,  so  muss  h^  =  h^  ^=  h-s  =  \ 
sein ;  aber  das  Product  x^  x^  x^  ist  offenbar  nicht  unverändert 
durch  cj.  Der  kleinste  Werth,  der  in  Betracht  kommt,  ist  also 
m  =  4,  und  es  sind  also  alle  nicht  negativen  Lösungen  von 

h  +  h  +  h  =  4 
7*1  +  2  /^2  -f  4  7^3  =  0  (mod  7) 
aufzusuchen.     Eliminiren  wir  7ii,  so  folgt 

7^2  +  3  7i3  =  3  (mod  7), 
und  daraus  ergeben  sich  die  einzig  möglichen  Lösungen: 
7^3  =  0,    Ji2  =  3,    7ii  =  1 
7i3  ==  1,    7^2  =  0,    7^1  =  3 
h.^  =  3,    7^2  =  1,    7^1  =  0, 
und    folglich   die    einzige,    durch   x  und   t   ungeänderte   Form 
4*"»  Grades 

(2)  /  (o-i,  X,,  X.,)  ==  XJ'X.^   +  ^i^l   -f-  ^1^2' 

Um  den  Einfluss  der  Substitution  w  auf  die  Function  /  zu 
prüfen,  setzen  w^ir 

^1  =  «2/i  +  ßy2  +  vy-i 

(3)  x^  =  ßtj^  +  yy2  +  ay-i 

^3  =  ryi  +  «2/2  +  ßy-i, 

worin  die  Coefticienten  a,  /3,  7  die  in  §.115  festgesetzte  Be- 
deutung haben,  und  nehmen  an,  dass  durch  (3)  die  Trans- 
formation 

(4)  F  (1/1,  yo,  y^)  =/  (^1,  X.2,  x.^) 

geleistet  werde.    Wir  bilden  die  zweiten  Ableitungen  von  F  nach 
2/11  ^21  2/3  ™i^  Rücksicht  auf  (3)  und  auf  die  Formeln 
1/6  /"  {x^,  x^)  =  x^  X.,,    i/e  /"  {x^,  x^)  ■=  x^x^,     i/e  f"  {x^,  x-^)  =  ^3  X.2 
V3  /"  (^2,  ^3)  =  ^3-,        \'z  f"  (^3,  ^1)  =  xl        1/3  /"  (^1,  ^2)  -=  ^l 
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Daraus  ergiebt  sich: 

Vg  F"  (?/i,  I/O   =   ^1  X;  «2  +  Xc,  X,  /32   -^   ^3  ^2  y2 

Va  ^'"'  (2/2^  !/:0  =  2  o^i  ^:i  /3  y  +  2  X2  J-i  a  7  -f-  2  x'o  ^,'2  a  ß 

+  ^^^(/3r  +  «0  +  ^f  («y  +  /3-^)  +  ^,^(«/3  +  r-0. 

Da  nun  die  Auflösungen  des  Systems  (3)  von  derselben  Form 
sind  (^1  r=:  06%  -f-  /3a;2  -|-  7%,,  .  .  .),  so  erhalt  man  hieraus: 

Ve^'"  (^1,2/1)  — 1/12/3  = 

X,  x^(a''  —  aß  —  y2)  -i-  ^2  .x'i  iß-'  —  ßy~-  «-)  +  ^2  ^3  (r'-'  —  Z^'-'  —  «  7), 

V3i^"(2/2,2/;0-2/3'       == 
^^•(/32  +  ay-y^)  +  x.!{y^+aß-  a'^)  +  4^  (e.^  +  ßy-  ß')- 

Die  Coefficienten  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen 
(cc'-^  —  aß  —  y'^)  .  .  .  ergeben  sich  aber  aus  den  Werthen  von 
w,  /3,  y  [§.  115,  (11)]  als  verschwindend,  und  wir  erhalten  also, 
wenn  wir  noch  eine  cyklische  Vertauschung  der  .r,  die  eine 
cyklische  Vertauschung  der  y  zur  Folge  hat,  anwenden: 

Ve  F"  (2/1, 2/1)  =  2/1 2/8,    Vg  F"  (2/2, 2/2)  =  2/2  2/1,    Ve  i^"  (2/3, 2/3)  =  2/3  2/2, 

\^3 1^"  (2/2, 2/3)  =  2/^,       V3  F"  (^3, 2/1)  -=  2/^        V3  i^"  (2/1, 2/2)  =  2/f . 

Demnach  ergiebt  sich  nach  dem  Eul er' sehen  Satze  [Bd.  I, 

§•  17,  (6)]: 

F  {yi,  2/21 2/3)  =  2/1 2/3  +  2/2'  2/1  +  2/3*  2/2, 

und  damit  ist  nachgewiesen,  dass  die  Ynnction  f  (x^,  x^,  x-^)  in 
der  That  eine  Invariante  unserer  Gruppe  G^^s  ist.  Es  ist,  ab- 
gesehen von  einem  willkürlich  beizufügenden  constanten  Factor, 
die  einzige  Invariante  4*°"  Grades. 

Die  Gleichung 
(5)  /  (%,  ^2,  ^3)  =  0 

bedeutet,  wenn  Xi^  x'2,  x^  Coordinaten  in  der  Ebene  sind,  eine 
Curve  vierter  Ordnung,  die  wir  die  Grundcurve  der  Gruppe 
oder  die  Curve/  nennen  wollen,  und  es  giebt  168  Abbildungen 
der  Ebene  auf  sich  selbst,  bei  denen  jedem  Punkte  dieser  Curve 
ein  Punkt  der  Curve  entspricht.  Wenn  ein  Punkt  auf  der  Grund- 
curve liegt,  so  liegen  auch  alle  seine  Bildpunkte  darauf.  Die 
Anzahl  der  verschiedenen  Bildpunkte  eines  Punktes  kann  nur 
dann  auf  eine  kleinere  Zahl  als  168,  und  zwar  immer  auf  einen 
Theiler  von  168,  heruntersinken,  wenn  der  Punkt  ein  Pol  ist. 
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Die  gerade  Linie  Xi  =  0  schneidet  die  Curve  in  drei  zu- 
sammenfallenden Punkten  bei  x^  =  0  und  in  einem  vierten  davon 
getrennten  Punkte  X2  =  0.  Die  Eckpunkte  des  Coordinaten- 
dreiecks  sind  also  Wendepunkte  der  Curve  und  die  Seiten 
sind  die  Wendetangenten.  Bezeichnen  wir  die  Seiten  des  Coordi- 
natendreiecks  mit  1,  2,  3  und  die  gegenüberliegenden  Ecken 
durch  dieselben  Ziffern,  so  ist  die  Seite  1  Wendetangente  im 
Punkt  2,  die  Seite  2  Wendetangente  im  Punkt  3  und  die  Seite  3 
Wendetangente  im  Punkt  1. 

Wir  untersuchen  nun  die  Lage  der  Pole  und  Axen  in  Bezug 
auf  die  Grundcurve.  Da  die  Eckpunkte  des  Coordinatendreiecks 
zu  den  siebenzähligen  Polen  gehören,  so  schliessen  wir  zunächst, 
dass  alle  siebenzähligen  Pole  Pj  auf  der  Grundcurve 
liegen. 

Es  sind,  wie  die  Eckpunkte  selbst,  alles  Wendepunkte  der 
Curve,  und  diese  ordnen  sich  in  acht  Wendepunktsdreiecke. 

Die  dreizähligen  Pole  P3  liegen  gleichfalls  auf  der 
Grundcurve;   denn   setzt  man 

X,  =   QX^,         X-i  =   Q^-Xi 

oder 

^'2  =^  9' '^11     -^h  =  9  J^i^ 
worin    q    eine    cubische    Einheitswurzel    ist,    so    reducirt    sich 

1  +  p  +  p-  =  0. 
Um  die  Schnittpunkte  ihrer  Verbindungslinie 
T  =  x^  +  x.y  +  x.i  =  0 
mit  der  Grundcurve  zu  finden,  setzt  man  x^  =  —  .q  —  x^,  wo- 
durch /  (x^,  X.2,  x^)  =  0  in 

x'f  (x,  +  a-,)  —  xi  X,  +  (x,  +  x^y  x^  =  {x;^  +  oc,x^+  x^  =  0 

übergeht.  Da  die  linke  Seite  ein  Quadrat  ist,  so  fallen  die  vier 
Schnittpunkte  zweimal  zu  zweien  zusammen,  und  es  folgt,  dass 
die  Linie  T  eine  Doppeltangente  der  Grundcurve  ist. 

Die  28  Linien  T  sind  Doppeltangenten  der  Grund- 
curve; ihre  Berührungspunkte  sind  die  56  Pole  P... 

Hieraus  folgt  beiläufig,  dass  die  Punkte  P;  nicht  auf  den 
Linien  T  liegen,  da  eine  Doppeltangente  ausser  den  Berührungs- 
punkten keinen  weiteren  Schnittpunkt  mit  der  Curve  haben  kann. 

Die  sechs-  und  achtzähligen  Pole  liegen  nicht  auf 
der  Grundcurve. 
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Für  die  Punkte  F^  ist  dies  unmittelbar  einzusehen ,  wenn 
man  [nach  §.  119,  (1)]  x^  =  X2  =  x-^  ==  1  setzt,  wodurch 
/  (^Tj ,  .^2 1  ^3)  =  3  wird,  also  nicht  verschwindet.  Um  dasselbe 
für  die  V^  nachzuweisen,  setzt  man  nach  §.  118  (10): 

x-^  =z  ccy  £*,     x^  =  ßy  £^     x-^  =^  aß f-^, 
wodurch,  da  ocßy  =  ^  ist  [§.  115,  (14)], 

/  (X,,  X,,  X,)  =  i  {a^r^  +  /33«2  _^  y.fpj 

wird.     Setzt  man  darin  [nach  §.  115,  (8)]: 

oc'^  =  ccßy  —  «2,     ß'^  =  aßy  —  ß\    y^  =  ck  ß  y  —  y'-, 
so  erhält  man 
(6)    /(%,^2,^3)  ==  ^aßy{a^  +  ß^  +  r^)  —  \(a^r^  +  ß^-a^  +  y'^ß^^). 

Aus  §.  115,  (6),  (7)  aber  folgt 

a^^  +  ß^  +  y^=\, 
a-iy2  J^  ß^2  f^^i  j^  yi  ß2  ^  _  a  ß  y  {a  -^  ß  ^  y)  r=  \^ 

und  daher  ist 

/    ip^ll   '^21   ^■^)   ^^^    42 

von  Null  verschieden. 

Die  sämmtlichen  Schnittpunkte  der  21  Hauptaxen  unter 
einander  sind  die  Pole  F^-  und  Ps,  und  folglich  schneiden  sich 
niemals  zwei  Hauptaxen  auf  der  Grundcurve.  Die  Schnittpunkte 
der  Hauptaxen  mit  der  Grundcurve  können  also  nur  vierzählige 
oder  zweizählige  Pole  sein.  Um  darüber  zu  entscheiden,  stellen 
wir  folgende  Erwägung  an.  Wenn  unter  den  Schnittpunkten  der 
Hauptaxe  A  mit  der  Grundcurve  ein  F^  vorkommt,  so  sind  alle 
vier  Schnittpunkte  von  einander  verschieden  und  sind  alle  zwei- 
zählige Pole.  Wenn  aber  ein  P4  auf  A  und  /  liegt,  so  liegt 
auch  der  zweite  auf  A  liegende  P4  auf  /,  und  es  kann  keinen 
anderen  Schnittpunkt  von  A  und  /  geben,  weil  ein  solcher  ein 
P2  wäre  und  vier  weitere  Pg  zur  Folge  hätte.  Die  vier  Schnitt- 
punkte von  A  und  /  müssen  also  paarweise  zusammenfallen  und 
A  ist  eine  Doppeltangente.  Nun  haben  wir  aber  gesehen,  dass 
die  28  Linien  T  Doppeltangenten  sind,  und  eine  Curve  vierter 
Ordnung  kann  nicht  mehr  als  28  Doppeltangenten  haben.  Daher 
ist  die  Annahme  unzulässig,  und  es  folgt,  dass  die  Schnittpunkte 
der  Grundcurve  mit  den  Hauptaxen  zweizählige  Pole  sind. 

Bezeichnen  wir  also  die  besonderen  zweizähligen  Pole,  die 
auf  der  Curve  /  liegen,  mit  P2,  so  haben  wir  folgende  aus- 
gezeichnete Punktsysteme : 
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24  P7,     56  P3,     84  P2  auf  der  Curve/. 

21  P^,     42  P4,     28  Pß  nicht  auf  der  Curve/. 

Alle  anderen  Punkte  der  Curve  /  gehen  durch  die  Substitu- 
tionen der  Gruppe  in  168  verschiedene  Punkte  über. 

Daraus  geht  noch  unmittelbar  hervor,  dass  die  Curve  / 
keinen  Doppelpunkt  haben  und  alsg  um  so  weniger  in  Curven 
niedrigeren  Grades  zerfallen  kann.  Denn  angenommen,  sie  hätte 
einen  Doppelpunkt,  so  müssten  auch  alle  seine  Bildpunkte 
Doppelpunkte  sein,  und  weil  eine  Curve  vierter  Ordnung,  auch 
wenn  sie  zerfällt,  nicht  mehr  als  sechs  Doppelpunkte  haben, 
kann,  wenn  sie  nicht  unendlich  viele  Doppelpunkte,  d.  h.  doppelt 
gezählte  Curventheile  hat,  so  müsste  /  das  Quadrat  einer  (jua- 
dratischen  Form  sein.  Die  Wurzel  aus  /  müsste  dann  auch 
eine  Invariante  sein,  während  es  doch  keine  quadratischen  In- 
varianten giebt. 

Man  kann  übrigens  auch  leicht  direct  zeigen,  dass  die 
Grundcurve  keinen  Doppelpunkt  hat;  denn  die  Bedingungen  für 
einen  Doppelpunkt  sind: 

/'(^i)  =  ox^x-,  +  xi  =  0, 

f  (xs)  =  3  xix2  +  x{  =  0, 

und   diese    Gleichungen    können    nicht    anders    erfüllt    sein,    als 
wenn  Xi^  x-j^  %  verschwinden  (§.  86). 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  ein  System  von  Punkten,  deren 
jeder  in  jeden  anderen  durch  Substitutionen  der  Gruppe  trans- 
formirbar  ist,  ein  System  verbundener  Punkte  nennen. 
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Die  höheren   Invarianten. 

Weitere  Invarianten  unserer  Gruppe  lassen  sich  nach  dem 
Satze  4.,  §.  40  ableiten,  indem  wir  Covarianten  der  Form  / 
bilden.  Wir  fassen  die  in  §.  87  allgemein  besprochenen  Co- 
varianten ins  Auge,  und  bilden  zunächst  die  Hesse' sehe 
C  Ovariante 

1    \f"i?:i,^.l  f"{x„x,),  f"{x,,x,) 

^^^  ^  =  54    /"(^^'^O.  /"(^•.,^2),  /"fe^s) 

;/"(-^3,^i), /"(^3,^-.),  f"{x,,x,) 
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(3) 


c  =  l 


die  entwickelt  die  Form  erhält 

Auf  der  Curve  z/  liegen  also  die  Ecken  des  Coordinaten- 
dreiecks,  und  folglich  liegen  alle  siebenzähligen  Pole  Pj  auf  A 
und  bilden  das  vollständige  System  der  Schnittpunkte  von  / 
und  z/. 

Eine  weitere  Covariante,  und  zwar  vom  14*^"  Grade,  erhalten 
wir  aus  §.  87,  (8),  nämlich  die  Determinante: 

/"  (^3,  ^1),  /"  0^3,  .^2),  /"  (^'3,  ^3),    ^'  fe) 

z^'C^'O,     z/'(^,),     z/'(^3),      0 

Die  Determinante  C  lässt  sich  aus  (3),  wenn  auch  etwas 
weitläufig,  berechnen,  und  erhält  den  Ausdruck: 

(4)         C  =  Z  x^^  —  34  ^1  ^2  x'3  2;  x^^^  ^3  —  250  j;,  x'a  ^'3  2;  .r^''  j:;| 
+  375  xl  x?i  xl  2J  x^  xl  +  18  Z  x;  x.J 
—  126  xfxfx:^  2J  xfx:;, 

worin  das  Zeichen  2J  bedeutet,  dass  die  Summe  der  drei  Glieder 
genommen  werden  soll,  die  man  aus  dem  ersten  erhält,  wenn 
man  Xi,  Xg,  x^  cyklisch  vertauscht.  Es  genügt  schon  die  Berech- 
nung des  ersten  Gliedes  x\\  um  zu  erkennen,  dass  die  Curve 
C  =  0  nicht  durch  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks  geht. 

Eine  vierte  Invariante,  und  zwar  vom  2P^^"  Grade,  erhalten 
wir  nach  §.  87,  (6),  wenn  wir  die  Functionaldeterminante  der 
drei  Formen  /,  z/,  C  bilden : 

f(x,),  z/'(./-0,    C'{x,) 

/(%),  ^'(^2),   C'{x,) 

f'{x,X  ^'fe),  G'{x,) 
die  gleichlalls  hieraus  berechnet  w^erden  kann.  Wir  führen  hier 
nur  die  drei  ersten  Glieder  an,  aus  denen  man  sieht,  dass  auch 
diese  Curve  nicht  durch  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks  geht 

(6)  K  =  xf-^  xf  +  xf^ 1). 


(5) 


K  = 


14 


^)  Die  vollständig  ausgerechiieteu  Ausdrücke  finden  sich  in  der  Ab- 
handlung von  Gerd  an:  „Ueber  die  typische  Darstellung  der  ternären 
biquadratischeu  Form  /  =  x'^  x^  -f"  oc^ x^  +  x^ x^''  [Matheni.  Annaleu, 
Bd.  XVII,  S.  366  (1880)].  Auch  in  Kl  ein -Fr  icke,  Modulfunctioneu, 
Bd.  I,  8.  734, 
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§•  124. 
Das   volle   Invarianten  System. 

Wir  können  nun  nachweisen,  dass  die  Formen  /,  z/,  C,  K  ein 
volles  Invariantensystem  der  Gruppe  sind,  d.  li.  dass  alle  In- 
varianten der  Gruppe  als  ganze  rationale  Functionen  von  diesen 
vier  dargestellt  werden  können.  Wir  stützen  uns  dabei  auf  das 
Theorem  von  Bezout  (Bd.  I,  §.  49),  dass  zwei  Curven  von  der 
w*«^  und  H*^°  Ordnung,  die  mehr  als  mn  Punkte  gemeinsam 
haben,  einen  gemeinsamen  Curventheil  haben  müssen.  Berührungs- 
punkte sind  dabei  als  doppelt  oder  mehrfach  zu  zählen.  Alle 
Schnittpunkte  zweier  Invariantencurven  bilden  entweder  ein  ver- 
bundenes System,  oder  sie  zerfallen  in  Systeme  verbundener 
Punkte,  und  alle  Punkte  eines  solchen  Systemes  sind  gleich  oft 
zu  zählen. 

Es  sei  <2>  eine  Invariante  m*«'"  Ordnung,  die  die  Function  / 
nicht  als  Factor  enthält,  und  unter  den  Schnittpunkten  der 
Curve  ^  und/  mögen  /i^  mal  die  Pole  F-,  1i<2m?\  die  Pole  P., 
Äg  mal  die  Pole  Pg  vorkommen.  Ausserdem  sollen  noch  h^  Systeme 
von  je  168  verbundenen  Punkten  vorkommen,  von  denen  auch 
(bei  Berührung)  mehrere  Systeme  in  ein  mehrfach  gezähltes 
zusammenfallen  können.  Dann  ist  die  Anzahl  aller  Schnittpunkte 
beider  Curven 

4  m  =  24/^1  4-  56 /i,  -^  84  7i,  +  168/^4, 
und  daher 

(1)  m  =  6  1h  +  14  Ih  +  21/^3  +  42  h^, 

worin  /i^,  li^^  Ih,  h^  nicht  negative  ganze  Zahlen  bedeuten,  die 
auch  nicht  alle  verschwinden  können.  Der  kleinste  Werth,  den 
m  haben  kann,  ist  daher  6,  und  eine  Invariantencurve  ö*^''  Ord- 
nung muss  durch  die  24  Punkte  P;  gehen,  wie  wir  es  von  /J 
schon  nachgewiesen  haben.  Ist  z/'  eine  zweite  Invariante  6*^'  Ord- 
nung, die  also  auch  durch  die  Punkte  F-  gehen  muss,  so  können 
wir  in  z/'  —  az/  die  Constante  a  so  bestimmen,  dass  die  In- 
variantencurve z/'  —  az/  =  0  durch  irgend  einen  2.5^*^^  Punkt 
von  /  geht.  Dann  muss  aber,  wenn  ^'  —  a /J  nicht  identisch 
verschwindet,  nach  dem  Bezout' sehen  Theorem  z/'  —  aZi  durch 
/  theilbar  sein.  Der  Quotient  wäre  eine  Invariante  zweiter 
Ordnung,  die  nicht  existirt;  folglich  muss  z/'  —  a  z/  identisch 
Null  sein. 
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Ist  /^l  =  2,  7^2  =  \  =  h^  =  0^  so  ist  m  =  12.  Eine  In- 
variantenciirve  12*®''  Ordnung  O  muss  die  Curve  /  in  den  24 
Punkten  F^  berühren,  und  wenn  wir  in  0  —  az/2  die  Constante  a 
passend  bestimmen,  so  ergiebt  sich,  dass  diese  Function  durch  / 
theilbar  sein  muss.  Der  Quotient  kann,  als  Invariante  8**^"^^  Ord- 
nung, nur  von  der  Form  bf^  sein,  und  demnach  ist  O  von  der 
Form  a  z/2  -|-  hf\  Ebenso  können  wir  schliessen,  dass  eine  In- 
variante IS*®""  Ordnung  die  Form  a  zJ-<  -j-  b  Jf^  haben  muss. 

Alle   Invarianten   6*«^   12*«^^   18**'''  Ordnung   sind 
also  rationale  Functionen  von  z/  und/. 

Der  nächste  Werth,  den  m  nach  (1)  haben  kann,  ist  m=:14. 
In  diesem  Falle  ist  h^  =  1 ,  während  h^ ,  Ju^ ,  h^  gleich  Null  sind. 
Es  gehen  also  alle  Invarianten  14*^^'  Ordnung  durch  die  56 
Punkte  P-{,  und  diese  bilden  das  vollständige  Schnittpunktsystem 
einer  solchen  Invarianten  curve  mit  der  Grundcurve.  Dies  gilt 
auch  von  der  Invariante  C.  Haben  wir  eine  zweite  Invariante 
]^4ter  Ordnung  C'\  so  können  wir  wieder,  wie  oben,  die  Constante  a 
so  bestimmen,  dass  C  —  a  C  durch  /  theilbar  ist.  Der  Quotient 
ist  eine  Invariante  10*®^  Ordnung,  und  daraus  folgt,  da  es  ausser 
/z/  keine  Invariante  10*^^'  Ordnung  giebt: 

Jede  Invariante   14*^^'  Ordnung  ist  in   der  Form 

darstellbar: 

aC+bpzl, 

worin  a,  b  Constanten  sind.  Umgekehrt  ist  jeder 
Ausdruck  von  dieser  Form  eine  Invariante  14*®*' 
Ordnung. 

Es  kann  sodann  w  nach  (1)  den  Werth  20  haben,  nämlich 
für  hl  =  h^  =  1.  Eine  Invariante  20^*^^  Ordnung  muss  also  durch 
die  Punkte  Pj  und  Pg  gehen,  d.  h.  durch  die  80  Schnittpunkte 
von  /  mit  z/  C.  Daraus  können  wir  ebenso  wie  vorhin  schliessen, 
dass  eine  Invariante  20  ^*^''  Grades  in  der  Form 

f(a^^  +  bp)  +  cCJ  . 

darstellbar   ist,   worin   a^h^  c   beliebige   Constanten    sind.     Eine 
unabhängige  Invariante  20^*®'"  Ordnung  giebt  es  nicht. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  seien  K'  und  K  zwei  Invarianten 
2ister  Ordnung;  beide  müssen  nach  (1)  durch  die  84  Punkte  P^ 
gehen,  und  folglich  kann  man  a  so  bestimmen,  dass  K'  —  aK 
durch   /    theilbar    wird.      Der    Quotient    wäre    eine    Invariante 
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l'jten  Grades,  die  niclit  existirt,  und  folglich  ist  K'  mit  ^  Ä' 
identisch. 

Es  gieht  also,  von  einem   constanten  Factor 
abgesehen,  nur  eine  Invariante  2P*^"  Grades. 
Nun  ist  aber  das  System   der   21  Ilauptaxen   auch   eine  In- 
variante 2P*^"  Grades,  und  daraus  ist  zu  schliessen: 

Die  Invariante  K  zerfällt  in  21  lineare  Fac- 
tor en,  die,  gleich  Null  gesetzt,  die  Hauptaxen 
der  Gruppe  darstellen. 
Wir   können    sodann    eine    Invariante   42^**^»   Grades   bilden, 
nämlich 

(2)  J--]cC^=Q, 

worin  /:  eine  beliebige  Constante  ist,  und  diese  Constante  lässt 
sich  so  bestimmen ,  dass  die  Curve  Q  durch  einen  beliebig  ge- 
gebenen Punkt  auf  /  geht,  und  sie  muss  dann  auch  durch  alle 
mit  diesem  verbundenen  Punkte  hindurchgehen.  Also  können 
wir  Je  in  Q  so  bestimmen,  dass  die  Curve  Q  aus  der  Curve  /  ein 
beliebig  gegebenes  System  verbundener  Punkte  ausschneidet. 

Ist  nun  O  eine  beliebige  durch  /  nicht  theilbare  Invariante, 
die  hl,  h^^  h->  mal  durch  die  Pole  P;,  Po,  F-2  geht,  und  ausserdem 
durch  beliebige  Systeme  81,82,...  verbundener  Punkte  auf  /, 
die  auch  theilweise  zusammenfallen  können,  so  bilden  wir  zu- 
nächst nach  (2)  die  Formen  §1,  Qo,  -  -  .,  die  in  den  Systemen 
^1,  So-,  .  ;  .  verschwinden,  und  dann  die  Form 

^F  =  0  —  a  z^'»!  Cf^Kf'-s  Q1Q2  -     • 

Die  Curve  W  geht  für  jeden  Werth  der  Constanten  a  durch 
die  sämmtlichen  Schnittpunkte  von  0  mit  /',  und  wenn  wir  also 
a  so  bestimmen,  dass  W  durch  irgend  einen  davon  verschiedenen 
Punkt  von  /  geht,  so  ist  W  durch  /  theilbar,  also 

Darin  ist  nun  0^  wieder  eine  Invariante,  aber  von  niedri- 
gerem Grade  als  0,  und  durch  vollständige  Induction  ist  hiermit 
der  Satz  bewiesen: 

Jede   Invariante    der   Gruppe   lässt   sich    als 
ganze  rationale  Function   der  vier  fundamen- 
talen Invarianten /,  z/,  C,  ^  darstellen. 
Bestimmt  man  in  (2)  die  Constante  Je  so,  dass  die  Curve  Q 
durch  einen   der  Pole  P^  geht,   so  kann   sie  durch   keinen  nicht 
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mit  P2  verbundenen  Punkt  der  Curve  /  gehen;  denn  sie  kann 
nicht  durch  die  Punkte  P7,  P^  gehen,  weil  in  diesen  entweder  A 
oder  G  verschwindet,  sie  kann  aber  auch  nicht  durch  einen 
Punkt  der  Grundcurve  gehen,  der  kein  Pol  ist,  weil  sie  sonst 
durch  die  168  verbundenen  Punkte  gehen  müsste,  und  nicht 
durch  den  Pol  P2  gehen  könnte.  Dann  kann  man  aber  die  Con- 
stante  1%  so  bestimmen,  dass  K'^  —  ^^Q  durch  /  theilbar  wird. 

Der  Quotient  ist  eine  Invariante  von  niedrigerem  als  dem 
42sten^  jedenfalls  aber  von  geradem  Grade,  und  wenn  wir  ihn 
also  durch  die  fundamentalen  Invarianten  darstellen,  so  kann 
darin  K  nicht  vorkommen.     Daraus  folgt: 

Die  Invariante  K^  kann   rational  durch  /,  z/,  C 
ausgedrückt  werden. 

Stellen  wir  nach  diesem  Satze  K'^  in  der  Form  dar: 

(3)  K'=:  E  apA''^C\ 

so  können  in  dieser  Summe,  in  der  die  a  numerische  Coefficienten 
sind,  nur  solche  Glieder  vorkommen,  in  denen 

2v  -f  8vi  +  7^2  =  21, 
und  indem  wir  nun  abzählen,  welche  Werthe  von   v,  Vi,  Vc,  vor- 
kommen  können,   erhalten  wir  das  Resultat,   dass  zwischen   den 

Formen 

K\    J\    G\   fA^G,    p/IG\    p^\ 

pA^G,    pA\    pG,    pA 

eine  lineare  Relation  mit  numerischen  Coefficienten  besteht. 

Stellen  wir  diese  Relation  in  der  Form  dar: 

(4)  K^^^A-\-WC, 

worin  0,  W  gleichfalls  Invarianten  sind,  so  können  wir  daraus 
noch  einen  geometrischen  Schluss  ziehen. 

Die  Curven  z/  und  C  schneiden  sich  sicher  nicht  auf  der 
Curve  /,  weil  die  sämmtlichen  Schnittpunkte  von  z/  mit  /  die  P7, 
die  von  C  mit  /  die  P^  sind.  Wenn  aber  A  und  C  =^  0  sind, 
so  ist  auch  ^5^=0,  und  folglich  liegen  alle  Schnittpunkte 
von  z/  und   C  auf  den  21   Hauptaxen  der  Gruppe»). 


1)  DieKelation  (3)  ist  von  Gordan  durch  die  Methoden  der  Invarianten- 
theorie vollständig  berechnet  (Mathem.  Annalen,  Bd.  XVII,  S.  371). 

Wir   wollen   die  dort  gegebene   P'ormel  in   den   von   nns  gebrauchten 
Zeichen  hier  augeben: 

/l2  ^  C3  — 88/2JC2  -\-  16.  63 /J*  (7  -f  17  .  64 /*  J2  0  —  256 /' C 
-j-  27  .  64  ^'  —  128  .  469  p  ß  -f  43  .  512  p  J^  —  2048  P  J. 
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Die  Relation  (3)  lässt  sich  benutzen,  um  aus  einem  Aus- 
drucke in  den  Invarianten  alle  Potenzen  von  K,  mit  Ausnahme 
der  ersten,  zu  eliminiren,  und  daraus  ergiebt  sich  noch: 

Eine   Invariante    geraden  Grades   lässt   sich 

rational  durch  /,  z/,  0,  eine  Invariante  un- 
geraden Grades  als  Product  von  K  mit  einer 
Invariante   sjeraden   Grades   darstellen. 


"Weber,  Algebra.    TL.  oq 


Fünfzehnter  Abschnitt. 

Das  Formenproblem  der  Gruppe  G^^s  und  die  Theorie 
der  Gleicilungen  siebenten  Grades. 


§•  125. 
Die  Resolventen   des  Formenproblems. 

Das  Formenproblem  für  die  Gruppe  G-^q^  (§.  43)  liefert  nach 
der  allgemeinen  Theorie  zunächst  eine  Gleichung  168^*'^^  Grades^ 
deren  Coefficienten  Invarianten  sind.  Jeder  Theiler  der  Gruppe 
führt  aber  zu  einer  Resolvente  niedrigeren  Grades,  und  zwar 
vom  Grade  des  Index  des  Theilers. 

Wir  wollen  hier  nur  die  beiden  interessantesten  Fälle  solcher 
Theiler,  nämlich  die  Octaedergruppe 

(1)  G^24=-x^■«^6)^ 

und  die  Gruppe  21^*^^  Grades 

(2)  G,,=TQf  (§.  72) 

betrachten,  die  uns  zu  Resolventen  7*^^  und  8*®"  Grades  führen. 

Was  zunächst  die  Resolventen  7*®^  Grades  anlangt,  so  können 
wir  bei  ihrer  Bildung  von  den  Hauptaxen  der  Gruppe  ausgehen. 
Eine  Hauptaxe  nämlich  bleibt  durch  die  Gruppe  ca"  &^  unge- 
ändert,  und  geht  durch  die  ganze  Gruppe  (rg^  in  drei  ver- 
schiedene Linien  über.  Es  muss  also  sieben  Tripel  von  Haupt- 
axen geben,  die  durch  eine  Gleichung  7*^^  Grades  bestimmt 
werden. 

Setzen  wir  nach  §.  118,  (7): 

Äi  =  ayx^      -\-  y  ß  £^  X2  -\-  cc  ß  s^  x-i 

(3)  Ä2  =  ßy  s^Xi  -{-  aß  £^X2  -\-  (xyX'i 
JL3  =  04  /5  f  2  ^1  -f-  «  7  n'2      -\-  ßy  £^x^^ 
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SO  sind  J.1  =  0,  J.2  =  0,  J-g  =  0  die  Gleichungen  von  dreien 
dieser  Axen.  Durch  die  Substitution  %  gehen  A^,  A.^^  A^  cyklisch 
in  einander  über.  Durch  die  Substitution  0  erleiden  die  Func- 
tionen J.1,  J.2,  ^3  folgende  Vertauschung: 

\A^,~A„    Aj- 

wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt,  wenn  man  die  Substitution  @ 
wirklich  ausführt  und  die  Formeln  des  §.  115  benutzt. 

Um  den  Gang  der  Rechnung  wenigstens  anzudeuten,  sei 
bemerkt,  dass  A^  durch  die  Substitution  0  [§.  115,  (10)]  in 

Übergeht.     Es  ist  aber  nach  §.  115,  (8),  (17),  (11): 

==   «   (f^  +   £-*)  =r  /^    (f  —  £-1)  =  y^ 

und  daher  wird  der  Coefficient  von  x^  gleich  «7.  wie  in  J.i,  und 
ebenso  formt  man  die  übrigen  Ausdrücke  um.  Da  sich  nun  a 
aus  &  und  %  zusammensetzen  lässt  (§.  72),  so  folgt,  dass  die 
Grössen  A{,  A|,  A.^  durch  die  Gruppe  (T24  nur  unter  einander 
permutirt  werden,  und  dass  demnach  ihre  symmetrischen  Func- 
tionen Wurzeln  von  Resolventen  7*^^  Grades  sind. 

Die  einfachste  symmetrische  Function  dieser  Grössen  ist  die 
Summe 

(4)  A^  +  ^i  +  ^1, 

und  diese  wollen  wir,  mit  einem  geeigneten  numerischen  Factor 
multiplicirt,  als  die  Unbekannte  der  Resolvente  einführen. 

Ordnen  wir  die  Summe  (4)  nach  x-i_ ,  x.2 ,  x-^ ,  so  erhalten  wir 
dafür  einen  Ausdruck  von  der  Form 

A  (x^  -f  x^  +  x.^)  +  ii  (x.2  X,  +  X,  X,  +  x^  X.2), 
worin  nach  (3): 

A    =  (a2y2£-l   _J_   ß2y2s-2   _^   «2  ^2  £3)    £ 

fi  =  2  a  /3  7  («  £  -f  /3  £-3  -]-  7  £2)  £. 

Hierbei  ist  der  Factor  £  aus  der  Klammer  gezogen,  damit 
der  andere  Factor  durch  die  Vertauschung  von  £  und  £2  unge- 
ändert  bleibt,  und  sich  daher  rational  durch  V^  ausdrücken 
lässt  (Bd.  I,  §.  171). 

30* 
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Nach   den  Formeln  §.  115,  (14)   ergiebt  sich   zunächst   sehr 
einfach : 

2  £ 
^  =  — , 

und  für  X   erhält  man,  wenn   man   die  Werthe   §.  115,  (11)   für 
a,  ft  y  einsetzt,  und  die  Formeln  §.  115,  (12),  (13)  benutzt: 

(5)  A  =  -  £  — L^^ 


f* 


1— V-7 


l  2 

Setzt  man  daher 

so  ergiebt  sich  

1  —V—  7 

(6)  z  ^xlA^  xl  +  xl  — ~ (x^  x-s  J^  x^x^  -{-  x^  X,), 

und  diese  Function  wollen  wir  als  Wurzel  der  Resolvente 
1^^"^  Grades  einführen.  Die  übrigen  Wurzeln  erhält  man  daraus 
durch  die  Substitutionen  t**,  so  dass  sie  alle  in  der  gemeinschaft- 
lichen Form 

(7)  Zr 


S^ 

^x^  + 

e'^x;- 

+  e 

X.! 

• 

1 

-V- 

2 

^i^- 

X2  X-j 

+  «- 

-'''■x,x. 

+  ^ 

-*''x 

1^2) 

r  : 

=  0,1, 

2,3, 

4,5, 

6 

enthalten  sind. 

Die  Coefficienten  der  Gleichung  7*^^  Grades,  deren  Wurzeln 
die  sieben  Grössen  ^,.  sind,  sind  Invarianten  unserer  Gruppe, 
deren  Grad  sich  leicht  angeben  lässt. 

Wenn  nämlich  a>  der  Coefficient  von  ^^^*'  in  dieser  Glei- 
chung ist,  nachdem  der  Coefficient  der  siebenten  Potenz  auf  1 
gebracht  ist,  so  ist  üv  eine  Invariante  2i'*®^  Grades.  Es  muss 
also  zunächst  a^  =  0  sein,  weil  es  keine  quadratische  Invariante 
giebt.  Die  übrigen  Coefficienten  sind  durch  folgende  Invarianten- 
verbindungen linear  und  homogen  ausgedrückt: 
«2   durch  /, 


(8) 


«3 

J5 

^, 

«4 

?5 

f^ 

«5 

57 

^/, 

«6 

J5 

-^^  P, 

üj 

J) 

c,  Jf- 
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und  es  sind  also  acht  numerische  Coefficienten  zu  berechnen,  die 
sich  durch  Yergleichung  einiger  Glieder  in  den  Ausdrücken  der 
tty  durch  die  Wurzeln  einerseits,  durch  die  Invarianten  (§.  123) 
andererseits  finden  lassen,  und  die  ausser  rationalen  Zahlen  nur 
V — 7  enthalten  können. 

Wir  wollen  diese  Coefficienten  zunächst  nur  unter  der 
Voraussetzung  berechnen,  dass  /  =  0  ist  i). 

Man  braucht  dann  nur  die  ersten  Glieder  (mit  o^/iCg,  xl^x^) 
in  den  Potenzsummen  2?  ^?  und  2J  z%  zu  berechnen  und  die 
Newton" sehen  Formeln  anzuwenden.  Der  letzte  Coefficient  er- 
giebt  sich  aus  dem  einem  Gliede  x^^  in  dem  Producte  der  Zr^  Man 
findet  zunächst 


1  —V—  7 
E  zl  =  -  3.7 1 x^x^ 


z%  =  [^6.7  +  15.7  {^ \ ^yj  x'^xl  .  .  . 


und  daraus  die  gesuchte  Resolvente 


(9)    ,^--.'~l-'  J,^-7.'+^-'  J^,-C=0. 

Will  man  diese  Gleichung  auf  eine  andere  zurückführen,  die 
nur  von  den  Verhältnissen  der  rrj,  %,  %  abhängt,  so  setzt  man 

wodurch  man  aus  (9)  eine  Gleichung  erhält,  in  der  nur  noch  der 
eine  Parameter  g  vorkommt,  nämlich 


(11)      u^  -  7 1 -gu^  -  7  "^-^^ g^u  —  g'^  =  0. 

Macht  man  dieselbe  Substitution  in  der  allgemeinen  Resol- 
vente, in  der  /  nicht  =  0  gesetzt  ist.  so  hat  man  noch  einen 
weiteren  Parameter 

einzuführen,   und   die  Coefficienten   der  Resolvente  werden,   von 


1)  Dieser  Fall  ist  darum  von  besonderem  Interesse,  weil  er,  ähnlich 
wie  die  Ikosaedergleichung,  auf  die  Transformationsgleichungen  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  führt. 
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numerischen  Factoren  abgesehen,  wie  sich  aus  (8)  leicht  ergiebt, 
der  Reihe  nach 

h,  (/,  h\  hg,  {g\  h'-%  {g--,  h^  g), 

worin  {g'^^  h^)^  (g^,  h^  g)  lineare  homogene  Ausdrücke  mit  numeri- 
schen Coefficienten  bedeuten. 

Die  Rechnung  kann  ebenso  ausgeführt  werden,  wie  in  dem 
obigen  speciellen  Falle.  Zur  Vereinfachung  kann  man  x^  =  0 
setzen  und  erhält  immer  noch  Gleichungen  genug  zur  Be- 
stimmung aller  Coefficienten.  Man  findet  so  die  Coefficienten 
der  Reihe  nach: 


,  •--!=', 


.  l-V-7 
-7  2 ^' 

—  7  (4:  +  V'^7)Ji^ 


^    ,    167  —  7  V— 7      ,^ 
—  9^-] 2 ^ 

Die  Functionen  (/,  h  sind  gebrochene  Invarianten,  die  nur 
von  den  Verhältnissen  ic^  :  iCg  *  ^?,  abhängen,  und  wir  können 
jede  andere  Invariante  von  derselben  Eigenschaft  rational 
durch  ^,  h  ausdrücken.  Denn  stellen  wir  eine  solche  Invariante 
als  Quotienten  zweier  Formen  gleichen  Grades  ohne  gemeinsamen 
Theiler  dar,  so  müssen  Zähler  und  Nenner  ganze  Invarianten 
gleichen  Grades  sein,  weil  nämlich  zwei  in  einfachster  Form 
dargestellte  gebrochene  Functionen  der  Variablen  x  nur  dann 
einander  gleich  sein  können,  wenn  Zähler  und  Nenner  einzehi 
bis  auf  constante  Factoren  einander  gleich  sind.  Hier  können 
nun  Zähler  und  Nenner  nicht  von  ungeradem  Grade  sein,  weil 
sie  sonst  den  gemeinsamen  Factor  K  hätten  (§.  126).  Also  sind 
Zähler  und  Nenner  rational  durch  /,  C,  z/  darstellbar;  und  wenn 
ein  im  Zähler  oder  im  Nenner  vorkommendes  Glied 

(13)  f^^^C% 

und  m  der  Grad  von  Zähler  und  Nenner  ist,  so  ist 

(14)  4a  +  6&  +  14c  ==  m. 
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Setzen  wir  nun  in  (13) 

L  _  A 

z/  =  (r/C3)',     f-=hC^(gC^)    % 

so  ergiebt  sich  für  den  Ausdruck  (13)  mit  Benutzung  von  (14) 

,  .  »  »"        »" 

b-^2c      a        —      — — 

9         h   C^^g    \ 

m  in 

und  im  Zähler  und  Nenner  lässt  sich  der  Factor  0^*=  g    ^  heben, 
so  dass  alles  rational  durch  g  und  h  ausgedrückt  ist. 

Ebenso  wie  ^,  li  hängt  auch  die  Function  u  nur  von  dem 
Yerhältniss  der  Variablen  x^  :  x-y  :  0:3  ab,  und  es  folgt  leicht,  dass 
jede  andere  Function  von  derselben  Eigenschaft,  die  wie  u  die 
Substitutionen  der  Gruppe  G^^  gestattet,  rational  durch  u^  g,  h 
darstellbar  ist.  Denn  eine  solche  Function  lässt  sich  zunächst 
nach  den  allgemeinen  Sätzen  des  §.  43  als  rationale  Function 
von  H  und  den  Invarianten  darstellen,  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise  als  ganze  Function  von  u.  die  den  6*^°  Grad  nicht  über- 
steigt (Bd.  I,  §.  142).  Die  Coefficienten  in  dieser  Darstellung 
sind  Invarianten,  und  da  k  nur  von  den  Verhältnissen  abhängt, 
so  können  auch  die  Coefticienten  nur  von  den  Verhältnissen  ab- 
hängen, und  sind  daher  rational  durch  g^  h  darstellbar. 

§■   126. 

Reduction  der  allgemeinen  Resolvente  siebenten  Grades 
auf  die  specielle. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  zwei  Formen  der  Resol- 
vente 7**^  Grades  des  Formenproblems  kennen  gelernt,  von 
denen  die  eine,  die  specielle,  für  den  Fall  gilt,  dass  /  =  0  ist, 
d.  h.  für  den  Fall,  dass  der  gesuchte  Punkt  auf  der  Grund- 
curve  liegt,  die  allgemeine  für  den  Fall,  dass  er  eine  beliebige 
Lage  hat. 

Die  Grössen  11.  g.  h  wollen  wir.  wenn  sie  sich  auf  den 
Punkt  (x)  beziehen,  mit 

0)  '^•^  =  -^'  ^-=ci-  ^'^  =  1F 

Ijezeichnen.     Die  allgemeine  Resolvente  soll  dann  mit 

(2)  B  (?/„  (/„  h,)  =  R^  =  0 

bezeichnet  werden,  und  die  specielle  geht  daraus  hervor,   wenn 
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man  /^^  =  0  setzt.  Die  Grössen  w^^,  g^^^  hx  hängen  nur  von  den 
Variablen  x^^  x^^  x^  ab. 

Nun  lässt  sich,  wie  Klein  a.  a.  0.  i)  bemerkt  hat,  die  Lösung 
der  allgemeinen  Resolvente  auf  die  der  speciellen  zurückführen, 
wenn  man  die  Wurzel  einer  biquadratischen  Gleichung 
adjungirt. 

Um  dies  nachzuweisen,  führen  wir  neben  dem  Punkte  (x) 
einen  zweiten  Punkt  {y)  ein  und  bilden  die  Polare  von  /: 

(3)  /,  (X,  y)  =  yj'  ix;)  +  y,f  {x,)  +  y,f'  (x,). 

Wenn  wir  dann  {x)  und  {y)  gleichzeitig  derselben  Substitu- 
tion der  Gruppe  (xjes  unterwerfen,  so  bleibt  die  Function  /^  {x^  y). 
ungeändert  (Bd.  I,  §.  60).  Wir  nehmen  nun  den  Punkt  (x)  be- 
liebig an,  verlangen  aber  von  dem  Punkte  (^),  dass  er  gleich- 
zeitig auf  der  Grundcurve  und  auf  der  Polaren  des  Punktes  (x} 
liegen  soll,  dass  also  gleichzeitig 

(4)  /  (2/1,  y.,  yd  =  0,  /i  {x,  y)-=  0 

sein  soll.  Dann  entsprechen  jedem  Punkte  x  vier  Punkte  y,  und 
wenn  wir  für  (x)  einen  mit  ihm  verbundenen  Punkt  setzen,  so 
geht  jeder  dieser  vier  Punkte  (y)  gleichfalls  in  einen  verbundenen 
Punkt  über.  Die  Function  Äy  ist  jetzt  =  0  und  gy  ist  eine  vier- 
werthige  Function  des  Punktes  (x).  Symmetrische  Functionen 
dieser  vier  Werthe  bleiben  ungeändert  durch  die  Substitutionen 
von  (ti68,  und  folglich  ist  gy  Wurzel  einer  biquadratischen 
Gleichung,  deren  Coefficienten  rational  von  den  g^^  hx 
abhängen.  Die  Wurzel  dieser  biquadratischen  Gleichung  muss. 
adjungirt  werden. 

Die  Function  Uy  ist  Wurzel  der  speciellen  Resolvente 

(5)  B  K,  gy,  0)  =  By  =  0. 

Wir  bezeichnen  nun  die  vier  zu  demselben  x  gehörigen  Punkte 
y  mit  y,  y\  y'\  y'"  und  bilden  die  symmetrische  Function  dieser 
vier  Punkte 

(6)  {t  —   Uy)    (t  —  Uy>)     (t  —  llyn)     (t  —  Uy>.)     =     0  (t) 

für  ein  unbestimmtes  t.  Diese  Function  bleibt  ungeändert  bei 
allen  Substitutionen  der  Gruppe  (^24,  und  ist  also  rational  durch 
'it'xi  9x,  hx  ausdrückbar. 


1)  Mathematische  Annalen,  Bd.  XV,  S.  280. 
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Da,  wenn  wir  uns  die  Bestimmung  von  x  vorbehalten,  die 
Gleichung  (3)  jede  beliebige  gerade  Linie  darstellen  kann,  so 
können  wir  x  so  annehmen,  dass  unter  den  vier  Punkten 
ij^  y\  \j\  y'"  keine  zwei  verbundenen  Punkte  vorkommen.  Setzen 
wir  dann  ny  für  die  unbestimmte  Grösse  t  in  (6).  so  erhalten 
wir  eine  rationale  Gleichung 

(7)  'F  {Uy,  U:,,  g,  h)  =  0, 

und  diese  Gleichung  ist  nicht  mehr  befriedigt,  wenn  wir  für  {x) 
und  {y)  eine  Substitution  aus  G^^<^  machen,  durch  die  u^  ge- 
ändert und  folglich  Uy  in  einen  von  Uy^  Uy>^  Uy»^  Uy.,,  verschiedenen 
Werth  übergeführt  wird. 

Die  Gleichung  (7)  hat  also,  als  Gleichung  für  u^  betrachtet^ 
nur  eine  Wurzel  mit  der  allgemeinen  Resolvente  -R^  gemein,  und 
wenn  man  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  R  und 
W  aufsucht,  so  erhält  man  u^  rational  durch  %,  g,  h  ausgedrückt. 
Damit  ist  die  allgemeine  Resolvente  auf  die  specielle  zurück- 
geführt. 


Die  Gruppe  G^qs  enthält  noch  einen  Theiler  2P*^"  Grades 
(t2i,  der  durch  die  Substitutionen  %,  t  erzeugt  wird,  und  der  zu 
einer  Resolvente  8*^^  Grades  Anlass  giebt.  Als  Wurzel  dieser 
Resolvente  kann  man  einfach  das  Product  x-^  Xo  x-^  betrachten. 
Die  Coefficienten  dieser  Resolvente  sind  Invarianten,  die  bis  zum 
94sten  Gi'ade  ansteigen.  Wir  wollen  hier  auf  diese  Resolvente 
nicht  näher  eingehen. 


g.  127. 

Permutationsgruppe   von   sieben   Ziffern   vom 
Grade  168. 

Da,  wie  wir  gesehen  haben,  das  Formenproblem  der  ternären 
Substitutionsgruppe  168^*^^^  Grades  eine  Resolvente  7*^^  Grades- 
hat,  und  die  Galois'sche  Resolvente  dieser  Gleichung  7^^"  Grades 
folglich  vom  Grade  168  ist,  so  ergiebt  sich  daraus,  dass  in  der 
allgemeinen  Permutationsgruppe  von  sieben  Ziffern,  deren  Grad 
1.2.3.4.5.6.7  =  5040  =  168 .  30  ist,  ein  Theiler  vom  Grade  168 
enthalten    sein   muss.     Die   Existenz    dieses   Theilers    hat   zuerst 
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Krön  eck  er  erkannt  i),  und  seine  nähere  Untersuchung  ist  für 
die  allgemeine  Theorie  der  Gleichung  7*^^  Grades  von  grosser 
Wichtigkeit. 

Wir  können  diese  Permutationsgruppe  dadurch  erhalten, 
dass  wir  die  Permutationen  aufsuchen,  die  durch  die  Substitu- 
tionen der  Gruppe  G^q^  unter  den  Grössen  ^q,  ^i,  ^^i  -^si  ^4i  -^.n  ^& 
■(§.  125)  hervorgerufen  werden.  Hierbei  ist  dann  in  Bezug  auf 
die  Zusammensetzung  zu  beachten,  dass,  wenn  die  beiden  linearen 
Substitutionen  |i ,  I2  clie  Permutationen  tTj  ,  7t2  bewirken ,  die 
zusammengesetzte  Permutation  tTj  7t2  durch  I2  Si  hervorgerufen 
wird.  Denn  nach  der  Definition  erhält  man  I2  li  {^)  dadurch, 
dass  man  auf  die  Variablen  (x)  zunächst  die  Substitution  Ji  und 
auf  das  Ergebniss  die  Substitution  I2  anwendet.  Ebenso  be- 
deutet TTi  7t2  die  Permutation,  die  sich  ergiebt,  wenn  man  auf 
■die  sieben  Ziffern  zuerst  Tt-^  und  darauf  tc^  anwendet.  Wir  er- 
halten so,  der  Gruppe  (r^es  entsprechend,  eine  Permutations- 
gruppe 168^*^^  Grades,  die  wir  mit  Pjßs  bezeichnen,  und  diese 
beiden  Gruppen  sind  isomorph. 

Da  wir  r  und  co  als  erzeugende  Elemente  der  Gruppe  G^jg^ 
•erkannt  haben  (§.  72,  L),  so  genügt  es,  wenn  wir  die  diesen  beiden 
Substitutionen  entsprechenden  Permutationen  bestimmen,  um 
daraus  die  ganze  Gruppe  P^^^  abzuleiten. 

Nun  geht  aber  aus  der  Substitution  r  die  cyklische  Permu- 
tation der  sieben  Ziffern 

(r)         (0,  1,  2,  3,  4,  5,  G) 

hervor,  und  der  Einfiuss  von  co  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung, 
dass  ^0  durch  die  Substitutionen  der  Octaedergruppe  i'^  g)^  ®^ 
ungeändert  bleibt.  Um  also  die  Aenderung  von  2r  durch  w 
zu  erhalten,  haben  wir  nur  den  Einfluss  von  «  t''  auf  Zq  zu  er- 
mitteln. Dieser  Einfluss  aber  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den 
Formeln  §.  72,  (15),  wonach  z.  B.  co  t  ^=  z'^  x'^  co  ®'^  ist,  so  dass 
also  Si  in  s^  übergeht  u.  s.  f.  Demnach  entspricht  der  Substitu- 
tion 09  die  Permutation 

Man  kann  die  Gruppe  Pjes  durch  die  Congruenzgruppe  ter- 


1)  Kronecker,    „Ueber  Gleichungen  7ten  Grades".     Monatsberichte 
der  Berliner  Akademie  1858. 
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närer  linearer   Substitutionen   für   den   Modul   2   darstellen,   die 
wir  im  §.  79  untersucht  haben  i). 

Wir  haben  zu  diesem  Zweck  die  sieben  Grössen  durch  drei 
Indices  (^i,  x^^  x.,)  zu  bezeichnen,  die  nach  dem  Modul  2  ge- 
nommen sind  und  wobei  die  Combination  (0,  0,  0)  ausgeschlossen 
ist.     Man  erhält  so  die  sieben  Grössen 

<1)     (1, 0, 0),  (0, 1,  0),  (0, 0, 1),  (0, 1, 1),  (1, 0, 1),  (1, 1, 0),  (1, 1, 1), 
und  wenn  man   die  x^,  x.2,  x^   durch  die  linearen  Verbindungen 
(2)     ax^  -\-hxo,  -\-cx^,  «1  x^  +  &i  ^o  +  C\ ^s,  «2^1  -f" h^^-i  +  ^2^3 
ersetzt,  worin  die  Substitution 

/a  ,  h  ,  c  \ 
<3)  «1,  &i,  Ci 

nach  dem  Modul  2   zu  nehmen  ist,   so  erhält  man  die  Permuta- 
tion sgruppe  Pn^s- 

Wenn  wir,  wie  im  §.  79,  für  t  die  Substitution  der  Con- 
^ruenzgruppe  /1,0,1\ 

<4)  r  =     1,0,0 

\0,1,0/ 
wählen,   so   können   wir   die  Grössen  z   so   bezeichnen,   dass   sie 
durch  Anwendung  von  x  und  seinen  Wiederholungen  cyklisch  in 
einander  übergehen,  wobei   wir   eine   beliebige   der   Grössen   (1) 
für  Sq  wählen  können,  etwa  so: 

<5)     z,  =  (1, 0, 0).  s,  =  (1, 1, 0),  z,  =  (1, 1, 1),  z,  =  (0, 1, 1), 
z,  =  (1,0,1),  z,  =  (0,1,0),  z,  =  (0,0,1). 
Es  ist  dann  «  so  zu  wählen,  dass  Zq,  z^,  z&  dadurch  ungeändert 
bleiben  und  z-^  mit  Zo,  ^3  mit  z-^,  vertauscht  werden.     Dies  giebt 

/1,0,0 
<6)  •  «  =     0,  1,  0 

\0,  1,  1/ 
und  daraus  erhält  man  nach  §.  72,  (17): 

/1,0,0^  /1,1,1 

,     0  =     0.  1,  0 

\o,i,i, 


<7)  ;c  =  |  0,0,1 

0,  1,  1/ 


1)  Nach  einer  mündlichen  Mittheihmg  ist  dies  der  Weg,   auf  dem  sie 
Kronecker  orebildet  hat. 
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Die  beiden  erzeugenden  Permutationen  r,  cj  gehören  zur 
ersten  Art  (Bd.  I,  §.  153),  und  folglich  ist  P^^^  ein  Theiler  der 
alternirenden  Permutationsgruppe  von  sieben  Ziffern. 


§.  128. 

Gleichungen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe 
les^ten  Grades. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  allgemeinen  Theorie  der 
speciellen  Art  von  Gleichungen  7*^^  Grades,  deren  Galois'sche 
Gruppe  sich  auf  F^^^  reducirt. 

Es  seien  zunächst  Aq,  /Ij,  Ag,  /I3,  A^,  A-,,  Ag  beliebige  Grössen,  und 

(1)  r  =  (Ao,  Aj,  A2,  A3,  A4,  A-,,  Aß) 

eine  cyklische  Permutation  7*^"  Grades.  Führen  wir  noch  das- 
Transpositionspaar 

(2)  03  =  (Ai,  A,)  (A3,  A5) 

ein,  so  erzeugen  diese  beiden  Permutationen  durch  ihre  Zu- 
sammensetzungen  und  Wiederholungen  die  ganze  Gruppe  Pies- 
Setzt  man  nach  §.  72,  (17)  %  und  ©  daraus  zusammen,  so 
erhält  man  (da,  wie  schon  oben  bemerkt,  die  Zusammensetzung 
der  Permutationen  in  umgekehrter  Reihenfolge,  wie  bei  den  Sub- 
stitutionen, geschehen  muss)  die  folgenden  Permutationen  der 
sieben  Indices: 

03  ^  r6  w  r  09    =  (1,  2,  5, 3)  (4, 6),    ©  =.  (1,  3,  5,  2)  (4,  6) 
l    =«T30r2  =  (1,4,2)  (3,5,6), 

Ausdrücke,  die  sich  auch  sehr  leicht  aus  §.  127,  (7)  ableiten 
lassen.  Man  sieht,  dass  Ao  durch  09,  0,  %  und  folglich  durch  die 
ganze  in  P^eg  enthaltene  Octaedergruppe  P24  ungeändert  bleibt. 
Es  ist  leicht,  eine  Function  der  sieben  Grössen  A  zu  bilden,  die 
zu  der  Gruppe  Pig^  gehört. 

Man  nehme  z.  B.  das  Product  Ao  A4  A,,,  das  aus  den  durch  ü> 
unberührt  bleibenden  A  besteht,  und  bilde  die  Summe  der  Pro- 
ducte,  die  sich  daraus  durch  Anwendung  der  cyklischen  Permu- 
tation  r  und  ihrer  Wiederholungen  ergeben: 

(3)  t;  =  Ao  A4  Ag  -[-  Ai  A5  Ao  -|-  A2  Ag  A^  -|-  A3  Ao  A2  -|-  A4  A^  A3 

-Y  A5  A2  A4  -|-  Ag  A3  A-,. 
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Wendet  man  darauf  die  Substitutionen  co  und  r  an,  so  sieht 
man,  dass  v  ungeändert  bleibt  und  daher  alle  Permutationen 
<ler  Gruppe  Pig^  gestattet. 

Nun  ist  Pi6s  Theiler  der  symmetrischen  Permutationsgruppe 
von  sieben  Elementen  vom  Index  30  und  Theiler  der  alterniren- 
den  Gruppe  vom  Index  15.  Folglich  ist  v  Wurzel  einer  Glei- 
•chung  30**^^  Grades,  deren  Coefficienten  symmetrische  Functionen 
der  A  sind,  und  Wurzel  einer  Gleichung  15*®^  Grades,  deren 
Coefficienten  noch  das  Differenzenproduct  der  A  enthalten.  Sind 
die  l  die  Wurzeln  einer  Gleichung  7*®^  Grades  ohne  Affect,  so 
ist  V  die  Wurzel  einer  Resolvente  30^*®^  Grades,  die  durch  Adjunc- 
tion  der  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  in  zwei  Factoren 
15*^^  Grades  zerfällt. 

Wenn  ausser  den  symmetrischen  Functionen  der  A  die 
Orösse  V  dem  Rationalitätsbereiche  angehört,  sei  es,  dass  sie 
Ton  vornherein  rational  ist,  oder  dass  der  Rationalitätsbereich 
durch  Adjunction  von  v  erweitert  wird,  so  sind  die  A  die  Wur- 
zeln einer  speciellen  Gleichung  7*^^  Grades,  deren  Galois'sche 
Gruppe  vom  168^^^^  Grade  ist.  Was  wir  nun  noch  zu  be- 
weisen haben,  ist,  dass  sich  diese  specielle  Art  von  Gleichungen 
7*^^^  Grades  auf  das  Formenproblem  der  Gruppe  Giß^  zurück- 
führen lässt. 

Um  dies  zu  erreichen,  müssen  wir  drei  rationale  Functionen 
Xi,  Xo,  X3  der  Wurzeln  A  zu  bilden  suchen,  die,  wenn  die  Per- 
mutationen der  Gruppe  P^g^  ausgeführt  werden,  die  entsprechen- 
den linearen  Substitutionen  der  Gruppe  (rjeg  erfahren,  d.  h.  die, 
wenn  71  eine  Permutation  aus  P^^s  und  Ä  die  entsprechende 
Substitution  aus  G^^^  ist,  durch  Ausführung  der  Permutation  7t 
in  Ä  (Xj,  Xg,  X3)  übergehen. 

Setzen  wir  diese  Functionen  Xj,  X2,  X3  für  die  Variablen  in 
die  Invarianten  der  Gruppe  G^^^  ein,  so  gehen  diese  Invarianten 
in  Functionen  der  A^  über,  die  durch  die  Permutationen  der 
Gruppe  Pi(j^  ungeändert  bleiben,  und  die  folglich  dem  Ratio- 
nalitätsbereiche angehören.  Die  Berechnung  der  Werthe  der 
Functionen  X^,  X2,  X^  aus  diesen  W^erthen  der  Invarianten  ist 
dann  das  Formenproblem  für  die  Gi^^.  Irgend  eine  durch  die 
Substitutionen  von  G^^^  veränderte  Function  der  Xi,  X2,  X3  ist 
Wurzel  einer  Resolvente  der  gegebenen  Gleichung  7*^^^  Grades, 
und  zwar,  da  die  Gruppen  Gjes  und  P^^^  einfach  sind,  eine 
Totalresolvente. 
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Hat  man  irgend  ein  System  nicht  verschwindender  Func- 
tionen Xi,  Xg,  X3,  so  kann  man  daher  solche  Resolventen  immer 
bilden.  Durch  das  Formenproblem  der  Gruppe  Giq^  ist  also 
dann  die  Gleichung  7*^"^  Grades  mit  der  Gruppe  Fies  zugleich, 
gelöst. 

Um  die  Lösung  dieser  Gleichungen  7*^^  Grades  auf  das. 
specielle  Formenproblem,  wie  es  bei  den  elliptischen  Functionen 
auftritt  (mit  /  r=  0) ,  zurückzuführen ,  ist  dann  noch  eine  acces- 
sorische  Gleichung  4*^'^  Grades  zu  lösen,  so  wie  wir,  um  die  all- 
gemeine Gleichung  5  ^^"^  Grades  auf  die  Ikosaedergleichung  zurück- 
zuführen, eine  accessorische  Quadratwurzel  nöthig  fanden. 

Alles  kommt  also  jetzt  noch  darauf  an,  die  Functionen 
Xi,  Xo,  X3  der  Wurzeln  l  diesen  Forderungen  gemäss  zu  be- 
stimmen. Um  dies  zu  ermöglichen,  müssen  wir  einige  einfache 
Sätze  aus  der  allgemeinen  Invariantentheorie  benutzen,  die  wir 
im  folgenden  Paragraphen,  soweit  sie  für  unsere  Aufgabe  in 
Betracht  kommen,  ableiten  wollen. 


§.  129. 
Contragrediente   Gruppen. 

Wir  haben  schon  im  §.  37  den  Begriff  der  contragredienten 
Transformation  erläutert.     Sind  nämlich 

(1)  ^  ^     ^2'  ^2'  ^M '      ^1  =     ^1'  ^2,  h 

zwei  zu  einander  transponirte  Substitutionen,  sind  Xi,  x.2^  ^3  und 
Ii5  I21  ^3  zwei  Reihen  von  Variablen,  die  durch  die  Substitutionen 

(2)  {ij)  =  A{x\     |  =  AW 

in  zwei  neue  Reihen  von  Variablen  y^^  1/2,  1/3  und  r^i,  if\^^  rj'^  trans- 
formirt  werden,  so  haben  wir  diese  beiden  Reihen  von  Variablen 
und  ebenso  ihre  Transformationen  contragredient  genannt. 

Durch  die  Substitution  y  =  A  (x)  wird  jede  Function 
0  (xi^  x.2^  iTg)  der  (x)  in  eine  Function  der  (y)  transformirt,  und 
die  Bildung  der  Abgeleiteten  ergiebt: 
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oder  in  unserer  abgekürzten  Schreibweise: 

Dies  beweist  den  Satz: 

1.  Die   Variablen  reihen 

(^1,^2,^3)    und     U— .   ;^-,  ;:_ 
\cx^      CX.2     cxj 

sind   c  0  n  t  r  a  g  r  e  d  i  e  n  t. 
Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  lassen  sich  auch 
die   höheren  Difierentialquotienten   nach   den  x  durch   die  nach 
den  \j  bilden,  wofür  man  folgende  Regel  erhält: 

2.  Um  die  m^^"  Ableitungen 

durch   die   Ableitungen   nach  y  auszudrücken^ 
ersetze  man  in  dem  entwickelten  Ausdrucke 


(4)        I?  !■?  U  =  S  c:;§  n\  vi  i?s,  X  +  A  +  ft  ==  ,« 

dieProducte 

I?  Sf  g|   durch 


0 


?2f  ??|  r^3    durch 
also 


dx*^  d  x^l  d  xl 


(5)  8»»  a>_  ^  ^,       ,^,^       8^a> 


c x\  cx{  dxl       -     ->^.«  c vi  d vi  d y^^ ' 
w^o   unter  dem    Summenzeichen   x,  A,  ft   alle   nicht 
negativen  der  Bedingung  x  +  A -f /it  =  m  genügen- 
den Werthe  durchlaufen. 

Die  Coefficienten  C"')^\^  sind  ganze  rationale  Functionen  der 
Substitutionscoefficienten  «i,  «3^  •  •  • 

Um  diese  Regel  allgemein  zu  beweisen,  braucht  man  nur 
die  Formel  (5)  für  m  —  1  statt  m  als  bewiesen  anzusehen,  und 
mit  Anwendung  der  Formel  (3)  die  Ableitung  nach  einer  der 
Variablen  x  zu  bilden,  und  dabei  die  aus  der  Definition  (4) 
folgende  Relation 

ZU  berücksichtigen. 
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Diesen  Satz  können  wir  nun  auch  in  folgender  Weise  ver- 
allgemeinern : 

3.  Wenn  durch  die  Substitution  y  =  Ä  (x)  irgend 
eine  Form  g)  {x)  in  0  (y)  übergeht,  wenn  irgend 
eine  zweite  Form  i/^(|)  durch  die  transponirte 
Substitution  ^  =  Äi^{r})  in  ^(t?)  übergeht,  so  erhält 
man  eine  neue  Transformation  durch  J.,  wenn 
man  in  i^  (^)  und  ^(rj)  die  Vertauschungen  macht 

d'^  +  ß  +  y  w 
ä"  äi^  äy    mit    — ^ 

Vi  vi  Vi     mit 


wenn  man  also,  wie  man  sich  auch  ausdrücken 
kann,  in  i^  und  W  die  Potenzen  und  Producte 
der  Variablen  |,  rj  durch  die  entsprechenden 
Ableitungen  von  cp ,  O  nach  den  Variablen  x,  y 
setzt. 
Aus  der  Compositionsregel  der  linearen  Substitutionen  er- 
sieht sich  nun  sofort  der  folgende  Satz: 

4.  Durchläuft  Ä  eine  Gruppe  6r,  so  durchläuft  die 
transponirte  Substitution  Ä-^^  eine  Gruppe  Gi. 
Sind  Ä^  B  zwei  Elemente  aus  G  und  J.^,  B^  die 
entsprechenden  Elemente  aus  G^i,  so  sind  AB 
und  -Bi^i  entsprechende  Elemente.  Die  Gruppen 
G  und  (ti  werden  zu  einander  contragredient 
genannt. 

Die  beiden  Gruppen  G  und  Gi  sind  aber  nur  dann  isomorph 
auf  einander  bezogen,  wenn  man  dem  A^  nicht  das  Element  A^ 
sondern  das  Element  A"'^  entsprechen  lässt;  denn  dann  ent- 
spricht A^B^  dem  Elemente  A-Kß-^  =  (B  A)-\ 

Die  Invarianten  der  Gruppe  G^  heissen  Contravarianten 
der  Gruppe  G.  Demnach  sind  auch  die  Invarianten  von  G  die 
■Contravarianten  von  Gi. 

Aus  (3)  ergiebt  sich  dann  der  folgende  Satz: 

5.  Wenn  man  in  einer  Contravariante  von  G  die 
Potenzen  und  Producte  der  Variablen  durch 
die  entsprechenden  Ableitungen  einer  Invariante 
ersetzt,  so  erhält  man  wieder  eine  Invariante 
von   G 
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Und  ebenso: 

6.  Wenn  man  in  einer  Invariante  von  G  die  Potenzen 
und  Producte  der  Variablen  durch  die  ent- 
sprechenden Ableitungen  einer  Contravariante 
ersetzt,  so  ergiebt  sich  wieder  eine  Contra- 
variante. 


§.  130. 

Lösung  der  Gleichung   siebenten  Grades 
mit   der    Gruppe    Pj^^    durch    das    Formenproblem    der 

Gruppe   GiQs- 

Die  lineare  Substitutionsgruppe  Gi^^  hat  die  bemerkenswerthe 
Eigenschaft,  dass  sie  mit  sich  selbst  contragredient  ist.  Denn  die 
erzeugenden  Substitutionen  r,  co  von  Giq^  (§.  115)  bleiben  durch 
Transposition  ungeändert,  und  wenn  man  also  irgend  eine  Sub- 
stitution der  Gruppe  transponirt,  so  erhält  man  eine  Substitution, 
die  gleichfalls  in  der  Gruppe  vorkommt. 

Die  Contravarianten  von  G^^^  sind  also  (von  der  Bezeichnung 
der  Variablen  abgesehen)  mit  ihren  Invarianten  identisch. 

Die  in  der  Gruppe  Gi,^^  enthaltene  Octaedergruppe  (^24i  die 
aus  den  Substitutionen  %'' «"  0"  besteht,  ist  aber  von  ihrer  contra- 
gredienten  Gruppe  verschieden;  denn  es  ist  z.  B.  nach  §.  72,  (17) 

und  die  dazu  transponirte  Substitution 

lässt  sich  nach  §.  72,  (15)  in  die  Form  r  %-  ®^  bringen  und  ist 
also  nicht  in  G^^  enthalten. 

Es  sei  nun  ri^  irgend  eine  zu  der  Gruppe  P.24  gehörige  Func- 
tion der  Grössen  Ao,  A^,  .  .  .,  Ag  (§.  128),  z.  B.  die  Wurzel  Ao 
selbst.  Durch  die  cyklischen  Permutationen  t"  gehe  yiq  in 
'^0,  yii->  •  .  .,  r]^  über.     In  den  Resolventen 

V 

(1)  «r    =    V    fvr^^  ^  ^    1     9,        .   .      6 

0,6 

ist  dann  ein  System  von  Functionen  gegeben,  die  sich  durch  die 
Permutationen  von  Pj^^  zwar  linear,  aber  nicht  ternär  sub- 
stituiren;  da  man  ja  die  riy  selbst  linear  durch  die  cö^  aus- 
drücken kann. 

Weber,  Algebra.    11.  oi 
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Ein  System  von  drei  Functionen,  die  sich  ternär  substituiren, 
kann  man  auf  folgende  Weise  bilden  i). 

Wir  führen  zunächst  ein  System  von  Hülfsvariablen  Xi^  X2,  % . 
ein,   die   wir   den   Substitutionen   der   Gruppe    Giqs   unterwerfen, 
und  daraus  bilden  yAy  die  zur  Gruppe  G^i  gehörige  Function  ^q. 
mit  ihren  conjugirten  z^  [§.  125,  (7)]: 

(2)  ^r  =  ^^'xl  +  e^'-x^  +  £^xl 

1  _-  y3~7 

Hierzu  nehmen  wir  nun  eine  Function  ?^o  der  Wurzeln  A^ 
unserer  Gleichung  1^^^  Grades,  die  zu  der  Gruppe  P24  gehört, 
z.  B.  eine  rationale  Function  von  Ao,  und  die  conjugirten  Werthe 
^05  1^11  '  '  •■,  V6^  ^^d  bilden  die  Summe 

die  eine  quadratische  Function  der  x  ist,  deren  Coefficienten  von 
den  Wurzeln  /l^  abhängen. 

Diese  Function  i}j  ändert  sich  nicht,  wenn  die 
Variablen  (x)  einer  Substitution  der  Gruppe  G^q^  und 
die  Wurzeln  Ir  gleichzeitig  der  entsprechenden  Per- 
mutation aus  P168  unterworfen  werden.  Denn  durch 
diese  gleichzeitige  Operation  werden  in  der  Summe  (2)  nur  die 
Summanden  unter  einander  vertauscht,  also  die  Summe  selbst 
nicht  geändert. 

Wir  können  daher  i;  als  simultane  Invariante  der 
Gruppen  G-i^q^  und  P^^g  bezeichnen. 

Ordnen  wir  die  Function  1^  nach  den  Variablen  Xi,  x^^  x^^^y 
so  ergiebt  sich 

(4)    i\}  =  ][)ixl-\-p2xl^]g^xl-\-2(i^x^x^-{'2cL^x^x^  +  2q^x^X2, 
worin  zur  Abkürzung 


(5) 

r 
i?3    =   ^    £^     ^r, 

1  _V— 7    *" 
q,=-    \ ^  I  e-r  n 

1  —V—  7  '' 

1)  F.  Klein,    „üeber   die  Auflösung   gewisser  Gleichungen   vom   7ten 
und  8ten  Grade".    Mathem.  Annalen,  Bd.  XV  (1879). 
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gesetzt  ist,  so  dass  also  die  p,  q  Functionen  der  Wurzeln  A^  sind. 

Nun  wählen  wir  drei  verschiedene  Functionen  yjq^  die  den 
bisher  ausgesprochenen  Bedingungen  genügen,  und  bezeichnen 
sie  mit  r},),  t^o.  yjq. 

Die  aus  diesen  drei  Functionen  abgeleiteten  Formen  ip  seien 
tl),  i/;',  1^",  und  deren  Coeflicienten  (5)  jpi,  qi]  pl,  ql;  p'i^  qi  Dann 
ist  nicht  nur  jede  der  drei  Functionen  i/;,  i^',  ^"  eine  simultane 
Invariante  der  Gruppen  Pig^,  (rigg,  sondern  auch  ihre  Functional- 
determinante  (Bd.  I,  §.  59): 

'  d  fp      c  il)      c  tl) 
...  ^         l     ci^'      c^l^'      dil;' 

(6)  ^  =  -^ 


b  .  öXi      0X2      cx^ 

dtl^"     eil)"     cV 
\  dx^  '    dXo'    cx^ 

Die  Determinante  "^  ist  eine  Form  3*^"  Grades  in  den 
Variablen  x^  die  nach  der  Bezeichnungsweise  Bd.  I,  §.  15,  (4) 
den  Ausdruck  haben  mag: 

(7)  W  =^  A,i,fc^Äii?i^fc. 

Die  Coefficienten  A),j,^  sind  dann  Functionen  der  Wurzeln  A^, 
die  linear  und  homogen  von  jedem  der  drei  Systeme  t^^,  K\r^  rjr 
abhängen.     Solche  Functionen  nennt  man  trilinear. 

Es  bedeute  nun  ^1,  la^  1-3  ^^^  System  zu  (x)  contragredienter 
Variablen,  so  dass  die  biquadratische  Form 

(8)  /  (1:,  I.,  ^s)  =  If  I3  +  II  li  +  I,'  li 

eine  Contravariante  von  G^,-^  ist.     Wenn  wir  nun  in  (7) 

Xh  Xi  x^    durch    —         -^  i  '?  t 
ersetzen,  so  erhalten  wir  eine  lineare  Form 

(9)  L  =  ^^Anj,^—^-^=X,i,  +  X,l2  +  X,iz. 

6  '     c^nc  f  i  d  iic 

in  der  die  Xi,  X.2,  X3  Functionen  von  k^  sind,  und  L  bleibt  nach 
dem  Satze  §.  129,  3.  ungeändert,  wenn  die  Wurzeln  A,.  durch 
irgend  einer  Permutation  n  der  Gruppe  Pi,-^  und  gleichzeitig  die 
Variablen  (|)  mit  den  Variablen  (x)  durch  die  entsprechende 
Substitution  contrascredient  transformirt  werden. 


31 
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Geht  nämlich  durch  n  der  Coefficient  J.;,,^,^  in  Äy^^i^^  über, 
so  ist  vermittelst  der  Transformation  {\j)  =  A(x): 

und  vermittelst  der  Substitution  ^  =  Ä^  (rj)  besteht  die  Identität 
/(Ii,l2il3)  =  f  (Vi^  V2^  Vi)'  Folglich  ergiebt  sich  nach  dem 
Satze  §.  129,  3.: 


Bedeutet  also  7t  irgend  eine  Permutation  der  Gruppe  P^^^^ 
durch  die  Xj,  Xg,  X3  in   Zi,  Ta,  Tg  übergeht,  und 

^    =        «2,    Ö2,    ^2 

die  entsprechende  Substitution  aus  der  Gruppe  (xies,  so  haben 
wir  zu  setzen: 

li  =  «i>?i  +  0^2  ^2  +  0^3  ^3 

&    =   ^  ^1    +  ^2  '»?2    +   h  Vi 

&  =  Ci  1^1  +  C2  r}2  +  C3  i?3, 
und  die  Invarianteneigenschaft  von  L  giebt  die  Relation 

(10)  l\ri,  +  Y.rj,  +.  1-3 1?3  =  X,|,  +  X2I2  +  X3I3, 
oder  entwickelt 

Y,  =  a,X,  +  \  X,  +  c,  X, 

(11)  Y,  =  a,X,  +  b,X,  +  c,X, 

Y^    =   «3  Xi   -f-  Z>3  X2   +   C3  X3, 

d.  h.  die  Permutation  tt,  auf  die  Functionen  Zj,  Xg,  X3  an- 
gewandt, hat  denselben  Erfolg,  wie  die  lineare  Substitution 
Ä  (Xi,  X2,  X3),  und  demnach  sind  die  Xi,  X2,  X3  solche  Func- 
tionen, wie  sie  unser  Problem  verlangt  (Schluss  des  §.  128). 


§.  131. 
Möglichkeit  der  Bestimmung  der  Functionen  Xj,  Xg,  X3. 

Um  die  Zurückführung  der  Gleichung  7*^°  Grades  mit  der 
Gruppe  Piß3  auf  das  Formenproblem  der  Gruppe  G^^^^  vollständig 
sicher  zu  stellen,  bleibt  noch  Eines  übrig: 
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Es  handelt  sich  nämlich  noch  um  den  Nachweis,  dass  man 
über  ??0  5  Vo-»  v'o  (§•  130)  so  verfügen  kann,  dass  die  Functionen 
Xi,  X2.  X3  nicht  identisch  verschwinden.  Dazu  müssen  wir  die 
Bildungsweise  der  Grössen  X  etwas  genauer  betrachten. 

Setzen  wir  in  (9)  zufolge  (8)  (§.  130): 

^^-Qt    ^lL-0   -!!/_- ß^         ^'f     1. 

so  ergiebt  sich 

(1)  Aj   :=:  ^2,2,2      '      3^1.1.3,     A2   =   xl.3.3^3   -)-   3^2,2,1, 

^3    =   ^1:1,1   -\~   3  7l3.3^2- 

Nun  ist  aber  ferner  nach  (4)  und  (6)  (§.  130): 

■qf  __ 

i'l^l  +  ^3-^2  +  ^2^3,    33^l+i>2^2  +  ^1^3»     ^2  ^1  +  3l  ^2 +^3  % 

(2)  ^;rri+g3^2+22J^3,    ^3^1+i>2^2+^i^3^     «2  ^^1  +  Ö'i  ^2  +  jPs  ^3 
i^'l  ^1  +  (ZS ^2  +  ^2  ^3,    33  ^1  +P2  3^2  +  (Zi'  ^3,     32 ^1  +  3l  ^2  +i33'^3 

Dies  lässt  sich  leicht  nach  Potenzen  und  Producten  der  x 
ordnen,  und  wenn  wir  also  die  Bezeichnung  gebrauchen 

Ih.    33,   32 

0^1,  33,  32)  ==     i>i,  33.  32  i  •  •  •, 

JPl'   33,32    I 

so  erhalt  man 

-4i,i,i  =  Q^i,  gg,  ^2),  3  .43.3,2  =  (^3,  ^1,  ^3)  +  ((^2,  Ih^  Pi) 
A2,2  =  (33,  i>2,  3l),  3.4i,i.3  =  Qjj,  ^1,  ^2)  +  (pu  33,  2>3) 
A3.3  =  (32,  3ir  JP3),    3  ^2.2,1  =  (33^  P2,  32)  +  (Pi,  iJ2,  3i), 

und  daraus  nach  (1) 

^1  =  (33,  i>2,  3i)  +  (i^i,  3i,  32)  H-  (i>i,  33,  Ps) 

(3)  X2  r=  (^2,  3i,  Ps)  +  (33,  P2,  32)  +  te,  i>2,  3i) 

^3   =   te,   33,   32)  +   (33,   3l.  P3)   +    (32,  i?2,  i?3)- 

Diese  Functionen  Xj,  X2,  X3  sind,  wie  aus  dem  oben  Be- 
merkten folgt  [§.  130,  (5)],  trilineare  Formen  der  drei  Variablen- 
reihen rjr,  rj'r,  Vn  dcrcu  Coefficienten  rational  durch  die  siebente 
Einheitswurzel  s  ausgedrückt  werden  können.  Die  Coefficienten 
dieser  Formen  sind  aber  gewiss  nicht  alle  gleich  Null.  Denn 
nach  (3)  kann  man  die  Grössen  p,  q  so  annehmen,  dass  Xi,  Xg,  Xj 
nicht  gleich  Null  werden,  und  die  21  Grössen  r}r,  »?;.,  rjr  lassen 
sich  aus  §.  130.  (5)  so  bestimmen,  dass  die  18  Grössen  p,  q  (und 
ausserdem  die  drei  Summen  Zt^,.)  beliebig  vorgeschriebene  Werthe 
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bekommen.  Macben  wir  dann  für  die  sieben  Variablen  tjr  die 
Substitution 

deren  Determinante  als  das  Product  aller  Differenzen  li  —  lic  von 
Null  verscbieden  ist,  und  substituiren  entsprechend 

s  s  s 

(5)  rir   =    y.    üsK;       V'r   =    ^    ^'s^r-,       V'r   =    ^    (^s  K, 

0, 6  0,  C  0, 6 

so  geht  dadurch  Xj  in  eine  trilineare  Form  der  drei  Variablen- 
reihen as,  a's^  a's  über,  die  nicht  identisch  verschwinden  kann, 
weil  ja  auch  umgekehrt  die  eis,  a's,  cC  durch  die  t^,.,  rj'r,  rir  linear 
ausdrückbar  sind.  Nun  kann  man  für  die  Variablen  a«,  ai,  a's 
solche  rationale  Zahlenwerthe  annehmen  (Bd.  I,  §.  143),  dass  die 
Functionen  Xj,  X2,  X3  von  Null  verschiedene  Werthe  annehmen, 
und  dann  stellt  (5)  eine  geeignete  Annahme  für  die  Func- 
tionen rir^  rj'r,  rjr  dar  1). 


1)  Vergl.  über  die  hiermit  erledigte  Frage:  Burckhardt,  „Ueber 
einen  fundamentalen  Satz  der  Lehre  von  den  endhchen  Gruppen  linearer 
Substitutionen«.     Mathem.  Annalen,  Bd.  42  (1892). 


VIERTES   BUCH. 


ALGEBRAISCHE   ZAHLEK 


Sechzehnter  Abschnitt. 
Zahlen  und  Functionale  eines  algebraisclien  Körpers. 


§.  132. 
Definition   der   als^ebraischen   Zahlen. 


o 


Eine  algebraische  Gleichung 


F(x)  =  ic"  4-  «lO;"-!  +  •••  +  Cln-lX  ^  an  =  0, 
deren  Coefficienten  «j,  «g?  •  •  -i  <^»  rationale  Zahlen  sind,  nennen 
wir  der  Kürze  wegen  eine  rationale  Gleichung.  Sie  liat,  wie  wir 
in  früheren  Abschnitten  nachgewiesen  haben,  immer  n  oder 
weniger,  aber  immer  wenigstens  eine  Wurzel.  Wie  man  jeder 
dieser  Wurzeln  durch  rationale  Zahlen ,  etwa  durch  Decimal- 
brüche  oder  durch  Kettenbrüche,  nöthigenfalls  mit  Zuziehung  der 
imaginären  Einheit  i  =  V  —  1  bis  auf  jeden  beliebigen  Grad 
nahe  kommen  kann,  d.  h.  wie  man  die  Werthe  der  Wurzeln  an- 
nähernd berechnen  kann,  ist  im  zweiten  Buche  des  ersten  Bandes^ 
gezeigt. 

In  den  folgenden  Betrachtungen  soll  es  sich  nun  nicht  um 
diese  numerischen  Werthe  handeln,  sondern  um  die  arith- 
metischen Gesetze ,  denen  diese  Zahlen  unterworfen  sind ,  die^ 
sich  aus  der  Definition  selbst  und  nicht  aus  den  numerischen 
Werthen  ableiten  lassen.  Wir  stellen  also  jetzt  folgende  Defini- 
tion an  die  Spitze: 

Eine   Zahl   0,   die   einer   rationalen   Gleichung 
(1)  ^-(0)  =  0 

genügt,  heisst  eine  algebraische  Zahl. 

Jede  algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten 
liefert  uns  solche  algebraische  Zahlen,  die  sich  also  in  beliebiger 
Menge  angeben  lassen.  Die  Frage,  ob  es  auch  nicht  algebraische 
Zahlen  giebt,  wird  uns  später  beschäftigen. 
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Eine  algebraische  Zahl  genügt  nicht  nur  einer,  sondern  un- 
endlich vielen  rationalen  Gleichungen;  denn  multiplicirt  man 
zwei  beliebige  Functionen  von  der  Form  F  (x)  mit  einander,  so 
erhält  man  eine  Function  derselben  Form,  die  für  x  =  &  ver- 
schwindet, wenn  einer  der  Factoren  diese  Eigenschaft  hat. 

Unter  allen  rationalen  Gleichungen,  denen  eine  algebraische 
Zahl  genügt,  ist  eine  von  möglichst  niedrigem  Grade,  f  {&)  =■-  0, 
wenn  /  (x)  die  Form  hat : 

(2)  /  (x)  =  x^'  -\-  «1  rr"-i  +  «2  ^"~'  H +  et«, 

und  es  kann  auch  nur  eine  solche  Gleichung  geben,  wenn  wir, 
wie  bisher  immer,  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x 
gleich  1  annehmen. 

Denn  sind  /  {x) ,  /i  {x)  zwei  Functionen  von  der  Form  (2) 
von  gleichem  Grade  n^  so  \^i  f  {x)  —  fi(x)  von  niedrigerem  als 
dem  n**^^  Grade,  und  wenn  sowohl  f  {&)  als /i  (0)  verschwindet, 
«0  verschwindet  auch /(0)  — /i(0);  wenn  also  diese  Differenz 
nicht  identisch  verschwindet,  so  genügt  0  einer  Gleichung 
von  niedrigerem  als  dem  n*^'^  Grade,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist. 

Die  Function  f  (x)  ist  im  Körper  der  rationalen 
Zahlen  irreducibel. 

Denn  zerfällt  /  (x)  in  zwei  rationale  Factoren  fi  (x)  und 
/aC^),  von  denen  jeder  von  niedrigerem  Grade  ist  als  f(x)^  so 
genügt  0  einer  der  beiden  Gleichungen  /^  (0)  =  0,  f^i®)  =  0, 
was  unserer  Voraussetzung  widerspricht. 

Ist  n  der  Grad  der  rationalen  Gleichung  niedrig- 
sten Grades,  der  die  Zahl  &  genügt,  so  nennen  wir 
0  eine  algebraische  Zahl  n^^^  Grades. 


§.  133. 
Ganze   algebraische   Zahlen. 

Eine  algebraische  Zahl  0  wird  eine  ganze  alge- 
Ijraische  Zahl  genannt,  wenn  sie  einer  rationalen 
Gleichung 

(1)  0-  +  Ä,  0—1  H h  ^rn-l  0  +  Ä,n   =  0 
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genügt,  deren  Coefficienten  Ä^,  Äo,  .  .  .,  Ä,,  ganze  Zahlen 

s  i  n  d. 

Wir  bemerken,  dass  es  nach  dieser  Definition  ausreicht,  um 
•eine  algebraische  Zahl  0  als  ganz  zu  charakterisiren,  wenn  unter 
den  unendlich  vielen  Gleichungen  der  Form  (1),  denen  0  genügt, 
eine  ist,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind. 

Die  ganzen  algebraischen  Zahlen  umfassen  als  speciellen 
Fall  die  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen,  die  wir  zur  Unterscheidung 
ganze  rationale  Zahlen  nennen.  Die  positiven  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  nennen  wir  auch,  einem  verbreiteten  Sprach- 
gebrauch folgend,  natürliche  Zahlen. 

Unter  ganzen  Zahlen  schlechtweg  verstehen  wir  dann  ganze 
algebraische,  rationale  und  irrationale  Zahlen. 

1.  Eine  ganze  algebraische  Zahl,  die  zugleich 
rational  ist,  ist  nothwendig  eine  ganze  ratio- 
nale Zahl. 

Nehmen  wir  nämlich  an ,  es  sei  0  =  P  :  ^  ein  rationaler 
Eruch,  und  P,  Q  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Theiler,  etwa  Q  positiv,  so  ergiebt  sich  aus  (1) 

P-  +  Ä,  P— ^  Q  +  A,  P— 2  §-^  H h  Ä,n  (2-  =-  0, 

imd  daraus  ist  zu  ersehen,  dass  jeder  Prim theiler  von  ^  in  P 
enthalten  sein  müsste.  Es  muss  also  §  =  1  sein,  und  0  =  P 
ist  eine  ganze  rationale  Zahl. 

2.  Summe,  Differenz  und  Product  zweier  ganzer 
Zahlen  sind  wieder  ganze  Zahlen. 

Um  diesen  Hauptsatz  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  seien 
04,  ß  zwei  ganze  Zahlen,  die  den  Gleichungen 

ot"  -f  %  «•"-!  +  ...-[-  a«_i  a  +  au  =  0 

genügen,  und  machen  eine  der  drei  Annahmen 

ö  =  «  +  /3,    a  —  ß.    aß. 

Dann  setzen  wir  ^  v  =  m  und  bezeichnen  die  m  Grössen 

r  =  0,  1,  ..  .,  ^—  1 
«'^        s  =  0,l,...,.-l        • 

in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  g>i.  Wg,  .  •  •,  «>»• 
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Dann  können  die  Producte   wöi,  ««3,  .  .  .,  acj,,  mit  Hülfe^ 
der  Gleichungen  (2)  in  die  Form  gesetzt  werden 

Ü5  Cur  =   C^,  1  «1    +   C^,  2  «2   H h   ^r,  m  «m 

r  =  1,  2,  .  .  .,  m, 

worin  die  Coefficienten  Cs,r  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Wenn« 
man  aus  diesen  Gleichungen  aber  die  Wj,  »2,  .  .  .,  cOm  eliminirt^ 
so  folgt 

Ci,i  — CO,    Ci,2,  .   .   .,   Ci,m 

^2,1,  ^2,2  — O,    .    .    .,   C2,,/x 


^TO,  25 


=  0, 


was  entwickelt  die  Form  enthält 

«-  +  C\  03—1  H ^  (7^  ^  0, 

worin  die  Ci,  6^,  .  .  .,  (7^  gleichfalls  ganze  rationale  Zahlen  sind. 
Dies  aber  zeigt,  dass  a  eine  ganze  Zahl  ist,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

3.  Ist/(a?)  eine  im  Körper  der  rationalen  Zahlen 
irreducible  Function,  und  ist  eine  Wurzel  0^ 
von  f(x)  —  0  eine  ganze  Zahl,  so  sind  alle  Wur- 
zeln von  f{x)  ganze  Zahlen. 

Denn  wenn  eine  rationale  Function  F  (x)  für  ^  =  os  ver^ 
schwindet,  so  ist  F(x)  durch  /(x)  theilbar,  und  alle  Wurzeln 
von  f{x)  sind  zugleich  Wurzeln  von  F  (x)  (Bd.  I,  §.  141).  Wenn 
nun  a  eine  ganze  Zahl  ist,  so  giebt  es  eine  Function 

F{x)  =  X-  +  Ä,x-^-^  -] ^  A,n 

mit  ganzzahligen  Coefficienten  A^,  .  .  .,  A^,  die  für  x  =  a  ver- 
schwindet,  und  F{x)  verschwindet   also  auch   für   alle   anderen 
W^urzeln  von  /  {x\  die  sonach  alle  ganze  Zahlen  sind. 
Ist 

fix)  =  ^»  +  a^x—^  H [-  a„ 

so  sind  die  a^,  «2,  .  .  .,  a«  durch  Multiplication  und  Addition  aus 
den  Wurzeln  von  f  {x)  zusammengesetzt  und  sind  also  nach  2.. 
ganze  rationale  Zahlen.     Daraus  folgt: 

4.  Ist  ®  eine  ganze  algebraische  Zahl,  so  hat  die 
Gleichung  niedrigsten  Grades/(0)  =  0  [§.  132,  (2)] 
ga-nzzahlige  Coefficienten. 
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Wir  beweisen  noch  den  Satz: 

5.  Jede  algebraische  Zahl  0  lässt  sich  durch  Multi- 
plication  mit  einer  natürlichen  Zahl  in  eine 
ganze  algebraische  Zahl  verwandeln. 

Denn  ist 

0m  _!_  ^^  0.-1  _j ^-^^  =  0, 

und   sind  Ä^,  .  .  ,,  Ä,n  rationale   Zahlen    mit   dem   gemeinsamen 
Kenner  a,  so  erhält  man  durch  Multiplication  mit  a»': 

(a  &y-  +  A,a(a  (9)— 1  +  Ä,  a^  (a  0)— 2  -^ ^  ^,„  «-  =  0, 

woraus  hervorgeht,  dass  a®  eine  ganze  Zahl  ist. 

§.  134. 
Algebraische   Körper. 

Im  dreizehnten  Abschnitte  des  ersten  Bandes  haben  wir  ge- 
sehen, wie  man  aus  jeder  Wurzel  0  einer  in  irgend  einem  Kör- 
per ^  irreduciblen  Gleichung  n^^^  Grades  / (0)  =  0  einen  alge- 
braischen Körper  Sl  {&)  über  Sl  ableitet.  Die  aus  den  n  Wurzeln 
dieser  Gleichung  abgeleiteten  n  Körper,  die  auch  zum  Theil 
oder  alle  identisch  sein  können,  haben  wir  conjugirte  Körper 
genannt. 

Bezeichnen  wir  mit  R  den  Körper  der  rationalen  Zahlen,  so 
giebt  also  nach  unserer  Definition  jede  algebraische  Zahl  w*«'^ 
Grades,  0,  Anlass  zu  einem  algebraischen  Körper  R  (0)  über  jR, 
den  wir  von  jetzt  an  kurz  einen  algebraischen  Zahlkörper  w*en 
Grades  nennen.  Wir  haben  auch  schon  früher  nachgewiesen 
(Bd.  I,  §.  143),  dass  man  immer  einen  algebraischen  Zahl- 
körper bestimmen  kann,  der  eine  endliche  Anzahl 
beliebig  gegebener  algebraischer  Zahlen  enthält. 

Dieser  Satz  wird  an  dieser  Stelle  hervorgehoben,  um  darauf 
hinzuweisen,  dass  die  Allgemeinheit  einer  Betrachtung  über 
irgend  eine  endliche  Anzahl  algebraischer  Zahlen  dadurch  nicht 
beeinträchtigt  wird,  dass  man  diese  Zahlen  alle  in  einem  alge- 
braischen Zahlkörper  gelegen  voraussetzt. 

Jede  Zahl  o  eines  solchen  Körpers  kann  als  ganze  Func- 
tion (p{0)  von  0  mit  rationalen  Coefticienten  dargestellt  werden, 
und  jeder  Zahl  cd  entspricht  in  jedem  der  n  conjugirten  Körper 
eine  bestimmte  Zahl.  Diese  conjugirten  Zahlen  können  zum 
Theil  einander  gleich  sein,  und  wir  haben  danach  primitive  und 
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imprimitive  Zahlen  des  Körpers  unterschieden.  Eine  symme- 
trische Function  der  conjugirten  Zahlen  ist  eine  rationale  Zahl. 
Unter  diesen  symmetrischen  Functionen  sind  zwei  von  besonderer 
Wichtigkeit,  die  Summe  und  das  Product,  von  denen  die  erste 
die  Spur,  die  zweite  die  Norm  von  co  genannt  wird.  Man, 
bezeichnet  diese  beiden  Zahlen  durch  S{cj)  und  N(cj). 

Hierbei  werden,  wenn  unter  den  conjugirten  Zahlen  dieselben: 
Zahlen  mehrfach  vorkommen,  diese  gleichen  Zahlen  so  oft  in 
die  Summe  oder  das  Product  aufgenommen,  als  der  Grad  ihrer 
Häufigkeit  angiebt. 

Da  sich  in  jedem  solchen  Zahlkörper  die  vier  fundamentalen; 
Rechenoperationen  ebenso  wie  im  Körper  der  rationalen  Zahlen 
ausführen  lassen,  so  kann  man  auch  die  Frage  aufwerfen,  in- 
wieweit sich  die  aus  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  bekannteui 
arithmetischen  Grundgesetze  in  einem  beliebigen  algebraischen- 
Zahlkörper  bewähren.  Es  handelt  sich  hierbei  in  erster  Linie  um 
die  Zerlegung  der  ganzen  Zahlen  in  ihre  Primfactoren. 

Da  diese  Zerlegung  mit  den  Zahlen  des  algebraischen  Kör- 
pers selbst  im  Allgemeinen  nicht  gelingt,  so  ist  eine  Erweiterung 
des  Rechenmateriales  nöthig,  um  die  einfachen  Gesetze  wieder 
herzustellen,  und  eine  solche  Erweiterung  ist  in  verschiedenem 
Sinne  möglich.  Es  müssen  sich  aber  diese  verschiedenen  Er- 
weiterungen auf  einander  zurückführen,  oder,  genauer  gesagt,  irh 
eine  eindeutige  Beziehung  zu  einander  setzen  lassen. 

Kummer  hat  zuerst  für  die  aus  Einheitswurzeln  gebildeten 
algebraischen  Zahlen  (die  Kreistheilungszahlen)  das  grosse  Pro- 
blem durch  die  Schöpfung  der  idealen  Zahlen  i)  gelöst.  Eine 
andere  ganz  allgemeine,  keiner  Ausnahme  unterworfene  Lösung 
hat  die  Aufgabe  durch  Dedekind  gefunden,  der  als  die  einfach- 
sten Elemente  der  Rechnung  die  von  ihm  so  genannten  Ideale 2) 


1)  Kummer,  Theorie  der  idealen  Primfactoren  der  complexen. 
Zahlen  etc.  Cr  eile's  Journal,  Bd.  35,  1846,  Bd.  40,  1850.  Abhandlungen 
der  Berliner  Akademie  1856.  Sur  la  theorie  des  nombres  complexes  com- 
poses  de  racines  de  l'unite  et  de  nombres  entiers.  Liouville's  Journal, 
Bd.  16,  1851. 

2)  Dedekind,  in  dem  letzten  Supplement  der  2.,  3.  und  4.  Auflage 
von  Dirichlet's  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  (Braunschweig  1871,. 
1879,  1894).  Zu  vergleichen  ist  auch:  Sur  la  theorie  des  nombres  entiers 
algebriques  im  Bulletin  von  Darboux  und  Hoüel  (l^e  ser.  XI,  1877).  lieber 
den  Zusammenhang  zwischen  der  Theorie  der  Ideale  und  der  höheren 
Congruenzen  (Abhaudlungen  der  Ges.  der  Wissensch.  in  Göttingen,  Bd.  23, 
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betrachtet.  Einen  davon  verschiedenen  Weg  hat  Kronecker  i) 
eingeschlagen. 

Die  Theorie  von  Dedekind  ist  von  ihrem  Begründer  um- 
fassend und  in  stets  wachsender  Einfachheit  und  Vollkommen- 
heit dargestellt  in  dem  letzten  Supplement  der  drei  neuesten 
Auflagen  von  Dirichlet's  Vorlesungen  über  Zahlentheorie. 

Die  Theorie  von  Kronecker  ist  erst  im  Jahre  1882  durch 
die  Festschrift  zu  Kummer 's  Jubiläum  dem  weiteren  Kreise  der 
Mathematiker  bekannt  geworden,  und  ist  auch  jetzt  noch  nicht 
ganz  leicht  zugänglich  ^). 

Bezüglich  der  Dedekind'schen  Theorie  können  wir  alsa 
den  Leser,  der  tiefer  in  diesen  interessanten  Gegenstand  einzu- 
dringen wünscht,  auf  die  genannten  Werke  verweisen.  Dagegen 
soll  hier  der  Versuch  gemacht  werden,  den  Zusammenhang  zwi- 
schen den  verschiedenen  Theorieen  herzustellen  und  auf  Grund 
der  Kroneck  er' sehen  Voraussetzungen  und  Hülfsmittel  so  viel 
daraus  zu  entwickeln,  als  für  die  folgenden  algebraischen  An- 
wendungen nothwendig  ist. 

§.  135. 
Ganze  Functionen  in  einem  algebraischen  Körper. 

Schon  im  ersten  Bande  haben  wir  mehrfach  Gelegenheit 
gehabt,  ganze  Functionen  einer  beliebigen  Anzahl  von  unabhän- 
gigen Veränderlichen  einzuführen,  und  haben  auch  (in  §.  141  f.) 


1878).  Ueber  die  Discriminanten  endlicher  Körper  (ebend.,  Bd.  29,  1882). 
Ueber  die  Anzahl  der  Ideal -Classen  in  den  verschiedenen  Ordnungen  eines 
endlichen  Körpers  (Braunschweig  1877).  Festschrift  zur  Säcularfeier  des 
Geburtstages  von  Gauss.  „Zur  Theorie  der  Ideale"  und  „Ueber  die  Be- 
gründung der  Idealtheorie".  Nachrichten  d,  Ges.  d.  "Wissensch.  in  Göttingen 
1894,  1895.  Hierher  gehören  auch  die  Abhandlungen  von  Hilbert,  _üeber 
die  Zerlegung  der  Ideale  etc.",  Mathem.  Annalen,  Bd.  44,  1893.  „Grund- 
züge einer  Theorie  der  Galois' sehen  Zahlkörper",  Göttinger  Nachrichten 
1894.  Hurwitz,  „Zur  Theorie  der  Ideale".  „Ueber  einen  Fundamental- 
satz etc.",  Göttinger  Nachrichten  1894,  1895.- 

^)  Kronecker,  Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  alge- 
braischen Grössen.  Festschrift  zu  Kummer's  öOjährigem  Doctor-Jubiläum^ 
Berlin  1882.  (Auch  in  Bd.  92  von  Cr  eile's  Journal.)  Zu  erwähnen  sind 
hier  noch  die  Arbeiten  von  Hensel  in  den  Bänden  101,  103,  105,  111,  113 
des  Cr  eile 'sehen  Journals. 

2)  Vgl.  die  Vorrede  zur  4.  Auflage  von  Dirichlet-Dedekind's  Vor- 
lesungen über  Zahlentheorie. 
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den  Fall  erörtert,  dass  die  Coefficienten  einem  bestimmten 
Körper  Sl  angehören.  Wir  machen  jetzt  die  Annahme,  dass 
dieser  Körper  Sl  ein  algebraischer  Zahlkörper  sei,  und  be- 
trachten also  Ausdrücke  cp  (x^  y->  s^  .  .  .),  die  als  eine  Summe  von 
Gliedern  der  Form 

C4  X''  y^  z^  .  .  . 

dargestellt  sind,  worin  die  Exponenten  r,  s,  ^,  .  .  ,  positive  oder 
wenigstens  nicht  negative  ganze  Zahlen  sind,  während  die  Coeffi- 
cienten oc  Zahlen  in  i2  bedeuten.     Einen  solchen  Ausdruck 

(1)  (p  {x,  y,  z,  .  ,  .)  =  ^  cc  X''  y^  z*  ,  .  . 

nennen  wir  eine  ganze  Function  in  Sl,  Wir  nehmen  den 
Ausdruck  immer  so  geordnet  und  zusammengefasst  an,  dass 
dieselbe  Combination  der  Exponenten  r,  s,  ^,  .  .  .  .nicht  zweimal 
•darin  vorkommt,  und  nennen  zwei  solche  Ausdrücke  nur  dann 
einander  gleich,  wenn  sie  dieselben  Producte  x'*' if  z*  .  .  .,  mit 
denselben  Coefficienten  behaftet,  enthalten.  Eine  ganze  Func- 
tion wird  dann  und  nur  dann  gleich  Null  gesetzt,  wenn 
alle  ihre  Coefficienten  Null  sind. 

Mehrere  ganze  Functionen  geben  durch  Addition,  Subtraction 
und  Multiplication  immer  wieder  ganze  Functionen.  Nach  Bd.  I, 
§.  143,  I.  kann  man  für  die  Variablen  x^  y^  z^  .  .  .  solche  ratio- 
nale Zahlwerthe  setzen,  dass  eine  oder  eine  beliebige  Anzahl 
von  gegebenen  von  Null  verschiedenen  ganzen  Functionen  in  Sl 
nicht  verschwindende  Zahlwerthe  (in  Sl)  erhalten.  Daraus  er- 
giebt  sich,  dass  ein  Product  mehrerer  ganzer  Functionen 
nur  dann  verschwindet,  wenn  einer  seiner  Factoren 
verschwindet. 

Die  Summe  r-\-s-\-t-\ der  Exponenten  in  einem  Gliede 

des  Ausdrucks  (1)  heisst  der  Grad  dieses  Gliedes,  und  der 
grösste  Werth,  den  der  Grad  eines  Gliedes  mit  nicht  ver- 
schwindendem Coefficienten  in  q)  annimmt,  heisst  der  Grad  der 
Function  cp. 

Der  Grad  eines  Productes  aus  zweien  oder  mehreren  ganzen 
Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  Grade  der  einzelnen  Fac- 
toren. 

Denn  fasst  man  in  jedem  der  Factoren  die  Summe  der 
Glieder  höchsten  Grades  zu  einer  homogenen  Function  zusammen, 
so  erliält  man  die  Glieder  höchsten  Grades  des  Productes,  wenn 
man  alle  diese  homogenen  Functionen  mit  einander  multiplicirt. 
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Das  Product  dieser  homogenen  Functionen  kann  nach  dem  oben 
Bewiesenen  nicht  verschwinden,  wenn  keiner  der  Factoren  ver- 
schwindet, und  sein  Grad  ist  gleich  der  Summe  der  Grade  der 
einzelnen  Factoren. 

Die  Zahlen  des  Körpers  £1  sind  unter  den  Functionen  mit 
enthalten.  Man  erhält  sie,  wenn  man  entweder  den  Grad  oder 
die  Anzahl  der  Variablen  auf  Null  heruntersinken  lässt. 

Ueber  die  ganzen  Functionen  in  Sl  haben  wir  im  ersten 
Bande  mehrere  wichtige  Sätze  abgeleitet,  von  denen  wir  hier 
den  Satz  §.  141,  IV  hervorheben: 

1.  Unter  den  ganzen  Functionen  in  Sl  müssen 
reducible  und  irreducible  unterschieden  werden, 
von  denen  die  ersten  als  Product  aus  mehreren 
ganzen  Functionen  in  Sl  darstellbar  sind,  die 
anderen  nicht.  Die  reduciblen  Functionen  (p 
lassen  sich  in  eine  endliche  Anzahl  von  irredu- 
ciblen  Factoren  zerlegen,  die  selbst  ganze  Func- 
tionen in  Sl  sind,  und  die  irreduciblen  Factoren 
,  von  (p  sind,  von  constanten  Factoren,  d.  h.  Zahlen 
in  iß,  abgesehen,  eindeutig  durch  cp  selbst  be- 
stimmt. 

Als  specielle  Fälle  sind  unter  den  ganzen  Functionen  in  Sl 

auch    die   ganzen   Functionen   im    Körper   der    rationalen 
Zahlen  R  enthalten: 

(2)  0{x,y,^,...)  =  ^a x^f  ^^  .  .  ., 

worin  die  Coefficienten  a  rationale  Zahlen  sind. 

Wenn  diese  Coefficienten  ganze  Zahlen  ohne  gemein- 
samen Theiler  sind,  so  heisst  diese  Function  eine  ursprüng- 
liche oder  primitive,  von  denen  wir  im  Bd.  I,  §.  2  den  Satz 
nachgewiesen  haben: 

2.    Das  Product  von   zwei  primitiven  Functionen  ist 

wieder  eine  primitive  Function. 
Wenn   die  Coefficienten   der  Function  (2),   die   wir   für   den 
Augenblick  mit 

«0,  «n  «2,  •  .  . 
bezeichnen  wollen,  ganze  Zahlen  mit  dem  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  m  sind,  so  ist,  wenn  m  >  1  ist,  O  eine  im  primitive 
ganze  ganzzahlige  Function  vom  Theiler  m,  und  der  Theiler 
einer  primitiven  Function  ist  =  1. 

Weber,  Algebra.    II.  09 
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Setzen  wir 

(3)  »0  ==  w*eo,    «1  =  m^i,    a2  ^=  me2.  .  .  .^ 

so  sind  die  ^o,  ^i,  ^2,  .  . .  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler; 

(4)  E{x,y,z,  ...)==  Y.ex-y^z'  .  .  . 
ist  eine  primitive  Function  und  es  wird 

d>  =  niE. 

Diese  Functionen  O  haben  wir  im  §.  2  des  ersten  Bandes 
betrachtet  und  haben  dort  von  ihnen  den  Satz  bewiesen: 

3.  Der  Theiler  eines  Productes  von  zwei  oder  mehr 
ganzen  Functionen  0  ist  gleich  dem  Product  der 
Theiler  der  einzelnen  Factoren. 

Die  ganzen  Functionen  in  Sl  hängen  ausser  von  den 
Variablen  von  einer  algebraischen  Zahl  0  ab,  enthalten  aber 
sonst  nur  rationale  Zahlencoefficienten.  Bezeichnen  wir  eine 
solche  Function  mit  q)  (0,  x,  y^  s^  .  .  .),  so  erhalten  wir  die  con- 
jugirten  Functionen  g),  qp^,  cp^^  .  .  .  oder 

(5)  (p  (0, X, y,0,.. .),     (P (©1, ^, y,^,'- .)'    <3P  (®2, ^, y, ^S  ...),.•• 
wenn  wir  für  ©  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  irreduciblen  Gleichung 
f(^x)  =  0  [§.   132,   (2)]    einsetzen.     Diese    conjugirten  Functionen 
können  auch  zum  Theil  einander  gleich  sein. 

Sie  sind  alle  einander  gleich,  wenn  q)  eine  Function  in  R 
ist,  und  es  ist  umgekehrt  cp  eine  Function  in  i?,  wenn  die  con- 
jugirten Functionen  alle  einander  gleich  sind;  denn  es  ist  dann, 
wenn  wir  unter  S  (9)  die  Summe  der  conjugirten  Functionen 
(die  Spur)  verstehen, 

ncp  =  S{(p), 

und  S  (cp)  ist  eine  ganze  Function,  deren  Coefficienten  symme- 
trische Functionen  der  n  Wurzeln  0,  d.  h.  rationale  Zahlen,  sind. 
Zu   den    ganzen  Functionen   in  R    gehört  auch   die   Norm 
von  g),  d.  h.  das  Product 

(6)  N((p)  =  cp  (p^cp^  .  .  ,, 

denn  alle  Coefficienten  dieser  Function  sind  symmetrische  Func- 
tionen der  0.    Diese  Function  ist  theilbar  durch  9,  und  wenn  wir 

,  N{cp)  =  cpcp' 

setzen,  so  sind  sowohl  cp  als  cp'  ganze  Functionen  in  Sl.     Denn 
cp'  ist  als  Product  9)1  9^2  •••  ^i^i^  ganze  Function,  und  die  Coeffi- 
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cienten  von  cp'  sind  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  der 
Gleichung  j-  /^\ 

die  ihrerseits  in  Sl  enthalten  sind. 

Aus  der  Definition  ergiebt  sich,  dass   die  Norm   eines  Pro- 
ductes  gleich   dem  Producte  der  Normen  der  Factoren  ist.   dass 
also,  wenn  cp.  tp  Functionen  in  Sl  sind, 
(7)  N((p^)  =  N{ip)N(t) 

ist. 

§.  136. 

Die   Functionale    eines   algebraischen   Körpers   Sl  und 
der  erweiterte  Körper  Sl. 

Die  Variablen,  die  in  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen 
verwendet  werden,  haben  nicht  die  Bedeutung  von  Zeichen  für 
veränderliche  Zahlenreihen,  wie  man  es  aus  der  Functionen- 
theorie  gewöhnt  ist,  sondern  sie  sind  lediglich  Rechnungssymbole 
ohne  eine  selbständige  Bedeutung.  Bei  den  Functionen  dieser 
Variablen  kommt  es  eigentlich  nur  auf  die  Coefficientensysteme 
an,  und  die  Variablen  werden  nur  dazu  benutzt,  um  die  be- 
kannten und  geläufigen  Regeln  der  Buchstabenrechnung  auf  diese 
Coefficientensysteme  anzuwenden.  Es  ist  damit  freilich  nicht 
ausgeschlossen,  dass  gelegentlich  auch  die  Zahlen  betrachtet 
werden,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Variablen  durch  gewisse 
Zahlen,  z.  B.  durch  rationale  Zahlen,  ersetzt. 

Demnach  führen  wir  in  unsere  Betrachtungen 
sowohl  ganze  als  gebrochene  Functionen  von  beliebig 
vielen  Veränderlichen  ein,  deren  Coefficienten  Zahlen 
eines  algebraischen  Körpers  Sl  sind,  und  setzen  fest, 
dass  mit  diesen  Functionen  so  gerechnet  wird,  wie  es 
die  Buchstabenrechnung  vorschreibt. 

Jede  solche  Function  o  kann  als  Quotient  zweier  ganzer 
Functionen  in  Sl, 

dargestellt  werden,  wobei  i^»  immer  von  Null  verschieden  ange- 
nommen werden  muss.  Zwei  solche  Functionen  sind  nur  dann 
einander  gleich: 

^  =  fl 

32* 
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wenn  qp  ^^  ==  cp^il;  ist.  Haben  die  beiden  Functionen  cp,  i/^  keinen 
gemeinsamen  Theiler,  so  heisst  (p  :  ^  ein  irreducibler  Bruch. 
Unter  den  verschiedenen  Darstellungen  einer  Function  a  giebt 
es  eine  durch  einen  irreduciblen  Bruch,  und  diese  wollen 
wir  die  einfachste  Darstellung  nennen.  In  ihr  sind  Zähler 
und  Nenner  bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor,  der  eine  be- 
liebige Zahl  in  Sl  sein  kann,  durch  co  selbst  völlig  bestimmt 
(Bd.  I,  §.  141). 

Eine  solche  Function  tö  wollen  wir  ein  Function al  des 
Körpers  Sl  nennen.  Als  specielle  Fälle  sind  darunter  die 
ganzen  Functionen  und  die  Zahlen  selbst  enthalten.  Bei  den 
Zahlen  ist  jede  Darstellung  als  Quotient  zweier  Zahlen  in  Sl  aU 
einfachste  Darstellung  zu  betrachten. 

Auf  die  Functionale  lassen  sich  die  vier  Grundrechnungs- 
arten in  demselben  Umfange  anwenden,  wie  auf  die  Zahlen,  und 
der  Inbegriff  aller  Functionale  des  Körpers  Sl  ist  daher  gleichfalls 
ein  Körper,  den  wir  mit  Sl  bezeichnen  und  den  Functional- 
körpervon  Sl  nennen  wollen  i) 

Der  Functionalkörper  Sl  enthält  den  Zahlkörper  Sl  als 
Theiler. 

Ein  Functional,  dessen  Coefficienten  rationale  Zahlen  sind, 
heisst  ein  rationales  Functional.  Der  Inbegriff  aller  ratio- 
nalen Functionale  ist  der  Functionalkörper  jR  des  Körpers  B 
der  rationalen  Zahlen,  und  der  Körper  B  ist  in  jedem  alge- 
braischen Functionalkörper  iß  enthalten. 

Jedes  rationale  Functional  Ä  kann  als  Quotient  zweier 
ganzer  Functionen  in  B  dargestellt  w^erden,  denen  man  auch 
ganzzahlige  Coefficienten  geben  kann,  indem  man  Zähler  und 
Nenner    mit   dem   Hauptnenner    aller   Coefficienten    multiplicirt. 


1)  Es  liegt  nahe,  die  Functionale  des  Körpers  i2,  mit  denen  wie  mit 
den  Zahlen  in  i2  gerechnet  wird,  geradezu  als  ideale  Zahlen  des  Kör- 
pers Sl  zu  bezeichnen.  Diese  Ausdrucksweise  würde  sich  einerseits  an  die 
Idealfactoren  von  Kummer,  andererseits  an  die  von  Dedekind  ein- 
geführten Ideale  anschliessen,  die  zu  den  Functionalen  in  einer  sehr  nahen, 
später  zu  erörternden  Beziehung  stehen.  So  bestechend  in  mancher  Hin- 
sicht eine  solche  Terminologie  wäre,  so  erweist  sie  sich  doch  in  anderer 
Hinsicht  nicht  als  zweckmässig,  w^eil  dadurch  den  Functionalen,  die  doch 
immerhin  nur  Mittel  zum  Zweck ,  nicht  selbständig  für  sich  Gegenstand 
unseres  Interesses  sind ,  anscheinend  eine  grössere  Bedeutung  beigelegt 
würde,  als  ihnen  in  Wirklichkeit  zukommt.  Mit  der  Einführung  des 
Wortes  „Functional"  folgen  wir  einem  Vorschlage  von  Dedekiud. 
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Sind  in  dieser  Darstellung  Zähler  und  Nenner  imprimitiv,  so 
kann  man  den  Theiler  herausnehmen  und  erhält  eine  Darstellung 
in  der  Form 

in  der  a  eine  positive,  ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahl 
ist,  während  Ei,  Eo  primitive  Functionen  in  M  sind.  Hieraus 
folgt: 

1.  Man  kann  jedes  rationale  Functional  durch 
Multiplication  mit  einer  primitiven  P'unction 
in  jR  in  eine  ganze  Function  in  B  verwandeln, 
und  mehrere  rationale  Functionale  lassen  sich 
als  Brüche  darstellen,  deren  gemeinsamer 
Nenner  eine  primitive  Function  ist. 

Die  positive  Zahl  a  und  der  Quotient  E^  :  Eo  sind  durch  A 
vollständig  bestimmt.  Denn  setzen  wir  a  in  die  Form  eines 
rationalen  Bruches  q^  :  q2  und  nehmen  an,  es  sei 

q.2  E^      '  q-2  E2' 
so  folgt 

^1  ^2  El  Eö  ==  q-2  qi  E.,  E[. 

Hier  haben  wir  also  zwei  ganze  Functionen  R  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten ,  die  einander  gleich  sind,  und  deren 
Theiler,  da  E^  E2  und  Eo  Ei  primitive  Functionen  sind,  q^  qz  oder 
q2qi  ist.     Folglich  ist  qiq2  =  q-2qi->  und  daher  auch 

^  ^  ^'      ^  ==  ^' . 
q.2        qz'    Eo        Eö 

2.  Wir  nennen  die  positive  rationale  Zahl  a  den 
absoluten  Werth  des  Functionales  A. 

In  dem  Falle,  dass  A  selbst  eine  Zahl  ist,  ist  a  der  absolute 
Werth  von  A  in  dem  gewöhnlichen  Sinne  dieses  Wortes,  und  E 
ist  ==  -j-  1  oder  =  —  1  zu  setzen,  je  nachdem  A  positiv  oder 
negativ  ist.  Es  ist  also  E  nichts  weiter  als  das  Vorzeichen 
von  A.  In  der  weitgehenden  Verallgemeinerung  dieser  elemen- 
taren Begriffe  liegt  das  Befremdende,  was  unsere  Definition  dem 
ersten  Blick  bietet.  Sie  wird  sich  aber  in  der  Folge  als  durch- 
aus sach gemäss  und  nützlich  erweisen. 

Aus  §.  135,  3.  ergiebt  sich  der  Satz: 
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3.  Der  absolute  Werth  eines  Productes  zweier  oder 
mehrerer  rationaler  Functionale  ist  gleich  dem 
Producte  der  absoluten  Werthe  der  Factoren. 

Ist  CO  ein  Functional  des  Körpers  »ß,  so  ist  N{c3)  ein  ratio- 
nales Functional,  und  die  Norm  eines  Productes  oder  eines 
Quotienten  zweier  Functionale  ist  gleich  dem  Producte 
oder  dem  Quotienten  der  Normen  der  Bestandtheile. 

4.  Wir  nennen  den  absoluten  Werth  des  rationalen 
Functionales  N  (cd)  die  absolute  Norm  ^«(«)  von 
G3  und  setzen 

(3)  N(co)  =  N^,(co)E{cö). 

Na(co)  ist  immer  eine  positive  rationale  Zahl,  und  E(cjy 
ist  der  Quotient  zweier  primitiver  ganzer  Functionen.  Aus  3. 
folgt,  wenn  a,  ß  zwei  Functionale  in  Sl  sind,  die  Formel 

(4)  Na(aß)  =  Na(oc)Na{ß\ 
oder  der  Satz: 

5.  Die  absolute  Norm  eines  Productes  von  Func- 
tionalen  in  Sl  ist  gleich  dem  Producte  der 
absoluten  Normen  der  Factoren. 

Wenn  wir  alle  Coefficienten  eines  Functionales  in  Sl  durch 
die  entsprechenden  Zahlen  eines  zu  Sl  conjugirten  Körpers  Sl^ 
ersetzen,  so  erhalten  wir  ein  conjugirtes  Functional.  Der 
gesammte  Functionalkörper  Sl  geht  dadurch  in  einen  con- 
jugirten Functionalkörper  Sl^  über.  Da  jede  Gleichung 
zwischen  Functionalen  des  Körpers  Sl  im  Grunde  nur  die  Zu- 
sammenfassung einer  Reihe  von  Gleichungen  zwischen  Zahlen  des 
Körpers  Sl  ist,  so  haben  wir  den  Satz  (Bd.  I,  §.  141): 

6.  Jede  Gleichung  zwischen  Functionalen  des  Kör- 
pers iß  bleibt  richtig,  wenn  für  alle  Functionale 
die  entsprechenden  Elemente  eines  conjugirten 
Körpers  Sl^   gesetzt   werden. 

Bedeutet  t  eine  in  oj  nicht  vorkommende  Variable,  so  hat 
die  Function  N{t  —  o)  die  Form 

(5)  0 (t)  =•  t-  +  Ä, t—^  -\-  A^t^-^  -] h  An, 

worin  die  Coefficienten  Ai  rationale  Functionale  sind,  und  diese 
Function  ^{t)  verschwindet,  wenn  a  für  t  gesetzt  wird.  Es  giebt 
aber  nicht  bloss  eine  solche  Function  O  (t) ,  die  für  t  =  cd  ver- 
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schwindet,  sondern  beliebig  viele,  da  man  jedes  0  (t)  mit  einer 
beliebigen  Function  der  gleichen  Form  multipliciren  kann,  x^uch 
kann  es  vorkommen,  dass  schon  ein  Product  von  weniger  als 
n  Factoren  von  N(t  —  a)  rationale  Coefficienten  erhält,  woraus 
Functionen  O  (t)  von  niedrigerem  als  dem  n^^"^  Grade  ent- 
springen, die  für  f  =  «  verschwinden.     Daraus  folgt: 

7.  Es  giebt  für  jedes  Functional  co  des  Körpers  Sl 
unendlich  viele  Functionen  0  (fj,  die  für  t=  a 
verschwinden,  in  denen  die  höchste  Potenz  von  t 
den  Coefficienten  1  hat,  und  deren  übrige  Coeffi- 
cienten in  R  enthalten  sind. 

Wir  sagen  dann,  co  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung 
.     ^  (0  =  0. 

Unter  den  verschiedenen  Functionen  d>  (f),  deren  Existenz 
im  Satze  7.  ausgesprochen  ist,  giebt  es  eine  und  nur  eine  -F(^) 
von  möglichst  niedrigem  Grade.  Denn  existiren  zwei  solche 
Functionen  F  (t)  und  JF\  (t)  von  gleichem  Grade  m ,  so  ist  die 
Differenz  F  (t)  —  F^  (t)  in  Bezug  auf  t  höchstens  vom  Grade 
m  —  1  und  verschwindet  für  t  =  cj.  Dividirt  man  durch  den 
Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  ^,  so  erhält  man  eine 
Function  0  (t)  von  niedrigerem  Grade  als  F  (t) ,  die  nach  der 
Voraussetzung  über  F  (t)  nicht  existirt. 

Die  Function  F  (t)  kann  im  Körper  B  nicht  in  Factoren 
zerlegt  werden,  die  ganze  Functionen  von  t  sind.  Denn  zerfiele 
sie  in  mehrere  Factoren  derselben  Form  Fi{t)^  F.2{t)^  so  müsste 
einer  dieser  Factoren,  die  doch  alle  von  niedrigerem  Grade  als 
F (t)  selbst  sind,  für  t  =  co  verschwinden,  entgegen  unserer 
Voraussetzung. 

Jede  Function  CD  (t)  des  Satzes  7.  ist  dann  durch  diese 
irreducible  Function  F{t)  theilbar,  so  dass  der  Quotient  0{t)'.F{t) 
eine  ganze  Function  von  t  in  B,  ist,  in  der  die  höchste  Potenz 
von  t  den  Coefficienten  1  hat  (vgl.  Bd.  I,  §.  141,  L). 

Unter  den  Functionen  0  {t)  findet  sich,  wie  schon  bemerkt, 
auch  die  Norm  N  {t  —  tö),  und  folglich  ist  JV  (f  —  co)  durch  F  (t) 
theilbar.  Sind  beide  Functionen  von  gleichem  Grade,  so  ist 
N  (t  —  cd)  =  F  (t).  Ist  aber  der  Grad  von  F  (t)  niedriger  als  n^ 
so  verschwindet  der  Quotient  N  {t  —  co)  :  F  (t)  wenigstens  noch 
für  eines  der  mit  co  conjugirten  Functionale,  und  folglich  für 
alle;   folglich   auch   für   t  =  co,   und    daher  ist   dieser   Quotient 


504  Sechzehnter  Abschnitt.  §.  137, 

nochmals  durch  F{t),  d.  h.  N  (t  —  co)  ist  durch  F  (t^  theilbar. 
Durch  Fortsetzung   dieses  Schlussverfahrens   erkennt   man,   dass 
N(t  —  c3)  eine  Potenz  von  F(t)  sein  muss,  und  dass  folglich  der 
Grad  von  F  (t)  ein  Theiler  von  n  ist  (Bd.  I,  §.  144). 
Wir  fassen  dies  noch  in  dem  Satz  zusammen: 

8.  Jedes  Functional  in  Sl  ist  die  Wurzel  einer  und 
nur  einer  irreduciblen  Gleichung  F (t)  =  0  in  B 
und  N(t—C3)  ist  eine  Potenz  von  F (t). 


§.  137. 
Ganze  Function  ale. 

1.  Definition:  Ein  rationales  Functional  soll  ganz 
genannt  werden,  wenn  sein  absoluter  Werth  eine 
ganze  Zahl  ist. 

Es  ergiebt  sich  aus  dieser  Definition  zunächst,  dass  die 
Summe,  die  Differenz  und  das  Product  von  zwei  und  folglich 
auch  von  beliebig  vielen  ganzen  rationalen  Functionalen  wieder 
ganz  sind.  Für  das  Product  ist  dies  eine  unmittelbare  Folge 
des  Satzes  §.  136,  3.  Um  aber  den  Beweis  für  die  Summe  und 
die  Differenz  zu  führen,  stellen  wir  zwei  ganze  rationale  Func- 
tionale  Ä^,  A^  so  durch  gebrochene  Functionen  dar,  dass  sie  eine 
primitive  Form  als  gemeinschaftlichen  Nenner  erhalten: 
j    Fl  E2 


Dann  ist 


«1  ^1  ±  «2  ^2 


F 

da  nun  «i,  «2  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  der  Theiler  der  ganzen 
Function  «j  F-^  ±  a^  F^  der  absolute  Werth  von  A^  +  A^.  Dieser 
ist  eine  ganze  Zahl,  also  A^  ±  A^  ein  ganzes  Functional. 

Für  constante  rationale  Functionale,  d.  h.  für  rationale 
Zahlen,  giebt  die  Definition  1.  die  ganzen  rationalen  Zahlen. 

W^ir  stellen  ferner,  ebenso  wie  im  §.  133  für  die  Zahlen, 
folgende  Definition   der   ganzen  Functionale   des  Körpers  *ß   auf. 

2.    Definition:     Ein  Functional   0   aus  ü   heisst 
ganz,  wenn  es  die  Wurzel  einer  Gleichung 
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ist,  in  der  die  Coefficienten  Ä^^  A^,  .  .  .,  A^  ganze 
rationale  Functionale  sind. 
Functionale,  die  nicht  zu  den  ganzen  gehören,  werden  wir 
gelegentlich   auch  der  Kürze   wegen   als   gebrochene  Functionale 
bezeichnen. 

Zur  Rechtfertigung  dieser  Definition  beweisen  wir  zunächst 
den  Satz: 

3.  Ist  09  ein  ganzes  Functional  nach  der  Defini- 
tion 2.  und  zugleich  rational,  so  ist  es  ein  ganzes 
rationales  Functional  (nach  der  Definition  1.). 

Angenommen,  es  sei  o  ein  gebrochenes  rationales  Functional, 
und  daher  der  absolute  Werth  von  cd  ein  rationaler  Bruch  p  :  (/, 
worin  p  und  q  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler 
sind;  dann  ist  qo  ein  ganzes  rationales  Functional,  dessen 
absoluter  Werth  =^^,  also  relativ  prim  zu  c[  ist.  Wenn  aber 
andererseits  co  zugleich  ganz  im  Sinne  der  Definition  2.  ist,  so 
können  wir 

09"'   ==    —    (^1  09'"-l   A-   Ao  09'»-2   .   .   .) 

setzen,  woraus 

{qay»  ==  —  q{A^{qc3f'-^  -[-  Aoqiqco)"'-^  -h  •  •  •) 
folgt. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  dass  der  absolute  Werth  ^j"*  von 
(^  oj)»"  durch  q  theilbar  sein  muss,  was  nur  möglich  ist,  wenn 
q  =  l  ist.  Die  Definition  1.  ist  also  in  der  Definition  2.  als 
Specialfall  enthalten. 

Ist 

0  (t)   =   P"    -^    A^  f'»-l   +   Ao  /'"-2   -J [-   A,n 

eine  Function  von  f,  in  der  die  Coefficienten  A^,  A^^  .  .  .,  A,n  ge- 
brochene rationale  Functionale  mit  den  Variablen  x,y,  .  . .,  aber 
von  der  Variablen  t  frei  sind,  so  kann  man  eine  Function 
uE (x,y^...)  bestimmen,  in  der  a  den  Hauptnenner  der  absoluten 
Werthe  von  J.i,  ^21  •  •  •  ^"^^  E  (x^  2/,  .  •  •)  eine  primitive  ganze 
Function  be^leutet,  so  dass 

(1)  aE(x  2/,...)  0(t)  =  P(t,x,y,...) 

selbst  eine  primitive  ganze  Function  ist  [§.  136,  2.]. 

Zerfällt   0  (t)  in   zwei  Factoren  ^i(^),  ^2(i)  "^  -^^  ist  also 

o{t)  =  0,{t)0oAt% 

so  bestimme  man  hiernach  für  die  beiden  Functionen  ^1,^2  f^ie 
Factoren  »ijE'i,  a2-E'2,  so  dass 
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«1  E^  ^^  ==  Pj  ,      «2  JE^  ^2  =  Pi 

primitive  Functionen  werden,  und  dann  ist  auch 

(2)  a,  a,  E,  E,  O  =  F^  P, 
eine  primitive  Function.     Aus  (l)  und  (2)  folgt 

(3)  a,  «2  E,E,P=  aEP,  P, 
und  mithin 

(4)  a  =  «1  «2- 

Wenn  also  a  =  1  ist,  so  müssen  die  natürlichen  Zahlen  a^,  a^ 
auch  =  1  sein,  und  wir  haben  den  Satz: 

4.    Ist  03   ein  ganzes  Functional  in  Sl  und  O  (t)   eine 
Function    von   t   mit   ganzen    Coefficienten   in    B^ 
die  für  t  =  cd   verschwindet,   so  hat  auch  jeder 
rationale  Theiler  von  0(t)  ganze  Coefficienten 
in   R\  insbesondere  hat  die  irreducible  Function 
F(t),  von  der   co  nach  §.   136,  8.  eine  Wurzel  ist,, 
ganze  rationale  Functionale  zu  Coefficienten. 
Dieser  Satz  ist  deshalb  von  principieller  Bedeutung,  weil  er 
lehrt,    dass    ein   Functional   o),    das    im  Körper   Sl    zu   den   ge- 
brochenen   gehört,    nicht   etwa    in    einem    höheren    Körper    als 
ganzes  Functional  erscheinen  kann. 

Wenn  ein   Functional  co  nicht  ganz  ist,  so  genügt  es   einer 
Gleichung 

0  (Oj)  ==   03^   -f   J_i  03^^-1   4-   ^2  «'"""^  +   •  *  •   +  An   =   0, 

worin  die  Coefficienten  Ai,  Ä^,  . . .,  ^m  zwar  rationale,  aber  nicht 
ganze  Functionale  sind.  Ist  a  der  Hauptnenner  der  absoluten 
Werthe  von  A-^^  J.2,  .  .  .,  A^^  so  sind  aA^^  ciA^^  •  •  .,  aA^n  ganze 
Functionale.     Nun  ist 

a'^  0  (ft,)  =  {ci  oo>Y  -\-aAi(a  «/"-i  +  a'^A^  {a  w)"^-^  -| 

+  ce^A,n  =  0, 
und  acj  ist  daher  ein  ganzes  Functional.     Daraus  folgt: 

.5.  Jedes  Functional  cj  des  Körpers  Sl  lasst  sich 
durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  ratio- 
nalen Zahl  in  ein  ganzes  Functional  verwandeln, 
und  daher  kann  man  jedes  Functional  cj  als 
Quotienten  zweier  ganzer  Functionale  darstellen. 
Diese  Darstellung  ist  auf  unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten  möglich,  unter  anderem  so,  dass 
der  Nenner  eine  natürliche  Zahl  ist. 


137. 


Ganze   Functionale. 
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Ist  09  ein  Functional  in  Sl  und  giebt  es  m  Grössen 
«1,  «2,  .  .  .,  «m,  die  nicht  alle  verschwinden,  von 
der  Art,  dass  die  m  Producte  cocji  für  i  =  1,2, ...,  m 
in   die  Form  gesetzt  werden  können: 


(5) 


G)  CJi 


^l,i«l    +   ^2,i«S 


i,  i  CO, 


worin  die  m-  Symbole  A,i  ganze  rationale  Func- 
tionale sind,  so  ist  a  ein  ganzes  Functional. 
Hierin  ist  m  irgend  eine  natürliche  ganze  Zahl.    Die  c»»  sind 
in  der  Anwendung  immer  Zahlen  oder  Functionale  in  5i,  jedoch 
ist  für  die  Gültigkeit  des  Satzes  nur  die  Ausführbarkeit  der  in 
(5)  angedeuteten  Multiplication  wesentlich. 

Der  Satz  ist  eine  einfache  Folge  der  Definition  der  ganzen 
Functionale;  denn  da  die  coi  nicht  alle  verschwinden,  so  muss 
nach  dem  Determinantensatze  (Bd.  I,  §.  24,  IL) 


(6) 


0)  ,    ^2, 1  •)  •   •   •  1   ^m,  1 

^2,2 W,    .    .    .,    A,ti,  2 


A 


Ao 


•    -t  A-ni 


C3 


=  0 


sein.  Durch  Ordnen  nach  Potenzen  von  co  ergiebt  sich  hieraus 
eine  Gleichung 

(7)  «-  +  A^  09—1   H h  ^m  =   0, 

worin  die  Coefficienten  A^,  A2,  .  .  .  durch  Addition  und  Multi- 
plication aus  den  Ai^u  zusammengesetzt  sind  und  daher  nach 
1.  ganze  rationale  Functionale  sind;  demnach  ist  auch  a  ein 
ganzes  Functional. 

Für  den   letzten  Coefficienten  A,n  in    der  Gleichung  (7)   er- 
halten wir  den  Ausdruck 

(8)  (—  ly^A^n   =   2;  ±   ^1,1  A2,-2   .    .   .   A,  ,H, 

der  also  gleich  dem  Producte  der  sämmtlichen  Wurzeln 
der  Gleichung  (7)  ist. 

Der  Satz   4.  ist   wichtig   als  Kennzeichen   für  ganze   Func- 
tionale; er  dient  uns  hier  zum  Beweise  des  folgenden  Satzes: 
7.    Ist  '*F{x,y,  .  . .)  eine  ganze  Function,  deren  Coeffi- 
cienten ganze  rationale  Zahlen  oder  Functionale, 
aber  frei  von  den  Variablen  x,  y^  .  .  .  sind,  sind 
ferner  a,  /3,  .  .  .  ganze  Functionale  in  Sl,  so  ist 

(9)  «  =  ^  («,  /3,  .  .  .) 
auch  ein  ganzes  Functional. 
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Es  seien  nämlich  ^,v,...  die  Grade  der  ganzzaliligen  Glei- 
chungen, denen  (nach  2.)  die  Fimctionale  a,  /3,  .  .  .  genügen,  und 
m  =  ft  1/  .  .  .    Wir  verstehen  unter  Wj,  «2,  .  .  .,  ö,^  die  m  Grössen 

arßs.,.        r  =  0,1,  ...,  iic— 1,     6  =  0,1,  ...,  7.-1,  ... 

Dann  können  mit  Hülfe  der  Gleichungen  ft^^^  v^^^  ...  Grades, 
denen  die  Zahlen  a,  /3,  .  .  .  genügen,  alle  Producte  a''/3«  .  .  .,  in 
denen  einer  der  Exponenten  r,s,  ...  grösser  als  ^ — 1,  v — 1,  ... 
ist,  linear  in  der  Form  (5)  durch  «i,  «2,  .  .  .,  w,^  ausgedrückt 
werden,  und  dasselbe  gilt  daher  auch  von  jedem  Functional  cd 
und  folglich  auch  von  den  Producten  oj  töj ,  «  Wg,  .  .  .,  w  «,„. 
Daraus  folgt  nach  6.,  dass  w  ganz  ist,  wie  wir  beweisen  wollten. 

Als  speciellen  Fall  des  Satzes  7.,  aus  dem  übrigens  der  all- 
gemeine Satz  leicht  wieder  gefolgert  werden  kann,  heben  wir 
hervor : 

8.  Durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication 
ganzer  Functionale  entstehen  immer  wieder 
ganze  Functionale. 

Wir  haben  schon  früher  (§.  134)  bemerkt,  dass  man  immer 
einen  algebraischen  Körper  bestimmen  kann,  der  beliebig  ge- 
gebene algebraische  Zahlen  enthält.  Daraus  folgt,  dass  in  dem 
Satze  7.  die  «,  /3,  .  .  .  beliebige  ganze  algebraische  Zahlen  oder 
Functionale  sein  können,  und  Entsprechendes  gilt  von  dem 
Satze  8. 

Aus  der  Definition  2.  folgt  noch  nach  dem  Satze  §.  136,  8.: 

9.  Ist  o  ein  ganzes  Functional  des  Körpers  ü,  so 
sind  auch  alle  mit  co  conjugirte  Functionale 
ganz. 

Als  besondere  Folgerung  dieses  Satzes  sei  noch  erwähnt: 

10.  Die  absolute  Norm   eines  ganzen  Functionales 
ist  eine  natürliche  ganze  Zahl. 

Wir  beweisen  endlich  noch  den  folgenden  Satz : 

11.  Wenn    ein    Functional   co    einer   Gleichung   von 
der  Form 

(10)  ö"^  +  a,  G9"^-i  -I ^  C4„,  =  0 

genügt,  in  der  o4i,oi2,  ...,  «„^  ganze  Functionale 
in  Sl  sind,  so  ist  auch  cj  ein  ganzes  Functionah 
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Um  ihn  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  mit  t  eine  in  den  « 
und  in  w  nicht  vorkommende  Variable  und  setzen 

(11)  q>(t)=^t>-  +  a,P-^^ h«m. 

Dann  ist,  wenn  n  der  Grad  des  Körpers  Sl  ist, 

0(t)  =  JV[<jp(0] 

eine  ganze  Function  mn^^^  Grades  von  ^,  deren  Coefficienten 
ganze  rationale  Functionale  sind.  Zugleich  ist  0  (w)  =  0,  und 
folglich  CO  eine  ganze  Zahl. 

Daraus  folgt  noch,  dass  der  Satz  6.  richtig  bleibt, 
wenn  die  -Coefficienten  Äj,^i  nicht  ganze  Functionale 
in  i^,  sondern  in  Sl  sind. 

Ist  ein  ganzes  Functional  co  zugleich  eine  Zahl,  so  ist  es 
eine  ganze  Zahl,  weil  in  diesem  Falle  N(t  —  a)  ganze  rationale 
Zahlen  zu  Coefficienten  hat.  Die  ganzen  Zahlen,  die  wir  im 
§.  133  betrachtet  haben,  sind  demnach  als  specielle  Fälle  unter 
den  ganzen  Functionalen  enthalten. 


§.  138. 
Theilbarkeit.     Associirte  Functionale.     Einheiten. 

Die  ganzen  Functionale  unterliegen  ähnlichen  Gesetzen  der 
Theilbarkeit,  wie  die  ganzen  rationalen  Zahlen.  Um  sie  zu  er- 
kennen, stellen  wir  folgende  Definition  an  die  Spitze: 

1.  Ein  ganzes  Functional  a  heisst  durch  ein  an- 
deres, von  Null  verschiedenes  ganzes  Func- 
tional ß  theilbar,  wenn  der  Quotient  a  :  ß  =  y 
ein  ganzes  Functional  ist. 

Es  ist  dann  a  =  ßy  und  ß  und  y  heissen  Theiler  von  a, 
und  man  sagt  auch,  ß  und  y  gehen  in  «  auf.  Die  Zahl  0  ist 
durch  jedes  ganze  Functional  theilbar. 

Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  die 
folgenden  fundamentalen  Sätze  über  Theilbarkeit: 

2.  Sind  a  und  «j  theilbar  durch  /3 ,  so  ist  auch 
a  ib  «1  theilbar  durch  ß. 

Denn  ist  a  =  /?  7,  «j  =  /3  y^ ,  so  ist  «  i  «j  =  /3  (7  +  ^J, 
und  wenn  y  und  y-^  ganz  sind,  so  ist  auch  y  :t  Ti  ganz. 


510  Sechzehnter  Abschnitt.  §.  138. 

3.  Ist  w  theilbar  durch  /3,  und  ß  theilbar  durch  y, 
so  ist  auch  a  theilbar  durch  y. 

Denn  nach  der  Voraussetzung  giebt  es  zwei  ganze  Func- 
tionale  x,  /l,  die  den  Bedingungen  «  =  %/3,  ß  =  ky  genügen. 
Demnach  ist  auch  «  =  ;c  A  }^,  und  da  %  A  ganz  ist,  so  ist  «  durch 
y  theilbar. 

Ein  Product  ßy  zweier  ganzer  Functionale  ist  sowohl  durch 
ß  als  durch  y  theilbar,  und  folglich  ist,  wenn  ß  durch  a  theilbar 
ist,  auch  ßy  durch  «  theilbar.     Aus   diesen  Sätzen   ergiebt  sich: 

4.  Sind  «,  /3,  .  .  .  durch  d  theilbar,  und  sind  |,  ?^,  .  .  . 
beliebige  ganze  Functionale,  so  ist  ^oC-^-tj  ß-\- ... 
durch  d  theilbar. 

Selbstverständlich  erstrecken  sich  diese  Definitionen  und 
Sätze  auch  auf  den  Fall,  dass  Zahlen  an  die  Stelle  von  Func- 
tionalen  treten,  und  so  erhalten  wir  die  Theilbarkeit  ganzer 
Zahlen. 

5.  Zwei  ganze  Functionale  a, /3,.die  gegenseitig 
durch   einander  theilbar   sind,   heissen    associirt. 

6.  Ein  mit  der  natürlichen  Zahl  1  associirtes 
ganzes  Functional  £,  d.  h.  jeder  Theiler  der 
Zahl   1,  heisst  eine  Einheit. 

Je  nachdem  s  ein  Functional  oder  eine  Zahl  ist,  ist  e  eine 
functionale  oder  eine  numerische  Einheit. 

Im  Körper  B  der  rationalen  Zahlen  sind  als  functionale 
Einheiten  die  primitiven  ganzen  Functionen  und  die  Quotienten 
von  zweien  unter  ihnen  anzusehen.  Numerische  Einheiten  giebt 
es  in  R  nur  zwei,  nämlich  -|-  1  und  —  1. 

Ueber  die  hierdurch  eingeführten  Begriffe,  die  in  enger  gegen- 
seitiger Beziehung  stehen,  leiten  wir  eine  Reihe  von  Sätzen  ab. 

7.  Sind  04,  ß  associirte  Functionale,  so  sind  die 
Quotienten  ß  :  a  und  a  :  ß  Einheiten. 

Denn  setzen  wir  /3  =  w  £ ,  so  ist  s  ein  ganzes  Functional 
und  l  :  £  =  a  :  ß  gleichfalls  ganz;  also  ist  £  ein  Theiler  der 
Zahl  1,  d.  h.  £  ist  eine  Einheit. 

8.  Ist  w  ein  ganzes  Functional  und  £  eine  Einheit, 
so  sind  a  und  a£  associirt. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition ;  denn  a:a£  =  1 :  £ 
xind  a£:ci  =  £  sind  beides  ganze  Functionale. 
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Eine  Einheit  ist  ein  ganzes  Functional,  dessen  reciprokes 
gleichfalls  ganz  ist,  und  dieses  reciproke  Functional  ist  selbst 
eine  Einheit.  Durch  eine  Einheit  ist  jedes  beliebige  ganze  Func- 
tional theilbar.     Ueberhaupt  gilt  der  Satz: 

9.  Das  Product  and  der  Quotient  zweier  Einheiten 
sind  wieder  Einheiten. 

Denn  sind  e-^ ,  £2  zwei  Einheiten ,  so  sind  f^  £2  ^^^  ^  '  £1^2 
ganze  Functionale,  also  £1  £3  eine  Einheit,  und  ebenso  sind  £1  :  £9 
und  £2  :  £1  ganz. 

10.  Ist  ein  ganzes  Functional  ^  theilbar  durch  ein 
anderes,  «,  so  ist  jedes  mit  ^  associirte  Func- 
tional ft'  auch  durch  jedes  mit  a  associirte  Func- 
tional «'  theilbar. 

Denn  wenn  ft  :  «  ganz  und  £,  £i  Einheiten  sind,  so  ist  auch 
li  £  :  «  £1  ganz. 

11.  Ist  a  associirt  mit  ß  und  mit  7,  so  sind  auch  ß 
und  y  unter  einander  associirt. 

Denn  ist  /3  =  «  £ ,  ;/  ==  oc  £1 ,  so  ist  ß  =r  y  8  :  e^,  und  £  :  £1 
ist  nach  8.  eine  Einheit. 

Ist  a   theilbar  durch   /3,    so   ist   die    absolute   Norm   von   « 
theilbar  durch  die  absolute  Norm  von  /3,  denn  aus  a  ^=  ßy  folgt 
nach  §.  136,  5.: 
(l)      ^  Na(a)  =  N,{ß)Na{y). 

Daraus  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  absolute  Norm  einer 
Einheit  =  1  sein  muss.     Es  gilt  aber  auch  das  Umgekehrte: 

12.  Ein  ganzes  Functional,  dessen  absolute  Norm  =  1 
ist,  ist  eine  Einheit. 

Denn  ist  £  ein  ganzes  Functional  mit  der  absoluten  Norm  1, 
so  ist  N  (e)  ein  ganzes  rationales  Functional  mit  dem  absoluten 
Werthe  1,  und  daher  ist  auch  1  :  N{e)  ein  ganzes  Functional. 
Setzen  wir  dann 

N{£)    =   £  £', 

so  ist   £'  als  Product  von   ganzen  Functionalen  (den  Conjugirten 
zu  £)  selbst  ganz,  und  folglich  ist  auch 

1    _       £' 

£    ~"  N{£) 

^in  ganzes  Functional,  also  £  eine  Einheit. 
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Daraus  schliessen  wir  noch  nach  der  Formel  (1),  dass  asso- 
ciirte  Functionale  dieselbe  absolute  Norm  haben. 

Ein  ganzes  rationales  Functional  ist  hiernach  immer  mit 
seinem  absoluten  Werthe  associirt.  Ist  also  w  irgend  ein  ganzes 
Functional  des  Körpers  i^,  so  sind  auch  N(a)  und  Na(cc)  asso- 
ciirt. Da  nun  in  N(a)  =  oc  od  der  Factor  «'  als  Product  von 
ganzen  Functionalen  selbst  ganz  ist,  so  ist  JV'(a)  und  folglich 
auch  die  natürliche  Zahl  iVa(a)  durch  «  theilbar.  Wir  formu- 
liren  also  noch  den  Satz: 

13.  Es  giebt  natürliche  ganze  Zahlen  (in  unendlicher 
Menge),  darunter  die  absolute  Norm  von  «,  die 
durch  ein  beliebiges  ganzes  Functional  o4  theil- 
bar sind.  Ist  a  die  kleinste  unter  den  durch 
a  theilbaren  natürlichen  Zahlen,  so  ist  jede 
.  durch  oc  theilbare  ganze  rationale  Zahl  durch  a 
theilbar. 

Denn  ist  m  eine  durch  oc  theilbare  ganze  rationale  Zahl,  so 
ist  auch  der  Rest  der  Division  von  m  durch  a  eine  durch  a 
theilbare,  ganze  rationale  Zahl.  Da  diese  kleiner  als  a  ist,  so 
muss  sie  =  0  sein. 

§.  139. 
Grösster   gemeinschaftlicher  T heiler. 

Es  mögen  «,  /3,  .  . .  von  Null  verschiedene  ganze  Functionale 
in  Sl  in  beliebiger  aber  endlicher  Anzahl  bedeuten,  und  x^  y^  , .  . 
Variable,  die  in  a,  /3,  .  .  .  nicht  vorkommen.     Dann  ist 

(1)  8  =  ax-[-  ßy  ^ 

gleichfalls  ein  ganzes  Functional  in  ^.  Die  Norm  von  8  ist  eine 
ganze  homogene  Function  w*®^  Grades  der  Variablen  x,  ?/,  .  .  , 
deren  Goefficienten  ganze  rationale  Functionale  sind.  Bezeichnen 
wir  die  absolute  Norm  von  8  mit  D,  so  ist 

(2)  N(ö)  =  DE(x,y,...)  =  DE, 

und  darin  ist  E  (x^  y,  .  .  .)  ^=  E  eine  ganze  rationale  Function 
der  Variablen  x^  y,  .  .  .  und  im  Allgemeinen  eine  gebrochene 
Function  der  in  ot,  /3,  .  .  .  vorkommenden  Variablen,  jedenfalls 
aber  eine  rationale  Einheit  [§.  136,  (2)]. 
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Wir  wollen  jetzt  unter  o^q,  ^oi  •  •  •  irgend  welche  ganze  ratio- 
nale Zahlen  verstehen.     Dann  ist  auch 

do  =  ciXo  +  ßijo  -\ 

ein  ganzes  Functional,  und  wir  wollen  beweisen,  dass  Öq  durch 
d  theilbar  ist. 

Wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke  nur  das  ganze  Functional 

dt  —  öo  =  cc(xt  —  Xo)  •{-  ß  (yt—  ijo)  ,  .  . 

zu  betrachten,  worin  t  eine  neue  Variable  bedeutet.     Dann  ist 
[nach  (2)]: 

(3)  N{dt-do)  =  DE  (xt-x,,  yt-y,,  .  .  .), 
oder,  indem  wir  nach  absteigenden  Potenzen  von  t  ordnen: 

(4)  N  (dt-ö,)  =  B  (t^E  +  t-'-'E,  +  P^-^E,  H ), 

worin  E^^  E^^  ...  nach  §.  137,  7.,  8.  ganze  rationale  Functionale 
sind.     Setzen  wir  nun 

fi   ^\       (^   ^1 

SO  sind,  da  E  eine  Einheit  ist,  auch  (7i,  6\,  .  .  .  ganze  rationale 
Functionale,  und  es  folgt,  wenn  wir  noch 

setzen,  aus  (4) 

^(ö)   iY(^  _  ^)  =  D^  (^u  _j_    (O^  ^«-1  _^    Q^  tn-2  _| )^ 

oder  wegen  (2) 

(5)  iV  (t  —  v)  =  ^"  +  C^i  t^-'  +  Co  ^"-2  H 

Da  diese  Function  nun  verschwindet,  wenn  t  ^  tj  gesetzt 
wird,  so  folgt,  dass  ^  ein  ganzes  Functional  ist  (§.  137,  2.),  und 
damit  ist  bewiesen,  dass  Öq  durch  d  theilbar  ist. 

Da  Xq^  2/o?  •  •  •  beliebige  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten 
können,  so  schliessen  wir  daraus,  dass  die  Functionale  a,  /3,  .  .  . 
selbst  durch  d  theilbar  sind,  dass  also  d  ein  gemeinsamer  Theiler 
der  Functionale  a,  /3,  .  .  .  ist. 

Andererseits  ist  aber  auch  (nach  §.  138,  4.)  ö  durch  jeden 
gemeinsamen  Theiler  von  «,  /3,  .  .  .  theilbar,  und  d  hat  also  die 
charakteristischen  Eigenschaften  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theilers  von  cc,  /3,  ...  Dieselben  Eigenschaften  kommen 
aber  nach  §.  138,  7.  jedem  mit  8  associirten  Functional  zu,  und 
ebenso  sind  auch  zwei  Functionale  d,  d',  die  diese  doppelte  Eigen- 

W^eber,  Algebra.    11.  33 
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Schaft   haben,   durch  einander   theilbar,   also   associirt,  und  wir 
stellen  also  die  Definition  auf: 

1.  Das  Functional  d  ■=  ax  -{-  ßy  -\-  •  -  -  und  jedes 
damit  associirte  Functional  heisst  grösster 
gemeinschaftlicher  Theiler  von  w,  /3,  .  .  . 

Wenn  d  eine  Einheit  ist,  so  sagen  wir  auch,  a,  j3,  .  .  . 
seien  ohne  gemeinsamen  Theiler,  denn  dann  giebt  es  ausser  den 
Einheiten  kein  ganzes  Functional,  das  in  allen  w,  /3,  .  .  .  aufgeht. 

2.  Zwei  Functionale  a,  /3,  die  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben,  für  die  also  ax-\-ßy  eine  Einheit 
ist,  heissen  relative  Primfunctionale  odertheiler- 
fremd. 

Aus  diesen  Definitionen  ergeben  sich  sehr  einfach  folgende 
Sätze : 

3.  Wenn  ganze  Functionale  |,  ■»?,...  in  Sl  existiren, 
derart,  dass 

(^^  +  ßn  -\ =  £ 

eine  Einheit  ist,  so  sind  die  ganzen  Functionale 
«,  /3,  .  .  .  ohne  gemeinsamen  Theiler. 

Denn  haben  a,  /3,  .  .  .  einen  gemeinsamen  Theiler  d,  so  ist 
(nach  §.  138)  d  auch  Theiler  von  w|  -f-  ßrj  -{-  -  -  -^  und  d  muss 
also  auch  eine  Einheit  sein. 

4.  Sind  06,  /3,  y  drei  ganze  Functionale  und  ist  cc 
relativ  prim  zu  ß  und  zu  7,  so  ist  a  auch  relativ 
prim  zu  ß  y. 

Denn  nach  Voraussetzung  sind,  wenn  x^  ?/,  u,  v  vier  Variable 

sind, 

s  =  ax  -\-  ßy^     £1  =  au  -f-  yv 

Einheiten.     Demnach  ist  auch 

a  {aux  -\-  yvx  -\-  ßuy)-\-ßyvy  =  s e^ 

eine  Einheit.     Da  aber  aux  -f-  yvx  -]-  ßuy  und  v y  ganz  sind, 
so  folgt  nach  dem  Satze  3.,  dass  w  und  ßy  relativ  prim  sind. 

Hieran  schliesst  sich  der  Beweis  des  folgenden  sehr  wich- 
tigen Satzes: 

5.  Sind  06,  j3,  ^  ganze  Functionale,  0«  relativ  prim 
zu  ß  und  04^  durch  ß  theilbar,  so  ist  ft  durch  ß 
theilbar. 
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Denn  nach  der  Voraussetzung  über  «,  ß  ist 
ax  -\-  ßy  =  £ 
eine  Einheit.     Durch  Multiplication  mit  u  folgt  daraus 
a^x-\~ß^y^=£^. 

und  da  ku  und  ß^  nach  Voraussetzung  durch  ß  theilbar  sind, 
so  ist  auch  s^  und  folglich  auch  das  mit  £/i  associirte  ii  durch 
ß  theilbar. 

Primfunctionale   im   Körper  Sl. 

Durch  die  Satze  des  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die 
Hülfsmittel  gewonnen,  um  die  Gesetze  der  Theilbarkeit  der  ganzen 
Functionale  im  Körper  Sl  genau  auf  demselben  Wege  abzu- 
leiten, den  man  in  den  Elementen  der  Arithmetik  auf  die  natür- 
lichen ganzen  Zahlen  anwendet.  Wir  definiren  folgender- 
maassen : 

1.  Ein  ganzes  Functional  tc  des  Körpers  5i,  welches 
keine  Einheit  ist,  heisst  ein  Primfunctional, 
wenn  es  ausser  durch  die  Einheiten  nur  noch 
durch  die  mit  ihm  selbst  associirten  Functionale 
theilbar  ist.  Jedes  ganze  Functional  in  Sl^  das 
ausser  diesen  noch  andere  Theiler  hat,  heisst 
zusammengesetzt. 

Der  Begriff  des  Primfunctionales  ist  hiernach  wesentlich 
von  dem  Körper  Sl  abhängig.  Es  können  sehr  wohl  die  Prim- 
functionale eines  Körpers  in  einem  anderen  erweiterten  Körper 
zusammengesetzt  sein. 

Wenn  cd  ein  beliebiges  ganzes  und  7t  ein  Primfunctional 
des  Körpers  Sl  ist,  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich:  entweder 
(0  ist  relativ  prim  zu  Ji  oder  co  ist  durch  n  theilbar;  denn  ein 
gemeinschaftlicher  Theiler  von  cj  und  ji  kann  nur  entweder  eine 
Einheit  oder  mit  tt  associirt  sein,  und  im  letzteren  Falle  ist  w 
durch  71  theilbar.     Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

2.  Wenn  das  Product  aß  zweier  ganzer  Functionale 
a^  ß  in  Sl  durch  ein  Primfunctional  tt  theilbar 
ist,  so  muss  einer  der  beiden  Factoren  durch  tc 
theilbar  sein. 

33* 
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Denn  wenn  a  und  ß  beide  nicht  durch  ti  theilbar,  also  beide 
relativ  prim  zu  jt  sind,  so  ist  nach  §.  139,  4.  auch  oc  ß  relativ  prim  zu  tc. 

Es  ergiebt  sich  daraus  durch  wiederholte  Anwendung,  dass, 
wenn  ein  Product  aus  mehreren  Factoren  durch  7t  theilbar  ist, 
mindestens  einer  der  Factoren  durch  7t  theilbar  sein  muss. 

3.  Die  kleinste  natürliche  ganze  Zahl  p,  die  durch 
ein  Primfunctional  7t  in  Sl  theilbar  ist,  ist  eine 
natürliche  Primzahl,  und  die  absolute  Norm  von  7t 
ist  eine  Potenz  von  p.  Jede  durch  7t  theilbare 
ganze  rationale  Zahl  ist  auch  durch  p  theilbar» 

Nach  §.  138,  13.  giebt  es  natürliche  Zahlen,  die  durch  7t 
theilbar  sind.  Die  kleinste  unter  ihnen,  _p,  kann  nicht  in  zwei 
natürliche  Factoren,  die  grösser  als  1  sind,  zerlegbar  sein;  denn 
ist  p=PiP2i  so  muss  entweder  p^  oder  j^j  durch  7t  theilbar  sein 
(nach  2.).  Ist  aber  keiner  der  Factoren  p^^  p2  =  1,  so  sind  sie 
beide  kleiner  als  p^  was  der  Voraussetzung  über  p  widerspricht. 
Folglich  ist  p  eine  natürliche  Primzahl.  Dass  jede  durch  7t 
theilbare  natürliche  Zahl  m  durch  p  theilbar  ist,  haben  wir 
schon  im  §.  138,  13.  bewiesen. 

Setzen  wir  nun 

(1)  p    =    7t(X), 

so  ist  o  ein  ganzes  Functional,  und  wenn  wir  beiderseits  die 
absoluten  Normen  nehmen,  so  folgt,  da  die  absolute  Norm  einer 
natürlichen  Zahl  die  n^^  Potenz  dieser  Zahl  ist; 

(2)  p^  =  Na{7t)  Na{a)). 

Hieraus    folgt    der    zweite   Theil    unseres   Satzes,    dass   die 
natürliche  ganze  Zahl  Na(7t)  eine  Potenz  von  p  ist. 
Setzen  wir  demnach 

(3)  2sl,(7t)=pf, 

so  ist/  eine  Zahl,  die  nur  einen  der  Werthe  1,2,3,  ...,  n  haben 
kann,  wenn  n  den  Grad  des  Körpers  Sl  bedeutet. 

Die  Zahl  /  heisst  der  Grad  des  Primfun ctionals  jt. 

§.  141. 

Zerlegung  der  ganzen  und  gebrochenen  Functionale 

in  Primfactoren. 

1.  Jedes  von  Null  verschiedene  ganze  Functional 
ö  des  Körpers  ß,  das  keine  Einheit  ist,  ist  durch 
ein  Primfunctional  theilbar. 
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Wenn  cj  prim  ist,  so  ist  der  Satz  evident,  v>'eil  a  durch 
sich  selbst  theilbar  ist.  Wenn  aber  cj  nicht  prim  ist,  so  ist  es 
durch  ein  ganzes  Functional  cji  theilbar,  das  weder  eine  Ein- 
heit, noch  mit  co  associirt  ist.     Ist  also 

(1)  09  ==  Oj  a, 

so  ist  weder  Wi  noch  a  eine  Einheit.     Aus  (1)  folgt  aber 

und  da  Na  (ß)  grösser  als  1  ist,  so  ist 

(2)  Na  («0   <  Na  («). 

Wenn  «j  noch  nicht  prim  ist,  so  kann  man  denselben 
Schluss  auf  (Ol  anwenden  und  findet  einen  Theiler  «2  ^on  cj^ 
derart,  dass 

(3)  N,  (CO,)   <   Na  («0   <   Na  (co) 

ist.  Da  es  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  natürlicher  Zahlen 
giebt,  die  kleiner  sind  als  Na(co),  so  muss  die  Reihe  der  Func- 
tionale  «,  coi,  co,^  .  .  .  abbrechen,  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn 
das  letzte  von  ihnen  ein  Primfunctional  ist,  wodurch  der  Satz  1. 
bewiesen  ist. 

2.    Jedes  ganze  von  Null  und  von  den  Einheiten  ver- 
schiedene  Functional    co    im   Körper  Sl    kann    in 
eine    endliche    Anzahl   von   Primfactoren    zerlegt 
werden. 
Ist  nämlich  tt^^  ein  Primfactor  von  co  und 

(4)  «   =   TTj  «1 , 

so  ist,  da  Na  (^i)  >  1  ist, 

Na  (co)  >    Na  («0. 

Ist  «i  keine  Einheit,  so  ist  es  durch  ein  Primfunctional  Tto 
theilbar,  und  aus 

Ol    =    TTo  COo 

folgt 

Na  (cOi)   >   Na  (CO.2). 

Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  eine  Reihe  ganzer  Func- 
tionale  03i,g>-2i  ••••>  deren  absolute  Normen  fortwährend  abnehmen, 
und  diese  Reihe  bricht  also  mit  einer  Einheit  ab.  Ist  tcv  die 
letzte  von  ihnen,  die  keine  Einheit  ist,  so  ist  jt,  selbst  ein  Prim- 
functional, und  es  folgt 

(5)  00   ^=   71^712    ..   .    7ty, 

w.  z.  b.  w. 
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3.  Ein  ganzes  Functional  cj  im  Körper  £1  ist  nur 
auf  eine  Weise  in  Primfactoren  zerlegbar,  wenn 
associirte  Primfactoren  als  nicht  verschieden 
betrachtet  werden.  Associirte  Functionale  ent- 
halten dieselben  Primfactoren. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  es  seien  die  beiden  Producte  von 
Primfactoren 

(6)  TTiTTg   .   .   .   7t,,  Xi^a   .   .   .   Xu 

mit  einander  associirt,  so  ist  das  Product  %  jTg  .  .  .  jTv  durch 
den  Primfactor  Xj  theilbar,  und  es  muss  daher,  nach  §.  140,  2., 
einer  der  Factoren,  etwa  jt^,  durch  x^  theilbar  und  folglich  mit 
Xi  associirt  sein.     Dann  sind  auch  die  Producte 

associirt,  und  folglich  ist  einer  der  Factoren  des  ersten  Pro- 
ductes,  etwa  7t2,  durch  %2  theilbar  und  daher  mit  ^2  associirt. 
So  kann  man  w^eiter  schliessen,  und  es  ergiebt  sich,  dass  nicht 
nur  die  Anzahl  der  %  mit  der  Anzahl  der  7t  übereinstimmen 
muss,  sondern  dass  auch  die  x  einzeln  den  7t  associirt  sind. 

Unter  den  Primfactoren  eines  ganzen  Functionales  o  kann 
derselbe  mehrmals  vorkommen,  und  diese  einander  gleichen 
(oder  associirten)  Factoren  können  zu  einer  Potenz  zusammen - 
gefasst  w^erden.  Ist  co  durch  7t^  theilbar,  so  sagen  wir,  das 
Primfunctional  7t  geht  hmsil  in  w  auf. 

Hiernach  hat  es  einen  ganz  bestimmten  Sinn,  wenn  von 
den  Primfactoren  eines  ganzen  Functionales  gesprochen  wird. 
Wir  folgern  noch  aus  dem  Bewiesenen: 

4.  Ein  ganzes  Functional  a  ist  dann  und  nur  dann 
durch  ein  anderes  ß  theilbar,  wenn  alle  Prim- 
factoren von  ß  unter  den  Primfactoren  von  oc 
vorkommen,  und  jeder  von  ihnen  mindestens  so 
oft  in  a  aufgeht,  als  in  ß. 

Denn  ist  a  durch  ß  und  ß  durch  7t^  theilbar,  so  ist  auch  a 
durch  7t^  theilbar. 

Sind  w,  /3,  .  .  .  ganze  Functionale,  Tt^,  7t2,  .  .  .  verschiedene 
Primfunctionale,  e^,  e^^  .  .  .  Einheiten,  so  können  wir  Exponenten 
«1,  «21  •  •  ••)  ^11  ^21  ...  so  bestimmen,  dass 

£j  06    =    71^1  Tt^i    .    .    . 

(7)  8,ß  =  :r^^i  7t\^  ... 
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wird,  falls  wir  den  Exponenten  gleich  Null  setzen,  wenn  einer 
der  Primfactoren  in  dem  betreffenden  Functionale  nicht  aufgeht. 
Ein  gemeinsamer  Theiler  der  Zahlen  cc,  /3,  .  .  .  kann  keine  anderen 
Primfactoren  als  tt^,  :r2,  .  .  .  enthalten,  und  jeder  gemeinsame 
Theiler  von  a,  j3,  .  .  .  hat  die  Form 

(8)  £d    =    TT«  Ttl    .   .   ., 

worin  a  nicht  grösser  als  die  kleinste  der  Zahlen  a^,  6i,  ...  sein 
darf,  b  nicht  grösser  als  die  kleinste  der  Zahlen  ^2,  62,  -..  u.  s.  f. 

Ist  a  die  kleinste  unter  den  Zahlen  «1,^1,  . .  .,  b  die  kleinste 
unter  den  Zahlen  «3?  ^2:  •  •  •■)  so  ist  die  in  (8)  dargestellte  Zahl  d 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Zahlen  a,  /3,  .  .  .  In 
Worten  ausgedrückt: 

Man  erhält  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  mehrerer 
ganzer  Functionale  a,  /3,  . . . ,  wenn  man  ein  Product  aus  Prim- 
factoren bildet,  in  das  man  jeden  Primfactor  so  oft  aufnimmt,  als 
er  in  jeder  der  Zahlen  w,  /3,  .  .  .  aufgeht. 

Zwei  Zahlen  sind  relativ  prim,  wenn  sie  keinen  gemein- 
schaftlichen Primfactor  enthalten. 

Dem  entsprechend  definiren  wir  als  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Multiplum  ^  der  Functionale  «,  /3,  .  .  .  ein  Product 
aus  Primfactoren,  in  das  wir  einen  Factor  7t  so  oft  aufnehmen, 
dass  er  in  keinem  der  Functionale  a,  /3,  . . .  öfter  als  in  ^  aufgeht. 
Dieses  Functional  ^  hat  dann,  ebenso  wie  jedes  mit  ^  associirte 
Functional,  die  doppelte,  und,  wie  wir  hinzufügen  können,  charak- 
teristische Eigenschaft,  dass  es  durch  jedes  der  Functionale 
a,  /3,  .  .  .  theilbar  ist,  und  dass  jedes  andere  Functional,  das 
durch  a,  /3,  .  ,  .  theilbar  ist,  auch  durch  ^  theilbar  ist. 

Das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  zweier  relativer 
Primfunctionale  ist  ihr  Product. 

Man  kann  diese  Sätze  anwenden,  um  gebrochene  Functionale 
in  der  einfachsten  Gestalt  oder  als  reducirte  Brüche  dar- 
zustellen ,  indem  man  Zähler  und  Nenner  in  ihre  Primfactoren 
zerlegt  und  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  weghebt. 
Zähler  und  Nenner  eines  reducirten  Bruches  sind  durch  den 
Bruch  selbst  völlig  bestimmt,  abgesehen  von  einem  gemeinschaft- 
lichen Einheitsfactor,  der  unbestimmt  bleibt. 

Ebenso  kann  man  eine  beliebige  Zahl  gegebener  Brüche 
auf  gemeinsamen  Nenner,  den  Hauptnenner,  bringen,  indem  man 
ein  gemeinsames  Multiplum  aller  gegebenen  Nenner  als  gemein- 
schaftlichen Nenner  wählt. 
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Sind  die  gegebenen  Functionale  wirkliche  Brüche,  d.  h. 
reduciren  sie  sich  nicht  alle  auf  ganze  Functionale,  so  muss  der 
gemeinsame  Nenner  wenigstens  einen  Primfactor  enthalten,  der 
nicht  in  allen  Zählern  vorkommt. 

Alles  das  ist  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  der) 
Regeln  der  elementaren  Arithmetik,  und  auch  die  ßeweis- 
methoden,  die  wir  hier  angewandt  haben,  sind  wesentlich  die- 
selben, die  dort  gebraucht  werden.  Der  Kernpunkt  der  Deduction 
ist  einerseits  die  weitgehende  Verallgemeinerung  des  Begriffes 
der  Einheit,  andererseits  die  darauf  gegründete  Definition  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  im  ^.  139. 


§.  142. 
Ganze  Functionen   im  Körper  Sl. 

Die  Hülfsmittel,  über  die  wir  jetzt  verfügen,  reichen  aus,  um 
die  Schlussweise,  deren  wir  uns  im  §.  2  des  ersten  Bandes  zum 
Beweis  des  Gauss'schen  Satzes  bedient  haben,  auf  die  Func- 
tionale anzuwenden. 

In  der  That  ist  ja  der  Satz,  auf  den  sich  jener  Beweis 
wesentlich  stützt,  dass  ein  Product  zweier  ganzer  Zahlen  nur 
dann  durch  eine  Primzahl  theilbar  ist,  wenn  diese  Primzahl  in 
einem  der  Factoren  aufgeht,  auch  für  die  jetzt  eingeführten 
Primfunctionale  als  gültig  erwiesen. 

Wir  können  demnach,  indem  wir  dem  erwähnten  Beweise 
Schritt  für  Schritt  folgen,  den  Satz  als  erwiesen  ansehen: 

1.    Wenn   zwei   ganze  Functionen    einer   Variablen   / 
der  Grade  h  und  h: 

cp  =  aj^  +  aj^--^  -\ ^ah 

deren  Coefficienten  ganze  Functionale  sind,  die 
die  Variable  t  nicht  enthalten,  ein  Product 

X  =  yot''^''  +  y^t^^^-'  H h  Tk  +  u 

haben,  in  dem  die  Coefficienten  yo,  yi^  .  .  .,  yn  +  k 
einen  gemeinschaftlichen  Primtheiler  n  haben, 
so  muss  7t  entweder  in  allen  Coefficienten  von  cp 
oder  in  allen  Coefficienten  von  i/^  aufgehen. 


§.  142.  Ganze    Functionen   in    ^2.  521 

Aus  diesem  Satze  ziehen  wir  hier  eine  wichtige  Folgerung: 
Die  Functionen 

(1)  (P  =  (P,  t^'  +  9i  ^"-'  H h  9^/o 

in  denen  die  Coefficienten  9?o,  <5Pi,  •••,  ^h  ganze  oder  gebrochene 
Functionale  in  ii  sind,  aber  von  den  Variablen  t  frei  angenom- 
men werden,  gehören  selbst  zu  den  Functionalen  im  Körper  ^. 
Von  ihnen  gilt  der  Satz: 

2.    Ein  Functional  (p  ist  nur  dann  ganz,   wenn  die 

Coefficienten   (jpo,  9i,  .  •  •,  ^n  ganze   Functionale 

sind. 

Um  ihn  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  seien  901  ^\^  •  •  o  9/» 

nicht  alle  zugleich  ganz.     Bestimmen  wir  ihren  Hauptnenner  a 

und  setzen 

fi^o  =  «0,   ,uqPi  =  «1,  .  .  .,  iiAqp/t  =  «;», 

so  sind  «0,  «1,  .  .  .,  «^  ganze  Functionale,   und  y.  enthält  wenig- 
stens  einen  Primfactor  jr,   der  nicht   zugleich   in   allen   Zählern 
«0,,  «1,  .  .  .,  «;,  aufgeht  (vgl.  den  Schluss  des   vor.  Paragraphen). 
Dann  ist  die  Function 

(2)  X  =  ^^  =  «0^^  +  «if^'-i  -| [-«;,, 

deren  Coefficienten  nun  ganz  sind,  gewiss  ein  ganzes  Functional. 
Nehmen  wir  nun  an ,  es  sei  (p  selbst  ganz ,  so  ist  ^i  cp 
durch  7t  theilbar,  während  doch  nicht  sämmtliche  Coefficienten 
«0,  «1,  .  .  .,  «jj  durch  7t  theilbar  sind.  Wenn  nun  q)  ein  ganzes 
Functional  ist,  so  genügt  es  einer  Gleichung  von  der  Form 

<3)  r'  =  c, r'-'  +  c^r'-'^ h  a«, 

in  der  die  Coefficienten  Ci,  Cg,  .  .  .,  C,„  ganze  rationale  Func- 
tionale sind. 

Diese  Functionale    setzen  wir  nach   §.  136.  (2)  in   die  Form 


E    '      '~     E    '        '     '"  "~     E    ' 
worin  «j,  «21  ♦  •  -i  ^^m  die  absoluten  Werthe   von  Ci,  Cg,  .  .  .,  C, 
also   natürliche   ganze  Zahlen   (oder  Null),   und   E^  E^^  .  .  .^  E, 
primitive  ganze  Functionen,  also  Einheiten,  sind. 
Dann  ergiebt  die  Gleichung  (3): 

E  qp»'  =  «1  E^  9'»-!  +  a.,  £"2  9'»-^  H +  a,n  Kn, 

und  durch  Multiplication  mit  fi'": 

(4)  Er  =  .a(aiEir-'+öf2^2f^r~'H i-«--£^mfi'"-^). 


MM 
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Hier  stehen  nun  rechter  und  linker  Hand  ganze  Functionen 
von  ^,  deren  Coefficienten  ganze  Functionale  sind.  Auf  der 
rechten  Seite  haben  alle  diese  Coefficienten  den  Factor  fit,  also 
auch  den  Factor  :r,  während  nach  Voraussetzung  nicht  alle 
Coefficienten  von  %  diesen  Factor  haben.  Da  E  eine  Einheit  ist^ 
so  enthalten  auch  die  Coefficienten  von  E  den  Factor  %  nichts 
und  folglich  können  nach  dem  Satze  1.  auch  die  Coefficienten 
von  jE';^''^  nicht  alle  durch  n  theilbar  sein,  was  doch  die  Glei- 
chung (4)  verlangen  würde.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  unsere 
Annahme,  g?  sei  ganz,  ^Jq^  9^n  •  •  o  9^/i  dagegen  nicht  alle  ganz, 
unstatthaft  ist,  und  der  Satz  2.  ist  somit  bewiesen. 

Nehmen  wir  nun  an,  in  qp  seien  die  Coefficienten  9^0^  <5Pi5  •  •  • 
selbst  wieder  ganze  Functionen  einer  Variablen,  und  wenden 
den  Satz  2.  wiederholt  darauf  an,  so  gelangen  wir  zu  dem 
Schlüsse : 

3.  Eine  ganze  rationale  Function  beliebig  vieler 
Veränderlicher,  deren  Coefficienten  Zahlen  oder 
Functionale  mit  anderen  Variablen  sind,  ist  nur 
dann  ein  ganzes  Functional,  wenn  die  Coeffi- 
cienten ganz  sind. 

Wir  können  jedes  Functional  o  als  Quotienten  zweier  ganzer 
Functionen  in  der  Weise  darstellen,  dass  der  Nenner  eine  pri- 
mitive Function  im  Körper  jR  wird. 

Denn  sind  (5p,  i)  ganze  Functionen  in  ii,  und  ist 

so  können  wir  den  Bruch  0  durch  i/^'  erweitern  und  erhalten  im 
Nenner  eine  ganze  Function  mit  rationalen  Coefficienten.  Den 
Theiler  dieser  Function  können  wir  dann  zum  Zähler  von  co 
rechnen,  und  erhalten,  wenn  E  eine  primitive  Function,  %  eine 
ganze  Function  in  ß  bedeutet: 

d.  h.  man   kann  jedes  Functional  o   in   »ß   durch  Multiplication 
mit   einer   primitiven   Function  E  in    eine    ganze   Function    der 
Variablen  verwandeln,  deren  Coefficienten  Zahlen  in  ^  sind. 
Mit  Zuziehung  des  Satzes  3.  ergiebt  sich  hieraus: 

4.  Jedes  ganze  Functional  o  im  Körper  *ß  ist  asso- 
ciirt  mit  einer  ganzen  Function  %^  deren  Coeffi- 
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cienten'  ganze  Zahlen  in  Sl  sind,  und  geht  durch 
Multiplication  mit  einem  rationalen  FunctionaU 
welches  eine  Einheit  ist,  in  %  über. 


§■  US. 
Die  Primfactoren  der  Zahlen  des  Körpers  Sl. 

Da  unter  den  Functionalen  des  Körpers  Sl  auch  die  Zahlen 
enthalten  sind,  so  ergiebt  sich  aus  den  Resultaten  des  §.  141, 
dass  sich  auch  die  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl  in  Primfactoren 
zerlegen  lassen,  aber  in  Primfactoren,  die  im  Allgemeinen  nicht 
Zahlen,  sondern  Functionale  sind.  Es  ist  aber  nicht  ausge- 
schlossen, dass  in  besonderen  Fällen  unter  den  Primfunctionalen 
auch  Zahlen  auftreten  können,  die  dann  Primzahlen  des 
Körpers  Sl  heissen. 

Alle  Gleichungen  zwischen  Functionalen  sind  in  letzter  In- 
stanz identische  Gleichungen  zwischen  ganzen  rationalen  Func- 
tionen und  lösen  sich  in  eine  Reihe  von  Gleichungen  zwischen 
Zahlen  auf.  Sie  bleiben  also  richtig,  wenn  für  die  Variablen 
andere  Zeichen  gesetzt  werden. 

Es  folgt  daraus,  dass  ein  ganzes  Functional,  eine  Einheit^ 
ein  Primfunctional  nicht  aufhören,  ganze  Functionale,  Einheiten, 
Primfunctionale  zu  sein,  wenn  für  die  Variablen  andere  Symbole 
gesetzt  werden. 

Zerlegen  wir  also  eine  Zahl  in  ihre  Primfactoren,  so  können^ 
wenn  unter  diesen  Primfactoren  Functionale  vorkommen,  in  der 
diese  Zerlegung  darstellenden  Gleichung  die  Variablen  durch 
beliebige  andere  Variable  ersetzt  werden,  und  daraus  folgt  die 
Verallgemeinerung : 

1.  Man  kann  die  Primfactoren  eines  ganzen  Func- 
tionals  co  so  darstellen,  dass  sie  die  Variablen, 
von  denen  co  abhängt,  nicht  enthalten. 

Denn  jedes  ganze  Functional  cj  ist  Theiler  von  Zahlen, 
sogar  von  rationalen  Zahlen,  z.  B.  von  der  absoluten  Norm  von  a. 
Die  Primfactoren  von  co  sind  daher  unter  den  Primfactoren  einer 
dieser  Zahlen  zu  suchen  und  können  also  durch  Variable  dar- 
gestellt werden,  die  von  den  in  g>  vorkommenden  verschieden 
sind. 
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Nach   §.  142,  4.  können  wir,  wenn  «   ein  gegebenes  ganzes 
Functional,   E  eine   Einheit,   (p   eine   ganze   Function   in   Sl  ist, 
setzen : 
(1)  Ea  =  (f  (x,  y,  .  .  .). 

Wenn  wir  andererseits  cj  in  seine  Primfactoren  zerlegen,  so 
können  wir  nach  1.  diese  Primfactoren  von  den  Variablen 
^,  2/,  .  . .  frei  annehmen,  und  wenn  wir  wieder  das  Product  dieser 
Primfactoren  bilden,  so  erhalten  wir  eine  mit  cj  associirte  Zahl 
«1,  die  von  den  Variablen  ^,  ?/,  .  .  frei  ist. 

Ordnen  wir  den  Quotienten  9  :  «i,  der  eine  ganze  Zahl 
(sogar  eine  Einheit)  ist,  nach  den  Variablen  x^y,  ...,  so  schliessen 
wir  aus  §.  142,  3.,  dass  alle  Coefficienten  der  Function  cp  durch 
«1  und  folglich  auch  durch  co  und  cp  theilbar  sind. 

Wenn  andererseits  alle  Coefficienten  von  cp  durch  irgend 
€inen  Factor  d  in  «ß  theilbar  sind,  so  ist  auch  cp  durch  d  theil- 
bar, und  daraus  ergiebt  sich: 

2.  Eine  ganze  Function  q)  mit  ganzen  Zahlen  als 
Coefficienten  ist  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  aller  ihrer  Coefficienten. 

Die  ganze  Zahl  cp  geht  also  nach  §.  139  in  eine  associirte 
Zahl  über,  wenn  die  einzelnen  Potenzen  und  Producte  der 
Variablen  durch  je  eine  Variable  ersetzt  werden.  Daraus  ergiebt 
sich  auch  als  Corollar,  dass  jedes  Functional  cj  in  ein  associirtes 
übergeht,  wenn  die  Variablen  irgendwie  anders  bezeichnet 
werden. 

Es  ist  nun  der  folgende  wichtige  Satz  zu  beweisen: 

3.  Ist  cj  ein  beliebiges  ganzes  Functional,  so  kann 
man  eine  durch  a  theilbare  Zahl  w  so  wählen, 
dass  der  Quotient  oc  :  09  zu  einem  beliebig  ge- 
gebenen Functionale  ^  relativ  prim  ist. 

Wir  beweisen  zunächst,  dass  es  eine  ganze  Zahl  a  giebt, 
die  durch  o,  aber  nicht  durch  cj  it  theilbar  ist,  wenn  it  ein 
beliebiges  Primfun ctional  ist. 

Bilden  wir  nämlich  nach  §.  142,  4.  eine  mit  o  associirte 
ganze  Function  9?,  so  sind  die  Coefficienten  dieser  Function  zwar 
alle  durch  co ,  aber  nicht  alle  durch  co  %  theilbar ,  weil  sonst 
auch  cp  und  mithin  ca  selbst  durch  ca  7t  theilbar  wäre,  was  nicht 
möglich  ist.  Es  giebt  also  unter  den  Coefficienten  von  cp  wenig- 
stens einen,  der  die  verlangte  Eigenschaft  hat. 
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Es  sei  jetzt  jTj,  jto,  JTg,  .  .  .  eine  beliebige  Anzahl  von  ein- 
ander verschiedener  gegebener  Primfunctionale.     Wir  setzen 

und  bestimmen  nach  dem,  was  soeben  bewiesen  ist,  die  ganzen 

Zahlen  «j,  «21  (^3-)  •  •  -  i^  ^-i  so  dass 

«1  theilbar  wird  durch  «1 ,  aber  nicht  durch  co^  71^ 
«2         r  J5  w       ^2       7?  W  ?7       ^2  ^2 

1 

und  leiten  daraus  die  ganze  Zahl 

ab.  Diese  Zahl  ist  offenbar  theilbar  durch  0,  da  alle  Summanden 
«1,  «2,  «3,  .  .  .  durch  o  theilbar  sind.  Sie  ist  aber  nicht  theilbar 
durch  öTTi,  weil  zwar  «2,  «3,  .  .  .,  nicht  aber  «i  durch  con^  theil- 
bar ist ;  und  ebenso  ist  sie  nicht  durch  co  ii.y^  co  n^^  .  .  .  theilbar. 
Wenn  wir  also 

setzen,  so  ist  r]  ein  ganzes  Functional,  das  nicht  durch  n  1,7t 2^ 71^^.. . 
theilbar  ist,  und  das  daher,  wenn  jr^,  tt^-,  %?  •  •  •  die  von  einander 
verschiedenen  Primfactoren  von  ^  sind,  relativ  prim  zu  ^  ist. 

Nehmen  wir  nun  beliebig  eine  durch  co  theilbare  ganze  Zahl 
/3  in  ii  an  und  setzen  ß  :=  cj^^  dann  können  wir  oc  =  a  rj  so 
bestimmen,  dass  rj  relativ  prim  zu  ^  wird,  und  dann  ist  co  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  oc  und  ß.     Daraus  folgt: 

4.  Jedes  ganze  Functional  co  des  Körpers  Sl  ist  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  zweier  ganzer 
Zahlen,  und  folglich  ist  co  associirt  mit  einer 
binären  Linearform  ax-\-  ßy^  in  der  a  und  ß  ganze 
Zahlen  sind. 


Es  mag  hier  noch  eine  allgemeine,  auf  ein  anderes  Gebiet 
hinübergreifende  Bemerkung  ihren  Platz  finden. 

Es  ist  das  Hauptergebniss  dieses  Abschnittes,  dass  sich  die 
ganzen  algebraischen  Zahlen  in  einem  bestimmten  Körper  in 
eindeutiger  Weise  in  Primfactoren  zerlegen  lassen,  genau  in  der- 
selben Weise,  wie  dies  bei  den  ganzen  rationalen  Zahlen  be- 
kannt ist;  freilich  aber  nur  dadurch,  dass  der  Inhalt  des  Körpers 
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(durch  Adjunction  von  Variablen)  vergrössert  wird.  Es  entsteht 
so  ein  erweiterter  Körper,  in  dem  die  Gesetze  der  Zerlegbarkeit 
rein  gelten. 

Den  Ausgangspunkt  der  Definitionen  bildete  der  Körper  R 
der  rationalen  Zahlen,  und  wenn  wir  uns  Rechenschaft  darüber 
geben  wollen,  auf  welchen  Eigenschaften  des  Körpers  R  die 
Möglichkeit  dieser  Erweiterung  beruht,  so  finden  wir,  dass  es 
einerseits  die  Existenz  der  ganzen  Zahlen  in  jR,  andererseits  die 
eindeutige  Zerlegbarkeit  dieser  ganzen  Zahlen  in  Primfactoren 
ist,  die  allein  bei  der  ganzen  Deduction  benutzt  wurden.  Wenn 
wir  also  an  Stelle  des  Körpers  R  irgend  einen  anderen  Körper 
treten  lassen,  dem  diese  beiden  Eigenschaften  zukommen,  so 
werden  wir  dieselben  Folgerungen  ziehen  können.  Nehmen  wir 
für  R  einen  anderen  algebraischen  Zahlkörper,  so  bekommen 
wir  freilich  nichts  Neues,  wohl  aber,  wenn  wir  z.  B.  an  Stelle 
des  Körpers  R  den  Körper  der  rationalen  Functionen  einer 
Variablen  setzen,  dem  ja  die  beiden  fundamentalen  Eigenschaften 
;auch  zukommen.  So  gewinnen  wir  einen  Ausgangspunkt  für  die 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer  Variablen  i). 


^)  Vergl.  Dedekind-Weber,   Theorie  der  algebraischen  Functionen 
•einer  Veränderlichen.     Grelle' s  Journal,  Bd.  92. 


Siebzehnter  Abschnitt. 
Theorie  der  algebraischen  Körper. 


§.  144. 

Basis  eines  algebraischen  Zahlkörpers. 
Discriminanten. 

Es  sei 

(1)  f{&)  =  0«  +  a,  0"-i  H h  ^n  ==  0 

die  irreducible  Gleichung  w*®^  Grades  mit  rationalen  Coefficienten 
ai,  ttg,  .  .  .,  a„,  die  uns  einen  algebraischen  Körper  §1  =  B  (&) 
definirt.  Der  Körper  Sl  ist  dann  der  Inbegriff  aller  Zahlen  der 
Form 

(2)  c3   =  h,+h,&  +  h,&2j^ h  ^n  &^-\ 

worin  /ij,  h^,  . .  .,  hn  rationale  Zahleo  sind.  Setzen  wir  aber 
für  Äj,  7^2?  -»M  K  rationale  Functionale,  so  erhalten  wir  aus  (2) 
alle  Functionale  des  Körpers  Sl. 

Betrachten  wir  ein  beliebiges  System  von  w  Zahlen 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Determinante 

(4)  H  =  ^±\iK2.  .  .Kn 

von  Null  verschieden  ist,  so  kann,  wegen  der  Irreducibilität 
von  /,  eine  Gleichung  der  Form 

(5)  A'i  «1    +   ^'2  »2   +   •   •   •   +  ^^n  «n   =  0, 

in  der  A^i,  fcg,  .  .  .,  Ä'n  rationale  Zahlen  sind,  nur  dann  bestehen, 
wenn  diese  Coefficienten  alle  Null  sind,  und  dies  gilt  auch  dann 
noch,  wenn  in  der  Gleichung  (5)  für  die  Coefficienten  rationale 
Functionale  zugelassen  werden. 
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Eliminiren  wir  aber  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  die 
Potenzen  von  0,  so  ergiebt  sich  eine  Relation  von  der  Form 

(6)  CO  =  hi^  G9i    -]-    7^2  »2    +   •   •   •   +  ^n  «n- 

Man  kann  also  jede  Zahl  und  jedes  Functional  des  Körpers 
Sl  iii  der  Form  (6)  darstellen,  wenn  man  für  \^  Iz^-,  . .  •,  ^n  ratio- 
nale Zahlen  oder  Functionale  setzt.  Diese  Darstellung  ist  für 
ein  gegebenes  co  [wegen  (5)]  nur  auf  eine  Art  möglich,  und  g> 
ist  eine  Zahl,  wenn  die  ^j,  ^27  •  •  -5  ^n  Zahlen  sind,  dagegen  ein 
Functional,  wenn  unter  den  h  auch  Functionale  vorkommen. 

Ein  solches  System  von  Zahlen,  wie 

Wl,   032,   •  •  •)  ^n-, 

nennen  wir  eine  Basis  des  Körpers  £1.  Eine  solche  Basis 
bilden  auch  die  Potenzen  von  0: 

1,  0,  02,  .  .  .,  0"-i. 

Bezeichnen  wir  mit  Or,i->  «r,  2,  -  -  -•,  (^r,n  die  mit  Or  con- 
jugirten  Zahlen,  so  ist  das  Determinantenquadrat 

(7)  Z/  («1,   «2,   .   .   .,   «„)    =    (U  ±   091,1  «2,2   •   .   .   ««,n)^ 

eine  symmetrische  Function  der  conjugirten  Werthe  ©i,  ©21  •••^  ®n 
und  ist  folglich  eine  rationale  Zahl." 

Diese  Zahl  heisst  die  Discriminant e  des  Systemes 
«i,  «2,  .  • .,  03n-     Insbesondere  ist 

(8)  z/  (1,  0,  02,  .  .  .,  0«-i)  =      ''  ^2,  .  .  .,  ^2 

1, 0„, . . .,  &:-' 

die  Discriminante  der  Gleichung  (1)  (Bd.  I,  §.  46),  für  die  man 
auch,  wenn  N  das  Zeichen  für  die  Norm  ist, 

n(n  — 1) 

(9)  (-1)     2       jv/(0) 

setzen  kann.  Diese  Zahl  ist  also  sicher  von  Null  verschieden. 
Nach  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten  (Bd.  I,  §.  27) 
ergiebt  sich  aus  (3)  und  (7): 

(10)  ^  («1,   «2,   .   .   .,   (^n)  =  H^^  (1,   0,    02,   .   .   .,    0H-1), 

woraus  man  schliesst,  dass  die  Discriminante  einer  Basis  von  Sl 
immer  von  Null  verschieden  ist.  Da  H  eine  rationale  Zahl  ist, 
so  folgt,  dass  das  Verhältniss  der  Discriminanten  verschiedener 
Basen    das   Quadrat    einer    rationalen   Zahl    ist,    und    dass    die 
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Discriminanten  aller  Basen  von  5i  dasselbe  Vorzeichen  haben. 
Die  Formel  (10)  zeigt  auch,  dass  irgend  ein  System  von  n  Zahlen 
G)r  des  Körpers  ü  immer  dann  eine  Basis  von  Sl  ist,  wenn  das 
Determinantenquadrat  (7)  nicht  verschwindet. 

Ist  «1,  G92,  .  • .,  (On  eine  Basis  von  *ß,  und  bedeuten  c^,»  ratio- 
nale Zahlen,  so  bilden  auch  die  n  Zahlen 

a'r  =  C,.,i  «1   +   CV,2  «2   +   •  •  •   +   ^r,«  «n  >*  =    1,  2,   .  .  .,   tl 

eine  Basis  von  ii,  wenn  die  Determinante 

C  =  Z  ±  Ci,iC2,2  .   .  .  Cn,n 

nicht  verschwindet,  und  es  ist 

(11)  Z/   («i',   «2,   .   .   .,   Co'n)  =    02z/   (Wi,   d-^,   .   .   .,   (ö„). 

Wenn  wir  2.  B.  die  Elemente  oji,  gjo,  .  .  .,  ft>„  einer  Basis  mit 

rationalen  Coefficienten  Cj,  C2,  .  .  .,  c„  multipliciren,  deren  keiner 
verschwindet,  so  erhalten  wir  eine  neue  Basis 

CiOJi,   C2CO2,   .  .   .,  CnCOn. 


§.  145. 
Die  Minimalbasis  und   die  Körperdiscriminante. 

Nach  der  zuletzt  gemachten  Bemerkung  verliert  eine  Basis 
von  Sl  die  Eigenschaft,  eine  Basis  zu  sein,  nicht,  wenn  man  jede 
ihrer  Zahlen  mit  einer  von  Null  verschiedenen  rationalen  Zahl 
niultiplicirt.  Nun  kann  man  nach  §.133, 5.  jede  Zahl  durch  Multi- 
plication  mit  einer  ganzen  rationalen  Zahl  in  eine  ganze  Zahl 
verwandeln,  und  daraus  folgt,  dass  es  Basen  von  i2  giebt, 
deren  Elemente  lauter  ganze  Zahlen  sind.  Die  Discri- 
minante  einer  solchen  Basis  ist  eine  ganze  rationale 
Zahl.  Diese  ganze  rationale  Zahl  ist  von  Null  verschieden.  Sie 
ändert  sich,  wenn  eine  andere  ganzzahlige  Basis  gewählt  wird, 
behält  aber  für  einen  bestimmten  Körper  ein  unverändertes 
Vorzeichen. 

Unter  all  diesen  ganzen  Zahlen,  die  als  Discriminanten  einer 
ganzzahligen  Basis  auftreten  können,  und  die  alle  in  quadra- 
tischem Verhältniss  zu  einander  stehen,  muss  nun  eine  dem 
absoluten  Werthe  nach  die  kleinste  sein.  Diese  kleinste  Discri- 
minante  bezeichnen  wir  mit  z/  und  nennen  sie  die  Grundzahl 
oder  auch  die  Discriminante  des  Körpers  Sl. 

Weber,  Algebra.    II.  3^ 
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Dies  z/  ist  eine  durch  Sl  völlig  bestimmte  positive  oder 
negative,  aber  niemals  verschwindende  ganze  rationale  Zahl,  und 
es  giebt  immer  eine  aus  ganzen  Zahlen  «i,  Wg,  .  . .,  ß>n  bestehende 
Basis  von  ü,  deren  Discriminante  gleich  z/  ist. 

Eine  solche  Basis  wollen  wir  kurz  eine  Minimalbasis 
von  ^  nennen. 

Verstehen  wir  unter  Z^i,  Ä^g,  .  .  .,  ^«  irgend  welche  ganze 
rationale  Zahlen,  so  ist  jede  Zahl  von  der  Gestalt 

(1)  09   =  /bi  «1    -|-   hi  C0.2   -{-•'-   -\-   hn  COn 

eine  ganze  algebraische  Zahl,  und  wir  beweisen  jetzt  den  funda- 
mentalen Satz: 

1.    Wenn   Wi,  «2,  ...,09^    eine   Minimalbasis   ist,   so 

sind   in    der   Form   (1)   alle    ganzen   Zahlen   des 

Körpers  Sl  enthalten. 

Da  «i,  «2,  ...,«„  eine  Basis  ist,  so  kann  zunächst  jede  Zahl 

in  Sl  in  der  Form  (1)  dargestellt  werden,  wenn  für  7^^,  Ä:2,  . . .,  A:„ 

rationale   Brüche   zugelassen   werden.     Nehmen   wir  also   an,   es 

sei  eine  ganze  Zahl  cj  in  der  Form 

(2)  «  = ^ 

darstellbar,  worin  /^i,  A^g^  •  •  •■)  ^n,  /^  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
so  dass  nicht  alle  Ic^^  Ic^^  .  .  .^  hn  mit  h  einen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben.  Ist  p  irgend  eine  in  k  aufgehende  natürliche 
Primzahl  und  Tiz=  pk\  so  muss  wenigstens  einer  der  Coefficienten 
Z^i,  ÄJa,  .  .  .,  ^n  durch  p  unth eilbar  sein.  Es  sei  etwa  k^  durch  p 
nicht  theilbar;  dann  lasst  sich  die  ganze  rationale  Zahl  l  so 
bestimmen,  dass  l\  ^  l  (mod  jp),  oder  {Iki  —  1)  durch  p  theilbar 
wird.     Es  folgt  dann  aus  (2): 

(3)  Wco  -  ^^i^-1  09,  =  <^i+^hco,  +  "-  +  lKa^n  ^     . 
^  p  p 

und  ai  ist  gleichfalls  eine  ganze  algebraische  Zahl.     Setzen  wir 

(4)  092  =  «2,    .   .  .,    09;^  =  09n, 

so  bilden  die  Zahlen  09^,  092,  .  .  .,  09n  eine  ganzzahlige  Basis 
von  iß,  weil  sich  die  Zahlen  09,,  092,  .  .  .,  09„  und  folglich  alle 
Zahlen  09  linear  durch  09^,  092,  .  .  .,  09^  ausdrücken  lassen,  und  die 
Formel  (11)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt 

(5)  ^  (09i,   092,   ,   .   .,   CO'n)   —   —   ^   (09,,   092,   •   •   •,   <»«). 
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Die  Discriminante  z^  («i,  «2,  .  .  .,  «;,)  ist  also  kleiner  als 
z;  (ü9i,  «2,  .  .  .,  09«),  und  dies  widerspricht  der  Annahme,  dass 
«1,  C0.2:  .  .  .,  cjn  eine  Minimalbasis  sei.  Damit  ist  unser  Satz  er- 
wiesen. 

Bezeichnet  man  die  Gesammtheit  aller  ganzen  Zahlen 
des  Körpers  Sl  mit  0,  so  erhält  man  alle  Zahlen  von  0,  und  jede 
nur  einmal,  wenn  man  in 

(6)  Z;i  «1  +  A'.2  «2  +  •  •  •  +  k„  cjn 

die  Coefficienten  Ä^i,  k.2^  .  .  .,  Ä-„  die  sämmtlichen  ganzen  rationalen 
Zahlen  durchlaufen  lässt. 

Aus  diesem  Grunde  wird  eine  Minimalbasis  von  Sl  auch 
eine  Basis  von  0  genannt. 

Die  Discriminante  einer  Basis  von  0  ist  gleich 
der  Grundzahl  des  Körpers  Sl. 

Nach  der  Formel  (11)  des  vorigen  Paragraphen  können  wir 
aus  einer  Basis  von  0  beliebig  viele  andere  durch  lineare  Sub- 
stitution ableiten: 

(7)  («1',  «2.  .  .  .,  co'n)  =  C  (Wj,  »2,  .  .  .,  w„), 

Avenn  C  (nach  den  Bezeichnungen  des  §.  37)  eine  lineare  Sub- 
stitution mit  rationalen  ganzzahligen  Coefficienten  und  der  Deter- 
minante +  1  bedeutet. 

Da  nach  der  Bedeutung  der  Basis  von  0  alle  ganzen  Zahlen 
in  5i,  also  auch  die  Elemente  «i,  »2,  .  .  .,  co'n  einer  zweiten 
Basis  von  o  linear  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  durch 
«1,  C92,  .  .  .,  ö„  darstellbar  sind,  so  folgt  auch  umgekehrt,  dass 
man  durch  solche  lineare  Substitutionen  mit  der  Determinante 
+  1  aus  einer  Basis  von  o  alle  anderen  ableiten  kann. 

Denn  ist 

(«1,    «2,   .    .   .,   W„)  ==    C  (öl',   092,   .   .    .,   «n), 

SO  muss  die  zusammengesetzte  Substitution  C  C  die  identische 
sein,  und  das  Product  beider  Determinanten  ist  also  1,  also  jede 
von  ihnen  =  4i  1. 

Da  unter  den  Zahlen  von  0  immer  die  Zahl  1  enthalten  ist, 
«0  kann  man,  wenn  «i,  «2,  .  •  .,  w„  eine  Basis  von  0  ist,  die 
ganzen  rationalen  Zahlen  Cj,  C2,  . . .,  c„  so  bestimmen,  dass 
die  Relation 

(8)  Ci  «1   -[-   C2  «2    +   •   •   •   -f-   Cn  (On   =   1 

befriedigt  ist. 

34* 
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Es  gilt  aber  auch  in  Bezug  auf  die  Functionale  der  Satz: 

2.    Wenn  »i,  «gi  •.•,»„  eine  Basis  von  o  ist,  so   sind 
in  der  Form 

(9)  09   =  %  «1   +   ^2  «2   +   •    •   •   +  ^^«  ^ny 

in   der  it^,  %i  •  •  ••>  ^*«  ganze  rationale  Functionale 
sind,  alle  ganzen  Functionale  in  Sl  enthalten. 

Denn  wir  haben  schon  oben  gezeigt,  dass  alle  Functionale 
überhaupt  in  der  Form  (9)  enthalten  sind,  wenn  die  Coefficienten 
tii,  U2,  .  ,  .^  tin  ganze  oder  gebrochene  rationale  Functionale  sind. 
Wir  können  aber  immer  eine  ganze  primitive  Function  e  so  be- 
stimmen, dass 

eui  =  y:^,  eu2  =  y2,  •  •  .,  eun  ==  yn 

ganze  Functionen  der  Variablen  sind,  und  dann  wird 

(10)  e  «  =  2/1  «i  -f-  ^2  «2  +  •  •  •  +  2/»  ««^ 

und  da  e  eine  Einheit  ist,  so  ist  ea  zugleich  mit  a  ganz.  Da 
nun  die  Coefficienten  der  Potenzen  und  Producte  der  Variablen 
in  der  Function  (10)  nach  §.  142,  3.  ganze  Zahlen  sein  müssen^ 
so  folgt  nach  1.,  dass  die  Coefficienten  in  den  Functionen 
Vit  y^^  '  •  '•>  Vn  ganze  rationale  Zahlen  sein  müssen,  und  dass  folg- 
lich t^i,  %,...,  iin  ganze  rationale  Functionale  sind. 

§•  146. 
Die  Basen  der  Functionale. 

Ist  ii  ein  ganzes  Functional  des  Körpers  .ß,  so 
verstehen  wir  unter  einer  Basis  von  ^  ein  System 
von   n  ganzen   Zahlen   in   ^: 

(1)  «1,  «2,  •  •  •■>  «to 

das  eine  Basis  des  Körpers  ^  ist,  und  dem  die  Eigen- 
schaft zukommt,   dass   in   der   Form 

(2)  a  =1  x^a^  -[-  X2CC2  -\-  '  '  '  -\-  ^n  «n 

alle  durch  ft  theilbaren  ganzen  Zahlen  des  Körpers  ß 
und  keine  anderen  enthalten  sind,  wenn  für  .^i,  x^^  . . .,  Xn 
ganze   rationale   Zahlen   gesetzt  werden. 

Es  soll  jetzt  bewiesen  werden,  dass  jedes  ganze  Functional 
eine  Basis  hat. 
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Zunächst  ist  klar,  dass  eine  Basis  eines  Functionals  fi  zu- 
gleich Basis  aller  mit  ^i  associirten  Functionale  ist,  ferner  dass 
jedes  Element  «i,  «3,  .  .  .  einer  solchen  Basis  durch  ft  theilbar 
sein  muss,  endlich  dass  aus  einer  Basis  von  ^  alle  anderen  ab- 
geleitet werden  können,  wenn  man  eine  lineare  Substitution  mit 
ganzen  rationalen  Coel'ficienten  und  der  Determinante  +  1  ^^' 
wendet. 

Um  nun  eine  Basis  von  fi  zu  bilden,  gehen  wir  von  einer 
Minimalbasis  (Basis  von  0)  aus,  die  wir,  wie  oben,  mit 

«1,  «2,  .  .  .,  «n 
bezeichnen. 

Da  es  positive  ganze  rationale  Zahlen  giebt,  die  durch  ft 
theilbar  sind,  so  giebt  es  auch  ganze  rationale  Zahlen  a,  für  die 
das  Product  a  «i  durch  ^  theilbar  ist.  Die  kleinste  positive 
unter  diesen  Zahlen  wollen  wir  mit  «1,1  bezeichnen  und 

setzen.  Sodann  bezeichnen  wir  mit  €12,2  die  kleinste  positive 
ganze  rationale  Zahl,  für  die  sich  ein  ganzes  rationales  «1,2  so 
bestimmen  lässt,  dass 

«2    =   f<l,2ß'l    -|-  «2,2f«52 

durch  ^  theilbar  wird,  und  fahren  so  fort.  Wir  bilden  auf  diese 
Weise  das  System 

«1  =  «1,1  «1 

ro\  «2    =    «1,2  «1    +   «2,2  »2 

«n   =    «l,n«i   +  «2,nÖ2   +  '   '   '  +  Cin,nG)n^ 

worin  «1,1.  «2,2,  •  •  -,  «n,n  die  kleinsten  positiven  ganzen 
rationalen  Zahlen  sind,  die  eine  Bestimmung  der 
ganzen  rationalen  Zahlen  «1,2.  •  •  .,  «n-i, »  so  ermög- 
lichen, dass  die  ganzen  Zahlen  a^,  «2,  .  •  •,  «„  durch  ^ 
theilbar  werden. 

Jede  Zahl  a^,,.  ist  hiernach  unabhängig  von  den  übrigen 
dadurch  definirt,  dass  sie  die  kleinste  natürliche  Zahl  ist,  für  die 
sich  die  zugehörigen  ganzen  rationalen  Zahlen  ai,  n  «2,  n  "-,  «r-i,r 
so  bestimmen  lassen,  dass 

(4)         «,.   =   ai,r«l    +   «2,r«2   +   ••*   +   rt,._i, ,.  G),._i   -)-   «r,  r  «r 

durch  /LI  theilbar  wird.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  Or  selbst 
durch  ^  theilbar  ist,  hat  man  demnach  a^.^,.  ==  1  zu  setzen,  und 
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die  «1,,.,  a2,r,  •  .  .,  «r-i,r  können  alle  gleich  Null  angenommen 
werden. 

Bezeichnen  wir  mit  z/  die  Grundzahl  des  Körpers  Sl,  so  er- 
giebt  sich  die  Discriminante  des  durch  (3)  bestimmten  Systeme» 
«],  «2,  .  .  .,  «„  nach  der  Formel  §.  144,  (11): 

(5)  Z/  (Wi,   «2,   .   .   .,   CCn)  =  all  «1,2   .   .   .   <n  Z/. 

Dies  ist  eine  von  Null  verschiedene  ganze  rationale  Zahl, 
und  folglich  sind  die  Grössen  «  eine  Basis  von  Sl, 

um  also  zu  zeigen,  dass  das  so  bestimmte  System  «i,  «2, . . .,  a„ 
eine  Basis  von  ^  ist,  bleibt  noch  nachzuweisen,  dass  jede  durch 
^  theilbare  ganze  Zahl  a  in  der  Form  (2)  dargestellt  werden 
kann.  Nehmen  wir,  um  diesen  Beweis  zu  führen,  irgend  einen 
Index  r  ^  n  an,  und  suchen  die  Bedingung  dafür,  dass  eine  ganze 
Zahl  von  der  Form 

(6)  yr  =  /ii  «1    -f-  7^2  «2   +   •    •   •   +  ^V  COr 

durch  ft  theilbar  ist,  wenn  \^  Ji^,  .  .  .^  K  ganze  rationale  Zahlen 
sind. 

Zunächst  folgt,  dass  hr  durch  ar,r  theilbar  sein  muss.  Denn 
bezeichnen  wir  mit  g,.  den  Rest  der  Division  von  hr  durch  a^,  r> 
und  setzen 

so  ergiebt  sich  nach  (6) 

yr Ir  «r   =  {hi  Ir  «l,r)  «i  +  {K ^r  Cl2,r)  «2  H h  ^r  «r, 

und  diese  Zahl  müsste  auch  durch  ^  theilbar  sein.  Dies  ist  aber 
nach  der  Definition  von  ar,r  nur  möglich,  wenn  g,.  =  0  ist.  Dann 
aber  erhält  yr  —  Ir  ^r  den  Ausdruck : 

(7)  yr  JrUr  =  h[  CO^    -\-  h{  CJ2    ~\-   '   '    •   -\-  /^r  — 1  ß>r  — 1? 

wird  also  von  derselben  Form,  wie  (6),  nur  dass  r  —  1  an  Stelle 
von  r  tritt,  und  in  (7)  ist  dieselbe  Schlussweise  zu  wiederholen. 
Demnach  ergiebt  sich  durch  vollständige  Induction  der  Satz: 

Eine  in  der  Form  h^  co^  -\-  h2  CO2  -\-  -  ■  -  -\-  K  ojr  dar- 
stellbare ganze  Zahl  des  Körpers  <ß  ist  immer  dann 
und   nur  dann   durch  ii  theilbar,  wenn   sie   in   der  Form 

darstellbar  ist,  in  der  die  Coefficienten  /i,72,.-o^r 
ganze   rationale   Zahlen   sind. 

Setzt  man  in  diesem  Satze  r  =  n^  so  hat  man  den  Beweis 
dafür,  dass  das  Zahlensystem  (3)  eine  Basis  von  ^  ist. 


§.  146.  Baseu  der  P^unctionale.  535 

Wie  man  aus  der  einen  Basis  von  ^i  alle  anderen  ableiten 
kann,  haben  wir  schon  oben  gesehen. 

Wir  verstehen  jetzt  unter  «j,  «,,  .  .  .,  cc„  eine  beliebige  Basis 
von  II  und  stellen  das  Functional  ^  nach  §.  142,  4.  als  Quotienten 
zweier  ganzer  Functionen  dar,  dessen  Nenner  eine  rationale 
Einheit  ist.  Die  Coefficienten  des  Zählers  sind  dann  ganze  durch 
fi  theilbare  Zahlen  (§.  143,  2.)  und  können  daher  in  der  Form  (2) 
dargestellt  werden. 

Fassen  wir  diese  Darstellung  gehörig  zusammen,  so  ergiebt 
sich  also  für  ^  ein  Ausdruck 

(8)  fi  =  «1  ^(l  4-  «2  Wa  +  •  •  •  +  CCnltn, 

worin   die  it^,  Uo-,  .  .  .,  itn  ganze  rationale  Functionale  sind. 
Hiermit  wollen  wir  die  Linearform 

(9)  A   =   «1  f  1   -f-   «2  ^2   +   •   •    •   +   «n  ^n 

vergleichen,  in  der  ti^  to^  .  .  ..  tn  Variable  sind.  Diese  Linear- 
form ist  (nach  §.  139)  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der 
Zahlen  «j,  «2?  •  •  ••>  ^n  und  ist  durch  ft  theilbar,  weil  die  Zahlen 
«1,  «2,  .  .  .,  «n  durch  ^  theilbar  sind.  Andererseits  ist  aber 
auch,  wie  die  Darstellung  (8)  zeigt,  ^  durch  l  theilbar,  und 
folglich  sind  die  beiden  Functionale  ft  und  k  mit  einander 
associirt. 

Das  Functional  k  wollen  wir  eine  Basis  form  des 
Functionals  ^  nennen;  es  ist  dann  A  zugleich  Basisform 
von  allen  mit  ^  associirten  Functionalen. 

Eine  Basisform  A  von  ^  hat  die  Eigenschaft,  dass  man  aus 
ihr  alle  durch  ^  (oder  durch  A)  theilbaren  ganzen  Zahlen  in  Sl 
erhält,  wenn  man  für  die  Variablen  ganze  rationale  Zahlen  setzt. 

Die  Basis  a^,  «3?  •  •  •?  «»  steht  zu  dem  Functionale  ^  in 
einer  ähnlichen  Beziehung,  w^ie  die  Basis  «1,  «2,  .  •  •,  «n  des 
Systemes  0  aller  ganzen  Zahlen  in  i2  zu  den  Einheiten.  In  der 
That  ist  die  Linearform 

(10)  r  =  coi^i  +  «2^2  +  •  •  •  +  (^ntn 

eine  Einheit;  denn  sie  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  oji,  «2,  .  .  .,  ö„  und  muss  also,  wie  die  Formel  §.  145,  (8) 
zeigt,  ein  Theiler  von  1,  also  eine  Einheit  sein. 

Demnach  wollen  wir  das  Functional  r  eine  Basis- 
form  von   0   nennen. 
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Aus  einer  solchen  Basisform  erhält  man  alle  ganzen  Zahlen 
des  Körpers  ii,  wenn  man  für  die  Variablen  ganze  rationale 
Zahlen  setzt. 

Die  Grundform  r  ist  die  Wurzel  einer  irreduciblen  Gleichung 
n^^^^  Grades 

F(t)  =  N(t-z)  =  0, 

in  der  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  t  ganze  rationale  (und 
homogene)  Functionen  der  Variablen  fj,  ^2,  •  •  •,  ^n  sind. 


§•  147. 
Die  absoluten  Normen   der  Functionale. 

Die  Elemente  «j,  «2,  .  .  .,  w^  einer  Basis  des  Functionals  ^ 
können  als  ganze  Zahlen  in  Sl  linear  und  ganzzahlig  ausgedrückt 
werden  durch  eine  Basis  «1,  «2,  .  .  .  .,  a9„  von  o  in  der  Form 

(1)  (oCi,   Oig,   .   .   .,  CCn)    =    Ä   (cDi,   092,   •   •    -,   «n), 

worin  Ä  eine  lineare  Substitution  mit  ganzen  rationalen  Coeffi- 
cienten bedeutet.  Einen  Specialfall  hiervon  bieten  die  For- 
meln (3)  des  vorigen  Paragraphen. 

Eine  Basisform  X  von  ft  wollen  wir  so  darstellen: 

V 

(2)  A  =  2  O^v  tv^ 

und  die  Substitution  (1)  schreiben  wir  ausführlicher: 

V 

(3)  Wg  =  ^  as^v  ft)v, 

worin  U  Variable,  a^,  ^  die  Substitutionscoefficienten  sind,  und  der 
Summationsbuchstabe  v  von  1  bis  n  läuft. 

Da  die  Producte  WsO?^  alle  durch  ^  theilbar  sind,  so  können 
sie  nach  der  Bedeutung  der  Basis  in  der  Form  dargestellt  werden 

(4)  Oi,.  09^    =    V   g^^^  cCs, 

worin  die  gifr  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Hieraus  erhält  man 
dann  nach  (2) 

(5)  l  COr    =    y,    OCg  ts,r^ 

wenn 

(6)  ts,^    =    ^  gr, r  ty 

ganze  rationale  Linearformen  sind. 

Substituirt  man  in  (5)  wieder  die  Ausdrücke  (3),  so  folgt 

V  S 

(7)  A  03^  =    V    (öj,   ^    as,v  ts,r- 
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Eliminiren  vnr  aus  diesen  linearen  Gleichungen  die  «».,  so 
können  wir  die  Gleichung  ?i*^"  Grades  für  A  in  Determinanten - 
form  darstellen,  und  das  Product  der  Wurzeln  dieser  Gleichung, 
also  die  Norm  von  A,  erhalten  wir  als  die  Determinante  aus 
den  n-  Grössen 

s 

(§.  137,  8.).  Diese  Determinante  lässt  sich  aber  nach  dem  Älulti- 
plicationssatze  der  Determinanten  (s.  Bd.  I,  §.  27)  zerlegen,  und 

giebt,  wenn 

Ä  =  2J  ±   «1,1  «2,2   •    •   •   (tn,n,       T  =  L  ±_  fi,i  ^2,2   •   •   •   ^n,u 

gesetzt  wird, 

<8)  N{1)  =  AT. 

Hierin  ist  T  eine  ganze  Function  der  Variablen  tv  mit  ganzen 
rationalen  Zahlencoefficienten.  von  der  wir  nun  noch  nachweisen 
w^erden,  dass  sie  primitiv  ist. 

Nehmen  wir  an,  im  Theiler  von  T  gehe  irgend  eine  natür- 
liche Primzahl  p  auf.  Dann  können  wir  n  ganze  rationale 
Formen  ^i,  :?/2,  •  •  .,  2/n  der  Variablen  t  so  bestimmen,  dass  die 
n  Summen 

alle  durch  jj  theilbar  sind,  ohne  dass  alle  ^/i,  2/2,  •  •  .,  Vn  durch  p 
theilbar  sind. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt  aus  elementaren 
Determinantensätzen  (Bd.  I,  zweiter  Abschnitt). 

Wenn  nämlich  die  ts,,-  alle  durch  p  theilbar  sind,  so  können 
wir  die  y,.  ganz  beliebig  z.  B.  gleich  1  annehmen. 

Andernfalls  nehmen  wir  an,  dass  ausser  der  Determinante  T 
auch  alle  wi- reihigen  Unterdeterminanten  durch  p  theilbar  seien 
(in  ^  n) ,  und  dass  unter  den  (m  —  1)  -  reihigen  Unterdeter- 
minanten wenigstens  eine  nicht  durch  p  theilbar  sei.  Ist  dann 
etwa  unter  den  (ni — 1)- reihigen  Determinanten  der  Matrix 

h,li  11,25  •   '   '1    h,m 


*m  —  l,l^    ^w— 1,  2'     •   •   •?    *m  —  1, >n 

eine  durch  p  nicht  theilbar,  so  setzen  wir  für  ?/i,  2/2»  -  -  -t  Vm  eben 
diese  (m  —  1)- reihigen  Determinanten  und  nehmen  ?/m+i,  .  .  .,  yn 
=  0  an.     Diese  y  genügen  dann  der  gestellten  Forderung. 
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Sind  die  y  dann  so  bestimmt,  so  setzen  wir 

(10)  «   ==   «1^1    +   «2^2   +   • \-   (OnVn, 

und  leiten  aus  (5)  die  Gleichung  ab 

(11)  /lft>   =   V    CCsUs. 

Da  nun  die  «^  durch  A  und  die  Us  durch  p  theilbar  sind, 
so  folgt,  dass  (o  durch  p  theilbar  ist,  und  dass  mithin,  nach 
§.  145,  2.,  tji^  y2,  '  •  •-,  yn  durch  p  theilbar  sein  müssen,  was 
unserer  Voraussetzung  entgegen  ist. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  T  eine  primitive  Function  ist,  und 
dass  also  der  absolute  Werth  der  Determinante  Ä 
gleich  der  absoluten  Norm  von  A  und  folglich  auch 
von  ^  ist  (§.  138). 

Wenden  wir  das  Ergebniss  auf  die  specielle  Basis  (3),  §.  146 
an,  so  ergiebt  sich  die  Formel: 

(12)  Na(^)    =    ai,i  ^2,2   .   .   .   an,n' 

Hieran  knüpfen  wir  noch  folgende  Bemerkungen:  Wenn, 
man  in  einer  Basisform  eines  Functionales  ^ 

^   =   «1  ^1   +  «2^2  +   •  •   •  +  f^ntn 

auf  die  Variablen  t-^,  t^^  .  .  .^tn  eine  ganzzahlige  lineare  Sub- 
stitution mit  der  Determinante  +  1  anwendet,  so  entsteht  eine 
neue  Basisform  von  ^i.  Denn  allen  ganzzahligen  rationalen  VVerthen 
der  Variablen  t^,  t^-,  .  .  .^  tn  entsprechen  ganzzahlige  rational 
Werthe  der  neuen  Variablen  und  umgekehrt. 

Die  Anwendung  einer  linearen  Substitution  auf  die  Variablen  t 
ist  aber  gleichbedeutend  mit  der  Anwendung  der  transponirten 
Substitution  auf  die  Coefficienten  «i,  a^^  .  .  .^  an  (§.  37),  d.  h.  mit 
dem  Uebergange  zu  einer  neuen  Basis  von  /i: 

(13)  (A,  ß,,  .  .  .,  ßn)  =  (B)  (a,,  a,,  .  .  .,  «„), 
die  dann  durch  Zusammensetzung  mit  (1)  ergiebt: 
(U)            (A,  ß,,  .  .  .,  ß„)  =  (JB)  (A)  (m„  »2,  .  .  .,  «„). 

Wenn  die  Discriminante  (§.  144)  der  durch  eine  Substitu- 
tion (13)  bestimmten  Zahlen  ß  mit  der  Discriminante  der  oc- 
übereinstimmt,  so  muss  die  Substitutionsdeterminante  jB  =r  ^{^  1 
sein;  und  wir  kommen  also  zu  den  Sätzen: 

1.  Die  Discriminante  einer  Basis  von  ^  ist  gleich 
dem  Quadrate  der  absoluten  Norm  von  ^,  multi- 
plicirt  mit  der  Grundzahl  des  Körpers; 
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und   umgekehrt: 

2.  Ist  ßi,  ßi,  '  '  ">  ßn  ein  System  ganzer  durch  ^ 
theilbarer  Zahlen,  dessen  Discriminante  gleich 
ist  dem  Quadrate  der  absoluten  Norm  von  ^^ 
multiplicirt  mit  der  Grundzahl  des  Körpers,  sa 
ist  /3i,  ß.2,  .  .  .,  /3„  eine  Basis  von  ^. 


§.  148. 
Volles  Restsystem   nach   einem  Modul. 

1.  Definition:  Zwei  ganze  algebraische  Zahlen 
I,  )^,  deren  Differenz  |  —  rj  durch  ein  ganzes 
von  Null  verschiedenes  Functional  ^  theilbar 
ist,  heissen  mit  einander  congruent  nach  dem 
Modul  ^. 

Der  Begriff  der  Congruenz  lässt  sich  auch  auf  Functionale 
ausdehnen,  was  wir  aber  fürs  Erste  noch  nicht  thun.  Dagegen 
ist  es  wesentlich,  als  Moduln  der  Congruenz  nicht  bloss  die 
Zahlen,  sondern  auch  die  Functionale  zu  berücksichtigen.  Jede 
Congruenz  bleibt  bestehen,  wenn  der  Modul  durch  ein  associirtes 
Functional  ersetzt  wird.  Beim  Modul  können  beliebige  Einheits- 
factoren hinzugefügt  oder  weggelassen  werden. 

Wir  gebrauchen  für  die  Congruenz  das  Gauss'sche  Zeichen 
(Bd.  I,  §.  115) 
(1)  ^  =  V  (mod  fi). 

Eine  solche  Congruenz  ist  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

worin  co  irgend  ein  ganzes  Functional  sein  kann. 

Aus  dieser  Darstellung  erkennt  man  dann  sofort,  dass,  ebensa 
wie  in  Congruenzen  zwischen  rationalen  Zahlen,  wenn  man  in 
einem  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  von 
ganzen  Zahlen  zusammengesetzten  Ausdruck  jede  Zahl  durch 
eine  nach  dem  Modul  ft  congruente  Zahl  ersetzt,  eine  nach  dem- 
selben Modul  congruente  Zahl  das  Resultat  ist;  in  Zeichen: 

Sind  Ji,  ^1,  I2J  ^2?  •  •  •  ganze  Zahlen,  die   den   Congruenzeiv 

li  =  ^?J,  1-2  =  7?2,  .  .  .  (niod  /x) 
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genügen,  und  ist  i^  (ä^^,  ^g^  •  •  •)  eii^e  ganze  Function  mit  ganz- 
zahligen rationalen  Coefficienten,  so  ist  auch 

(3)  ijj  (li,  ^2,  •  .  .)  =  ^  (Vi->  V2^  •  •  •)  (mod  ^). 

2.  Ist  m  die  kleinste  positive  ganze  rationale  Zahl, 
die  durch  ^  theilbar  ist,  so  sind  zwei  nach  dem 
Modul  fi  congruente  ganze  rationale  Zahlen  auch 
nach  dem  Modul  m  congruent  (§.  138,  13.)- 

Ein  Hauptsatz  über  die  Congruenzen,  zu  dessen  Beweis  wir 
jetzt  schreiten,  ist  der: 

3.  Die  Anzahl  der  nach  einem  Modul  ^  incon- 
gruenten  ganzen  Zahlen  eines  Körpers  Sl  ist 
endlich,  und  zwar  gleich  der  absoluten  Norm 
von  ^. 

Um  ihn  zu  beweisen,  nehmen  wir  eine  Basis  des  Func- 
tionals  ^  an,  und  zwar  wählen  wir  gerade  die  im  §.  146,  (3) 
bestimmte  specielle  Basis: 

«1  =  «1,1  «1 

.  .X  «2    =    «1,2  «1    +    «2,2  «2 

worin  Wj,  «2,  .  .  .,  «„  eine  Basis  von  o  ist. 

Jede  ganze  Zahl  t]  in  Sl  lässt  sich  dann  in  der  Form  dar- 
stellen : 

(5)  »?   =  2/l  «1    +  ^2  «2    H ■  +  yn  ön, 

wenn  die  ^i,  «/a,  .  .  .,  2/n  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Damit  ver- 
binden wir  das  Zahlensystem 

(6)  I  =  :ri  «1   +  ^2  «2   +  •   •   •  +  ^n  «n, 

in  dem  wir  x^  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  «1,1, 
X2  nach  dem  M<^dul  «2,2  •  •  •,  ^n  nach  dem  Modul  an,n  durch- 
laufen lassen.  Diie  Anzahl  der  so  gebildeten  Zahlen  |  beträgt 
«1,1  «2,2  .-.  ««,n,  eine  Zahl,  die  nach  §.  147,  (12)  gleich  der 
absoluten  Norm  von  ^  ist. 

Wir  wollen  nachweisen,  dass  jede  Zahl  tj  einer  und  nur 
einer  dieser  Zahlen  |  nach  dem  Modul  ^  congruent  ist. 

Wenn  rj  —  J  durch  ^  theilbar  sein  soll,  so  muss  nach  der 
Bedeutung  der  Basis  diese  Differenz  in  der  Form 
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darstellbar  sein,  worin  die  /«j,  lu^  .  .  .,  li^  ganze  rationale  Zahlen 
sind,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  ist  auch  umgekehrt 
Yi  mit  I  nach  dem  Modul  ^  congruent.  Ordnen  wir  die  rechte 
Seite  mittelst  (4)  nach  «i,  W2,  •  •  •,  «n,  so  ergiebt  sich  aus  (5) 
und  (6): 

i/l    =  ^1    +   K  «1,1   +  ^h  «1,2   +    • h  Än«l,n 

2/2    =   ^2   +  ^^2  «2,2   +   •    •    •   +  /^n«2,« 

2/n  =  ^n  ~\~  'hi(('n,n- 

Darin  aber  liegt  der  Beweis  unserer  Behauptung.  Denn  sind 
2/ii  y-i^  '  '  -^  t/n  irgend  welche  gegebene  ganze  rationale  Zahlen,  so 
ist  zunächst  aus 

IJn  =  ^n  "1      '*n  f^n,n 

Xn  und  hn  vollständig  bestimmt.  Darauf  erhalten  wir  aus  der 
vorletzten  Gleichung 

l/n  —  l  ^n«n  — l,w  =  ^n  — 1   H"  /^n  — 1  «n  — 1,  n  — 1 5 

wodurch  Xn—i  und  hn—i  völlig  bestimmt  sind.  Die  nächst  vorher- 
gehende Gleichung  ergiebt 

i/n  — 2 '^n  «n  — 2,  n^ '^n  — 1  «n  — 2,  »  — 1   =  ^'»i  — 2  "T '*"  — 2  «n  — 2,  n  — 2i 

wodurch  Xn—2  und  hn-2  völlig  bestimmt  sind,  und  so  fahren 
wir  fort,  bis  alle  Xi  und  h;  bestimmt  sind. 

Hiernach  können  wir  zweckmässig  die  Gesammtheit  der 
Zahlen  |  oder  irgend  ein  System  mit  diesen  congruenter  Zahlen 
ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  fi  nennen. 

Die  Anzahl  der  Individuen  eines  vollen  Restsystems  für  den 
Modul  fi  ist  gleich  der  absoluten  Norm  von  /Lt. 

§.  149. 
0 

Aus  der  Existenz  eines  vollen  Restsystems  nach  einem 
Modul  fi,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  nachgewiesen  haben, 
ergiebt  sich  eine  Reihe  von  Sätzen,  die  mit  bekannten  elemen- 
taren Sätzen  der  rationalen  Zahlentheorie  analog  sind. 

Bedeutet  «  irgend  eine  ganze  Zahl  in  Sl  und  ft  ein  als 
Modul  dienendes  ganzes  P'unctional,  und  ist  a  relativ  prim  zu  ^, 
so  sind  zwei  Zahlen  oc  |  und  a  |'  nur  dann  congruent  nach  dem 
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Modul  ^,  wenn  die  ganzen  Zahlen  |,  |'  congruent  sind.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass,  wenn  |  ein  volles  Restsystem  nach  dem 
Modul  ^  durchläuft,  dasselbe  auch  von  dem  Producte  w  |  gilt, 
wodurch  der  Satz  bewiesen  ist: 

1.  Ist  a  eine  ganze  Zahl  in  iß,  relativ  prim  zu 
dem  Modul  ^,  ferner  y  eine  beliebige  ganze  Zahl 
in  i5i,  so  ist  die  Congruenz: 

(1)  « I  ^  r  (mod  fi) 

immer  durch  eine  ganze  Zahl  |  lösbar,  und  auch 
nur  durch  eine,  wenn  für  |  ein  volles  Restsystem 
nach  dem  Modul  \i  vorgeschrieben  ist. 

Wenn  hierin  ^  selbst  eine  Zahl  ist,  die  wir  mit  /3  be- 
zeichnen, so  ist  auch  der  Quotient 

■eine  ganze  Zahl,  und  dann  nimmt  der  vorstehende  Satz  die 
iForm  an: 

2.  Sind  a,  /3,  y  drei  ganze  Zahlen  in  ß  und  oc,  /3 
relativ  prim,  so  kann  man  zwei  andere  ganze 
Zahlen  I,?;  in  »ß  so  bestimmen,  dass 

<2)  ^g_|_^^_^ 

wird.    Insbesondere  kann  man  also  auch  für  zwei 
beliebige  relative  Primzahlen  w,  /3  die  Gleichung 
<3)  a|  +  /3t?==l 

durch  ganze  Zahlen  |,  y\  befriedigen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auf  ein  System  von  mehreren  Zahlen 
übertragen. 

Wenn  die  Zahlen  w,  /3,  y,  . . .  in  o  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben,  so  können  wir  zunächst  Zahlen  ?^i,  Ji,  .  .  .  in  o  so  be- 
stimmen, dass 

relativ  prim  zu  a  wird.  Wir  haben  nämlich,  wenn  :n^i,  jTg,  .  .  .  die 
•verschiedenen  Primfactoren  von  a  sind,  deren  keiner  in  allen 
,j3,  y^  .  .  ,  aufgehen  kann,  und  wenn  etwa  /3  durch  %^  nicht  theilbar 
ist,  v\^  durch  tc^  untheilbar,  die  übrigen  Zahlen  Si,  .  .  .  durch  it^ 
theilbar  u.  s.  f.  anzunehmen,  und  erhalten  für  jede  der  Zahlen 
.1^1,  ^1,  .  .  .  die  Bedingung,  dass  sie  durch  einige  der  Primfactoren 
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7ti  theilbar,  durch  andere  nicht  theilbar  sein  soll,  und  dieser 
Forderung  kann  nach  §.  143,  3.  immer  genügt  werden.  Dann 
können  wir  nach  2.  die  ganze  Zahl  r  so  bestimmen,  dass 

a  I  +  /3i  r  =  1 

wird,  und  wenn  wir  tt^i  =  t^.  r  Ji  =  ^,  .  .  .  setzen,  so  erhalten 
w^ir  den  Satz: 

3.  Sind  «,  /3,  7,  .  .  .  Zahlen  in  0  ohne  gemeinschaft- 
lichen  Theiler,   so   lassen   sich   andere   Zahlen 

I,  r?,  J,  ...   ino   so  bestimmen,   dass 

<4)  a-^  +  ßri+yt^^ =1 

wird. 

Daraus  lässt  sich  weiter  auf  folgenden  Satz  schliessen: 

4.  Sind  «,  /3,  j^,  .  .  .  beliebige  Zahlen  in  0,  ^  eine 
durch  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
aller  dieser  Zahlen  theilbare  Zahl  in  0,  so  kann 
man  die  Zahlen  |,  t?,  ^,  .  .  .  in  0  so  bestimmen, 
dass 

<5)  ^  =  a^  +  ßri  +  yt,-\ 

wird. 

Wenn  wir  nämlich  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
der  Zahlen  «,  /3,  7,  .  .  .  nach  §.  139  in  der  Form 

8  =  au  -{-  ßv  -\-  yiv  .  .  . 

annehmen,  worin  u,  v,  iv,  .  .  .  Variable  sind,  so  giebt  es  nach 
Voraussetzung  ein  ganzes  Functional  «,  so  dass  ^  =  80)  ist. 
Das  Functional  cd  stellen  wir  als  Quotienten  zweier  ganzer  Func- 
tionen cp  :  e  dar,  von  denen  f  eine  Einheit,  und  folglich  (p  eine 
Function  mit  ganzzahligen  Coefficienten  ist,  und  erhalten  so 

(6)  e ^  =  (au  -^  ß  V  -]-  y  IV  -\-  •  '  •)  (p. 

Ordnet  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  den  darin 
vorkommenden  Variablen,  so  erhält  man,  wenn  £1,  £3?  •  •  •  die 
Coefficienten  in  e  sind,  ein  System  von  Gleichungen  von  fol- 
gender Form: 

£if*  =  «li  +  ßvi  +  yii  -^ 

<7)  e,ii  =  a^,^  ß,i,+y^,-j 


worin   die  |,,  jji,  ti,  -  -  ■  Zahlen  in  0  sind.     Nun  haben  aber  die 
Zahlen  fj,  £35  •••  als  Coefficienten  einer  Einheit,  keinen  gemein- 
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Samen  Theiler,  und  folglich  kann  man  nach  3.  die  Zahlen 
Tj,  Tg,  .  .  .  in  0  so  bestimmen,  dass 

(8)  £i  T^i  +  f  2  ^2  H =  1 

wird.  Aus  (7)  folgt  aber,  wenn  man  mit  r^,  Tg,  .  .  .  multiplicirt 
und  addirt,  und  dann 

I    =   ^1  ^1    +   ^2  I2   +   •    •    •.       ^   =   ^1  ^1    +   ^2  ^2    H 

setzt,  mittelst  (8)  die  zu  beweisende  Gleichung  (5). 

§.  150. 
Der  Fermat'sche  Satz. 

Aus  der  Theorie  der  Congruenzen  lassen  sich  Folgerungen 
ziehen,  die  den  aus  dem  F er mat' sehen  Lehrsatze  abgeleiteten 
Sätzen  der  rationalen  Zahlentheorie  genau  entsprechen,  von 
denen  hier  die  wichtigsten,  späterer  Anwendung  wegen,  be« 
sprochen  werden  müssen. 

Wir  wollen  unter  tt  ein  Primfunctional  /*^"  Grades  verstehen^ 
also,  wenn  p  die  durch  tt  theilbare  natürliche  Primzahl  ist, 

(1)  NaiTt)  =  pf 

setzen  (§.  140).  Ist  dann  a  irgend  eine  durch  jt  nicht  theilbare  Zahl 
in  D,  so  wird,  wie  wir  schon  im  vorigen  Paragraphen  gesehen 
haben,  das  Product  «|  zugleich  mit  der  Zahl  |  ein  volles  Rest- 
system nach  dem  Modul  7t  durchlaufen.  Lassen  wir  die  durch 
n  theilbare  Zahl  weg,  so  bleiben  Nai^i)  —  1  Zahlen  übrig,  und 
wenn  wir  das  Product  bilden,  so  folgt 

(2)  ccP'-^n(^)  =  n(^)  (mod:r), 

wenn  n{^)  das  Product  aller  Zahlen  eines  vollen  Restsystems 
(mit  Ausschluss  der  Null)  bedeutet,  und  daher  durch  7t  nicht 
theilbar  ist.     Demnach  folgt  aus  (2) 

(3)  oc^-^-i  ^  1  (mod  TT), 
oder,  wenn  man  mit  a  multiplicirt, 

(4)  aP-^  ^  w  (mod  7t)^ 

und  in  der  letzten  Form  gilt  der  Satz  auch  noch,  wenn  a  durch 
7t  theilbar  ist. 

Die  Formeln  (3),  (4),  die  genau  dem  Fermat'schen  Lehr- 
satze entsprechen  (Bd.  I,  §.  136),  sollen  auch  hier  als  Fermat'- 
scher  Lehrsatz  bezeichnet  werden. 
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Wir  sprechen  ihn  so  aus: 

1.  Ist  7t  ein  Primtheiler  der  natürlichen  Primzahl  p^ 
so  ist  für  jede  ganze  Zahl  o  im  Körper  Sl 

co^\iW  ^  CO  (mod  n). 
Hieran  knüpfen  sich  nun  wichtige  Folgerungen: 

2.  Bezeichnet /(^)  eine  ganze  Function  m^^"^  Grades, 
deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  in  ^  sind,  und 
71  ein  Primfunctional,  so  hat  die  Congruenz 

(5)  f{t)  =  0  (mod  7t) 

höchstens  m  Wurzeln,  d.  h.  es  giebt  höchstens  m 
incongruente  ganze  Zahlen  in  ^,  die,  für  t  ge- 
setzt, die  Congruenz  befriedigen. 

Bedeutet  nämlich   w  irgend   eine  Zahl   in  0,   so  können  wir 

(6)  f(t)  =  {t-a)f,{t)+f{a) 

setzen ,  worin  /^  (t)  eine  ebensolche  Function  wie  f  (t)  ist ,  aber 
nur  vom  {m  —  \y^^  Grade.  Ist  aber  /(«)  ^  0  (mod  jr),  so  muss 
jede  Wurzel  von  (5)  der  Congruenz 

{t  —  a)f^{t)  =  0  (mod  7t) 
genügen.     Sie  muss   also    entweder   mit  «   congruent   oder    eine 
Wurzel  der  Congruenz  {m — 1)*^^  Grades 
/j  (0  =  0  (mod  7t) 
sein.     Setzen    wir   unseren    Satz   als    bewiesen   voraus   für   Con- 
gruenzen  {m  —  1)*«^  Grades,  so  gilt  er  demnach  auch  für  Con- 
gruenzen  w*«^  Grades;  und  da  er  für  Congruenzen  ersten  Grades 
gilt,  so  ist  er  allgemein  richtig. 

Jede    durch   7t   nicht   theilbare   Zahl    in   0   genügt,  wie   wir 
gesehen  haben,  der  Congruenz 

(7)  «i^-^-i  =  1  (mod  7t). 

Ist  nun  a  die  kleinste  natürliche  Zahl,  für  die  die  Congruenz 

(8)  03"  =  1  (mod  7t) 

befriedigt  ist,  so  lässt  sich  durch  das  schon  oft  angewandte 
Schlussverfahren  zeigen,  dass  jeder  andere  Exponent  7,  für  den 
»^  ^  1  ist,  ein  Vielfaches  von  a  sein  muss.  Denn  wäre  ?  nicht 
durch  a  theilbar,  so  wäre  auch,  wenn  a'  der  Rest  der  Division 
von  a  durch  l  ist,  «"'  ^  1,  was  nach  der  Voraussetzung  über  a 
nicht  möglich  ist.  Also  ist  a  ein  Theiler  von  pf  —  1,  und  wir 
nennen  co  eine  zum  Exponenten  a  gehörige  Zahl. 

Weber,  Algebra.    IL  g^ 
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Gehört  co  zum  Exponenten  a,  so  sind  die  Potenzen 

(9)  1,  CO,  co\  .  .  .,  ö«-i 

alle  incongruent  nnd  bilden  also,  da  sie  alle  der  Congruenz  (8) 
genügen  (nach  2.),  die  Gesammtheit  der  Wurzeln  dieser  Con- 
gruenz. Unter  den  Zahlen  (9)  müssen  daher  alle  anderen  zum 
Exponenten  a  gehörigen  Zahlen  o  gesucht  werden.  Es  wird 
aber  a^  nur  dann  zum  Exponenten  a  gehören,  wenn  l  relativ 
prim  zu  a  ist,  und  es  folgt: 

Wenn  es  überhaupt  Zahlen  w  giebt,  die  zum  Exponenten  a 
gehören,  so  ist  ihre  Anzahl  so  gross,  wie  die  Anzahl  der  relativen 
Primzahlen  zu  a  in  der  Reihe  der  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .,  a  —  1. 
Diese  Zahl  bezeichnen  wir,  wie  schon  früher  (Bd.  I,  §.  132),  mit 
(p  {a).  Dass  aber  zu  jedem  Theiler  a  von  pf  —  1  immer  wenig- 
stens eine  Zahl  co  und  folglich  cp{a)  Zahlen  gehören,  kann  man 
ganz  so  beweisen,  wie  der  entsprechende  Satz  der  rationalen 
Zahlentheorie  im  §.  136  des  ersten  Bandes  bewiesen  ist. 

Die  Zahlen  w,  die  zu  dem  Exponenten  p^—l  gehören,  deren 
es  hiernach  immer  cp  {pf  —  \)  giebt,  heissen  primitive  Wur- 
zeln von  :!t.  Ist  y  eine  solche  primitive  Wurzel,  so  bilden  die 
Potenzen 

ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  %  mit  Ausschluss  der 
durch  %  theilbaren  Zahl. 

Nach  dem  Forma t'schen  Lehrsatze  für  rationale  Zahlen  ist 
ti'-i  —  1  für  ^  =  1,  2,  .  .  .,  jp  —  1  durch  p,  und  folglich  auch 
durch  7t  theilbar.     Die  Congruenz 

(10)  .  tP-'^  =  1  (mod  71) 

hat  daher  die  Wurzeln 

1,  2,  ...,p  — 1, 

und  diese  sind,  da  nach  §.  140,  3.  eine  rationale  Zahl  nur 
dann  durch  7t  theilbar  ist,  wenn  sie  durch  p  theilbar  ist,  unter 
einander  incongruent.  Nach  dem  Satze  2.  hat  also  die  Con- 
gruenz (10)  keine  anderen  Wurzeln  als  diese. 

Multipliciren  wir  die  Congruenz  (10)  noch  mit  t,  so  folgt, 
dass  die  Congruenz  _p*^^'  Grades 

t^  —  t  ^  0  (mod  7t) 
die  p  Wurzeln 

0,  1,  2,  .  .  .,  2>  —  1, 
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und  keine   anderen   hat.     Darin  liegt   der  Beweis   des  folgenden 
Satzes : 

3.  Eine  Zahl  a  in  0  ist  dann  und  nur  dann  nach 
dem  Modul  it  mit  einer  rationalen  Zahl  con- 
gruent,  wenn   sie   der   Bedingung 

co^  ^  CO  (mod  n) 
genügt. 

Beachtet  man  noch,  dass  die  Polynomialcoefficienten  in  der 
^^ten  Potenz  eines  Polynoms  alle  durch  p  theilbar  sind,  mit  Aus- 
nahme derer,  die  zu  den  jj*^"  Potenzen  der  einzelnen  Glieder 
des  Pol3'noms  gehören,  so  ergiebt  sich  noch  folgender  Satz,  der 
sich  auf  ganze  Functionen  in  Sl  von  beliebigen  Veränderlichen 
^,  2/,  .  .  .  bezieht: 

4.  Ist  1^  (.r,  2/, . . .)  eine  ganze  Function  der  Variablen 
X,  1/,  .  .  .  mit  ganzzahligen  Coefficienten  aus  ii,  so 
ist  das  Bestehen  der  Congruenz 

[1/^  (x,  y,  .  .  .)]p  =  i^  (xP,  ijp,  .  .  .)  (mod  TT) 

die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  alle  Coefficienten  von  1/;  mit  ganzen 
rationalen  Zahlen  nach  dem  Modul  jr  congruent 
sind. 


§.  151. 
Die   Dedekind'schen   Ideale. 

Dedekind  gründet  in  den  schon  oben  erwähnten  Arbeiten 
die  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  auf  den  Begriff  des  Ideals. 

Wir  wollen  jetzt  nachw^eisen,  dass  die  Theorie  der  Ideale 
im  Wesen  übereinstimmt  mit  der  Theorie  der  Functionale,  in- 
dem wir  zeigen,  wie  der  üebergang  von  der  einen  zur  anderen 
bewirkt  werden  kann. 

Das  System  aller  ganzen  Zahlen  eines  algebraischen  Zahl- 
körpers Sl  soll,  wie  oben,  mit  0  bezeichnet  werden  1).  Ein  in  0 
enthaltenes  Zahlensystem  a  wird  ein  Ideal  genannt,  wenn  es 
den  beiden  Forderungen  genügt: 


^)  Vgl.  Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  im 
§.  167  der  dritten,  §.  177  der  vierten  Auflage.  ■* 

35* 
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I.  Summe  und  Differenz  irgend  zweier  Zahlen  in  a 
geben  immer  wieder  Zahlen  in  a. 

II.  Das  Product  irgend  einer  Zahl  in  a  und  einer 
Zahl  in  o  gehört  dem  System  a  an. 

Dieser  Forderung  würde  das  aus  der  einzigen  Zahl  Null 
bestehende  System  genügen,  was  aber  der  Einfachheit  halber 
nicht  als  ein  Ideal  bezeichnet  wird. 

Das  System  o  dagegen  ist  ein  eigentliches  Ideal.  Ebenso 
ist  das  System  aller  durch  eine  bestimmte  Zahl  ft  in  o  theilbaren 
Zahlen  Oft  ein  Ideal,  und  ein  solches  wird  ein  Hauptideal 
genannt. 

Unter  dem  Producte  a  b  zweier  Ideale  a  und  b  versteht  man 
den  Inbegriff  aller  Zahlen,  die  man  erhält,  wenn  man  irgend 
eine  Zahl  a  aus  a  mit  einer  Zahl  ß  aus  b  multiplicirt  und  eine 
beliebige  Anzahl  solcher  Zahlenproducte  addirt,  also  den  In- 
begriff aller  Zahlen  von  der  Form  2J oc ß.  Dass  dieses  Product  ah 
wieder  ein  Ideal  ist,  leuchtet  unmittelbar  ein.  Nach  dieser 
Definition  ist  z.  B.  o  a  =  a ,  und  das  Ideal  o  spielt  bei  dieser 
Multiplication  die  Rolle  der  Einheit. 

Man  kann  nun  die  Ideale  und  Functionale  in  der  Weise 
auf  einander  beziehen,  dass  dabei  folgende  Gesetze  obwalten: 

1.  Jedem  ganzen  Functional  entspricht  ein  be- 
stimmtes Ideal,  und  associirten  Functionalen 
entspricht  dasselbe  Ideal. 

2.  Jedem  Ideal  entsprechen  unendlich  viele,  aber 
nur  associirte  ganze  Functionale. 

3.  Dem  Producte  zweier  oder  mehrerer  ganzer 
Functionale  entsprechen  die  Producte  der  den 
Factoren   entsprechenden  Ideale. 

4.  Einer  ganzen  Zahl  entspricht  ein  Hauptideal. 

5.  Den  Einheiten  entspricht  das  Ideal  o. 

Um  dieses  Entsprechen  zu  definiren,  ordnen  wir  zunächst 
dem  Systeme  aller  Einheiten  das  Ideal  o  zu.  Ist  dann  ferner  cp 
irgend  ein  ganzes  Functional,  was  keine  Einheit  ist,  so  genügt 
der  Inbegriff  aller  durch  (p  theilbaren  ganzen  Zahlen  a  des 
Körpers  Sl  nach  §.  138  den  Forderungen  I,  II,  und  ist  also  ein 
Ideal,   das  wir  mit   a  bezeichnen  i)  und   dem   Functional  cp  zu- 


1)  Zur  Bezeichnung   der  Ideale   gebrauchen   wir  mit  Dedekind   die 
kleinen  di^tschen  Buchstaben. 
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ordnen.  Dasselbe  Ideal  a  ist  dann  auch  sämmtlichen  mit  cp 
associirten  Functionalen  zugeordnet.  Diese  Zuordnung  hat  die 
Eigenschaften  1.,  4.,  5. 

Sind  (p  und  cp^  zwei  nicht  associirte  Functionale,  so  ist 
gewiss  eines  von  ihnen,  etwa  9,  nicht  durch  das  andere  9)1 
theilbar,  und  folglich  giebt  es  (nach  §.  143,  3.)  ganze  Zahlen,  die 
durch  qp,  aber  nicht  durch  cpi  theilbar  sind.  Folglich  sind  nicht 
associirten  Functionalen  immer  verschiedene  Ideale  a,  ai  zu- 
geordnet. 

Es  ist  aber  nun  auch  zu  zeigen,  dass  auf  diese  Weise  alle 
Ideale  des  Körpers  £1  erhalten  werden  können,  mit  anderen 
Worten,  dass  jedes  von  0  verschiedene  Ideal  a  aus  der  Gesammt- 
heit  der  durch  einen  gewissen  Functionalfactor  theilbaren  Zahlen 
besteht. 

Wir  gehen  also  jetzt  von  irgend  einem  Ideal  a  aus  und 
wählen  eine  beliebige  endliche  Menge  von  Zahlen  daraus, 
061,  «25  •  •  -5  <^r,  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  dr  sein 
mag.  Dieses  Functional  dy.  hat  eine  endliche  Anzahl  von  Prim- 
factoren. 

Giebt  es  nun  eine  Zahl  «^.  +  1  in  a,  die  nicht  durch  ör  theil- 
bar ist,  so  hat  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  ^,.^1  von 
dr  und  «,.  +  1  weniger  Primfactoren  als  d,..  Wenn  wir  mit  dieser 
Schlussweise  fortfahren,  so  kommen  wir  zu  dem  Ergebniss,  dass 
sich  aus  a  eine  endliche  Zahl  von  Zahlen  «i,  «2,  .  .  .,  «„^  so  aus- 
wählen lässt,  dass  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  d  dieser 
Zahlen  in  allen  Zahlen  von  a  aufgeht. 

Andererseits  gehört  jede  durch  d  theilbare  Zahl  in  0  zu  a. 
Denn  nach  §.  149,  4.  kann  jede  durch  d  theilbare  Zahl  «  in  die 
Form  gesetzt  werden 

«  =  «1  ll    +  «2  I2    -I h  «m  Im, 

worin  Jj,  |2,  •  •  •■)  Im  Zahlen  in  0  sind,  und  folglich  gehört  nach 
I.  und  II.  «  zum  Ideal  a. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass,  wenn  ö  eine  Einheit  ist,  das 
Ideal  a  mit  0  identisch  ist.  Jedes  Ideal  a  ist  also  dadurch 
charakterisirt ,  dass  alle  seine  Zahlen  einen  gewissen  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass,  wenn  die  Functionale  9,  t 
den  beiden  Idealen  a,  h  entsprechen,  das  Product  cp  i^  dem 
Ideal  a  b  entspricht. 
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Da  alle  Zahlen  aus  ah  von  der  Form  2J oc ß  sind,  so  ist  zu- 
nächst klar,  dass  alle  diese  Zahlen  durch  cp  ip  theilbar  sind. 

Wenn  wir  aber  nach  §.  143,  4.  das  Functional  cp  als  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  zweier  Zahlen  Wi,  «2  darstellen,  so 
gehören  diese  Zahlen,  als  durch  cp  theilbar,  dem  Ideal  a  an, 
und  wir  können,  da  es  auf  einen  Einheitsfactor  bei  (p  nicht 
ankommt, 

(p  z=  a^Xi  -|-  «2  X2 

setzen,  wenn  x-^^  x<^  Variable   sind.     Ebenso   können   wir,  wenn 
jSi,  ß.2  zwei  Zahlen  aus  b  und  ^/i,  ^2  Variable  bedeuten, 

setzen,  und  daraus  ergiebt  sich 

^  ^  =  «1  /5i  ^1  ^1  +  «1  /32  ^1 2/2  +  «2  /^i  ^2  2/1  +  «2  h  ^2  2/2. 

Es  ist  also  (p  1^  nach  §.  143,  2.  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  der  vier  Zahlen  a^  ß^,  «1  j^g,  «2  ft,  «2  ft,  die  dem  Ideal  a  b 
angehören,  und  folglich  ist  (pi\)  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  aller  Zahlen  des  Ideals  ah. 

Damit  ist  die  gegenseitige  Zuordnung  der  Functionale  und 
Ideale  den  Forderungen  1.  bis. 5.  gemäss  bewerkstelligt. 

Den  Primfunctionalen  entsprechen  bei  dieser  Zuordnung 
Primideale,  und  die  Zerlegung  der  Ideale  in  Primfactoren  und 
überhaupt  die  Gesetze  der  Theilbarkeit  der  Ideale  ergeben  sich 
in  völliger  Uebereinstimmung  mit  den  entsprechenden  Sätzen 
aus  der  Theorie  der  Functionale. 

Bei  dieser  völligen  Uebereinstimmung  kann  es  zu  keiner 
Unzuträglichkeit  führen,  wenn  wir  das  ganze  System  aller  unter 
einander  associirten  Functionale  zu  einem  Gemeinbegriffe  zu- 
sammenfassen und  dafür  den  Namen  Ideal  brauchen. 

Das  System  aller  mit  einer  ganzen  Zahl  associirten  Func- 
tionale ist  dann  ein  Hauptideal. 

Wenn  irgend  eine  Zahl  oder  ein  Functional  durch  die 
Functionale  eines  Ideals  theilbar  ist,  so  nennen  wir  es  durch 
das  Ideal  theilbar,  und  wenn  ein  Functional  ^)  in  Factoren 
zerlegt  ist,  denen  die  Ideale  a,  b,  .  .  .  entsprechen,  so  setzen  wir 
auch,  indem  die  Einheitsfactoren  in  der  Bezeichnung  weggelassen 
werden : 
(1)  g)  =r  ab  .  .  . 

Eine  Basis  des  Functionals  ist  zugleich  eine  Basis  des  Ideals, 
und  die  absolute  Norm  des  repräsentirenden  Functionals  stimmt 
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mit  der  Zahl  überein,  die  bei  Dedekind  die  Norm  des  Ideals 
heisst.  Sie  soll  also  auch  hier  so  genannt  werden,  und  wir  setzen 
demnach,  wenn  das  Functional  cp  zu  dem  Ideal  a  gehört, 

(2)  NaM  =  N(a). 

Die  Norm  eines  Ideals  ist  also  immer  eine  natürliche  Zahl. 
Ist  p  ein  Primideal  und  j)  die  durch  p  theilbare  natürliche 
Primzahl,  so  ist 

(3)  N(\>)  =  pf, 

und/  heisst  der  Grad  des  Primideals  p.  ' 

In  den  Congruenzen  (§.  149,  150)  können  nach  diesen  Fest- 
setzungen statt  der  Functionale  auch  die  entsprechenden  Ideale 
als  Moduln  angesehen  werden. 

Es  sei  schliesslich  noch  ein  Wort  über  die  Kummer' sehe 
Schöpfung  der  idealen  Zahlen  beigelügt  i). 

Sind  cc ,  ß  irgend  zwei  Zahlen  aus  o ,  die  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  %  haben,  und  ist  ß  =:  %  cp,  so  wird 
die  Congruenz 

(4)  «0  =  0  (mod  ß) 

nur  für  solche  Zahlen  «  aus  o  befriedigt  sein,  die  durch  (p  theil- 
bar  sind.  Das  Functional  (p  wird  aber  im  Allgemeinen  keiner 
Zahl  associirt  sein.  Statt  nun  die  Functionale  zu  benutzen,  kann 
man  sich  ein  neues  Begriffssystem  schaffen,  in  dem  man  die 
sämmtlichen  Zahlen  von  o  zu  Paaren  zusammenfasst  («,  /3),  und 
kann  diese  Paare  „ideale  Zahlen"  in  o  nennen;  genau  in  der- 
selben Weise,  wie  man  durch  Paarung  der  ganzen  rationalen 
Zahlen  die  Brüche,  oder  der  reellen  Zahlen  die  complexen  Zahlen 
gebildet  hat. 

Man  nennt  dann  die  Zahl  a  durch  die  ideale  Zahl  («,  ß) 
theilbar,  wenn  sie  der  Congruenz  (1)  genügt.  Dies  ist  der  Stand- 
punkt der  Kummer' sehen  Theorie.  Damit  aber  diese  Definition 
der  Theilbarkeit  fruchtbar  sei,  muss  noch  festgestellt  werden, 
unter  welchen  Voraussetzungen  man  zwei  ideale  Zahlen  mit  ver- 
schiedenen Elementen,  («,  /3),  («',  /3'),  als  gleich  zu  betrachten 
hat,  wie  sich  die  wirklichen  Zahlen  in  o  unter  die  idealen  Zahlen 
einordnen,  endlich  was  man  unter  dem  Product  zweier  idealen 
Zahlen   zu   verstehen   hat,    damit   eine   durch    eine   ideale   Zahl 


1)  Vgl.  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie,  §.  176. 
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tlieilbare  Zahl  sich  als  Product  von  idealen  Zahlen  darstellen 
lasse.  Alle  diese  Fragen  werden  beantwortet  durch  die  Ver- 
mittel ung  der  Function altheorie  (oder  der  Ideal theorie) ,  wenn 
man  der  idealen  Zahl  (w,  ß)  das  Functional  cp  zuordnet,  und 
können  wohl  kaum  auf  einfachere  Weise  entschieden  werden. 
Die  Einführung  des  Systemes  der  idealen  Zahlen  bietet  dann 
auch  keine  wesentlichen  Vortheile  mehr,  und  man  kann  ebenso 
gut  die  Functionale  selbst,  oder  die  Ideale  als  Elemente  der  neu 
einzuführenden  Mannigfaltigkeit  betrachten. 


§.  152. 
Aequivalenz. 

Wir  nennen  jetzt  zwei  Functionale,  die  sich  nur  durch  einen 
Einheitsfactor  unterscheiden,  auch  wenn  sie  gebrochen  sind, 
associirt,  und  stellen  folgende  Definition  auf: 

1.  Zwei  ganze  oder  gebrochene  Functionale  9,  ijj 
im  Körper  Sl  heissen  äquivalent,  wenn  ihr 
Quotient  (p  :  ijj  mit  einer  Zahl  associirt  ist. 

Es  heissen  also  die  beiden  Functionale  cp  und  ^  äquivalent, 
wenn  eine  Einheit  e  und  eine  Zahl  w  in  .ß  existiren,  so  dass 

(1)  ^  =  ^' 

ist.     Ist  (p  äquivalent  mit  xf;  und  mit  i^j,  so  folgt  aus  (1) 

cp  cp 

-^  =  a  £,       ^  =  cc   £ 
1/;  ^1 

folglich 

^  _  «1  £1 

und   da   a^  :  a   eine   Zahl,    f^  :  s   eine   Einheit  ist,   so   folgt   der 
erste  Satz: 

2.  Zwei  Functionale,  die  mit  einem  dritten  äqui- 
valent sind,  sind  auch  unter  einander  äqui- 
valent. 

Theilt  man  hiernach  alle  Functionale  des  Körpers  Sl  in 
Classen  ein,  indem  man  zwei  Functionale  in  dieselbe  oder  in 
verschiedene  Classen  wirft,  je  nachdem  sie  äquivalent  sind  oder 
nicht,  so  ergiebt  sich,  dass  zwei  dieser  Classen,  die  ein  einziges 
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gemeinsames  Element  enthalten,  vollständig  identisch  sein 
müssen,  und  die  Classeneintheilung  ist  also  durchaus  eindeutig. 
Jede  Classe  ist  durch  ein  beliebiges  in  ihr  enthaltenes  Func- 
tional,  einen  Repräsentanten,  völlig  bestimmt. 

3.  Zwei  mit  einander  associirte  Functionale  sind 
auch  äquivalent  und  kommen  daher  in  derselben 
Classe  vor. 

Denn  wenn  cp  und  ip  associirt  sind,  so  ist  ihr  Quotient  cp  :  t^ 
eine  Einheit,  und  cp  und  i^  sind  also  auch  äquivalent. 

Eine  Classe  enthält  aber  nicht  bloss  die  einzelnen  Func- 
tionale 9),  sondern  alle  durch  diese  Functionale  bestimmten 
Ideale,  und  wir  nennen  diese  Classen  daher,  wenn  eine  genauere 
Bezeichnung  nöthig  ist,  Functionalclassen  oder,  häutiger  noch, 
dem  üblichen  Sprachgebrauche  gemäss,  Ideal  classen. 

4.  Die  Gesammtheit  aller  ganzen  und  gebrochenen 
Zahlen  des  Körpers  Sl,  verbunden  mit  den  sämmt- 
lichen  Einheiten  und  den  Producten  von  Zahlen 
mit  Einheiten,  bilden  unter  sich  eine  Classe,  die 
die  Hauptclasse  genannt  wird. 

Als  Repräsentanten  der  Hauptclasse  kann  man  z.  B.  die 
Zahl  1  betrachten.  Die  Hauptclasse,  als  Idealclasse  aufgefasst, 
enthält  das  Ideal  o  und  wird  daher  in  der  Folge  durch  den 
Buchstaben  0  bezeichnet. 

5.  In  jeder  Idealclasse  giebt   es   ganze  Functionale. 

Denn  nach  der  Definition  ist,  wenn  q)  irgend  ein  Functional 
und  «  eine  Zahl  ist,  cp  mit  occp  äquivalent.  Wir  können  aber 
nach  §.  137,  5.  die  Zahl  «,  sogar  rational,  so  bestimmen,  dass 
cccp  ein  ganzes  Functional  wird. 

6.  Aus  jeder  Idealclasse  C  können  wir  einen  Reprä- 
sentanten cp  auswählen,  der  nicht  nur  selbst  ein 
ganzes  Functional  ist,  sondern  auch  zu  einem 
beliebig  gegebenen  ganzen  Functional  a  relativ 
prim  ist. 

Nehmen  wir,  um  diesen  Satz  zu  beweisen,  zunächst  nach  5. 
einen  beliebigen  ganzen  Repräsentanten  cp  der  Classe  C  und 
eine  durch  cp  theilbare  ganze  Zahl  a,  so  ist 

(2)  (PX  =  «, 
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und  %  ein  ganzes  Functional.  Nun  wählen  wir  (nach  §.  143,  3.) 
eine  durch  i  theilbare  Zahl  /3  so,  dass  /3  :  %  relativ  prim  zu  cj 
wird,  und  setzen 

(3)  ^1  =  ^, 

Da  jetzt  (f  :  i/>  eine  Zahl  ist,  so  ist  '\\)  mit  g)  äquivalent,  und 
i/^  ist  ein  zu  w  theilerfremder  Repräsentant  der  Classe  C^). 


§.  153. 
Die   Classenzahl   des   Körpers   iß. 

Wir  kommen  nun  zum  Beweise  des  wichtigen  Satzes: 

1.  Die  Anzahl  der  Idealclassen  eines  Körpers  ß  ist 
endlich. 

Dieser  Satz  ist  gleichbedeutend  mit  dem  folgenden: 

2.  In  jeder  Classe  giebt  es  ganze  Functionale,  deren 
absolute  Norm  eine  bestimmte  endliche,  nur  von 
der  Natur  des  Körpers  ^  abhängige  Zahl  nicht 
übersteigt. 

Denn  weil  jedes  ganze  Functional  ein  Factor  seiner  absoluten 
Norm  ist,  und  jede  ganze  Zahl  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
nichtassociirten  Factoren  hat,  so  giebt  es,  von  den  associirten 
abgesehen,  nur  eine  endliche  Zahl  von  ganzen  Functionalen ,  die 
eine  gegebene  Zahl  zur  absoluten  Norm  haben.  Wenn  nun 
bewiesen  werden  kann,  dass  in  jeder  Classe  ein  ganzes  Functional 
vorkommt,    dessen   absolute    Norm    unter   einer   endlichen   Zahl 


1)  Wir  wollen  hier  im  Vorübergehen  auf  eine  Analogie  der  Aequivalenz 
der  Ideale  hinweisen.  Die  ganze  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  lässt 
sich  mit  den  nothwendigen  Modificationen  übertragen  auf  die  Theorie  der 
algebraischen  Functionen,  die  wieder  ihren  geometrischen  Ausdruck  in  der 
Theorie  der  algebraischen  Curven  findet.  Den  Idealen  entsprechen  dann 
Punktsysteme  auf  einer  festen  Grundcurve  und  den  Hauptidealen  volle 
Schnittpunktsysteme  der  Grundcurve  mit  einer  anderen  algebraischen  Curve. 
Wenn  sich  zwei  Punktsysteme  zu  einem  vollen  Schnittpunktsystem  ergänzen, 
was  in  der  obigen  Formel  ^  /  =  «  seinen  Ausdruck  finden  würde,  so  wird 
von  den  beiden  Punktsystemen  ^,  /  jedes  der  Rest  des  anderen  genannt. 
Zwei  Punktsysteme,  die,  wie  9?,  «/^,  denselben  Rest  haben,  werden  in  der 
Geometrie  corresidual  genannt.  Dieser  Begriff'  entspricht  also  der  Aequi- 
valenz. (Vergl.  Brill  u.  Nöther,  Mathem.  Annalen,  Bd.  7.  Salmon, 
„higher  plane  Curves",  deutsch  von  Fiedler.) 
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liegt,  so  ist  die  Endlichkeit  der  Anzahl  der  Classen  nach- 
gewiesen. 

Lassen  wir,  wie  bisher,  Wi,  «2,  .  .  .,  w„  eine  Minimalbasis  von 
Sl  bedeuten,  so  werden  alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  aus 

(1)  tö  =  «1  ^Ti   -f-   «2  ^2   +  •   •   •  +  ön  OCn 

erhalten,  wenn  wir  den  iCi,  a;2,  .  .  .,  Xn  ganze  rationale  Zahlwerthe 
ertheilen.  Wenn  wir  eine  positive  ganze  Zahl  1c  annehmen  und 
festsetzen,  dass  keine  der  Zahlen  Xi  aus  dem  Intervall  i  h  her- 
austreten soll,  so  wird  der  absolute  Werth  von  ca  nicht  über 
der  Grenze 

(  I  «1  I   +    I  «2  I   H ^   \G)n\)lc  =  rJc 

liegen,  wenn  unter  |a9i|,  I02I,  .  .  .  die  absoluten  Werthe  (Ein- 
leitung, Bd.  I,  S.  18)  der  (reellen  oder  complexen)  Grössen  cot 
verstanden  sind,  und  r  die  Summe  |  «i  |  -|-  |  «9 1  -|-  •  •  •  bedeutet. 
Bilden  wir  den  Ausdruck  (1)  für  die  n  conjugirten  Körper,  und 
nehmen  das  Product,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  mit  B  eine 
positive  reelle  Zahl  bezeichnen,  die  über  dem  Product  der 
n  Werthe  r  liegt, 

(2)  Na(c3)<:Rk-. 

Diese  Zahl  R  ist  nur  von  der  Natur  des  Körpers  5i,  nicht 
aber  von  Je  abhängig. 

Jetzt  sei  a  irgend  ein  ganzes  Functional  in  Sl^  und  Na  (ii) 
seine  absolute  Norm.  Wenn  wir  die  ganze  Zahl  h  so  be- 
stimmen, dass 

(3)  k-  ^  Na(a)<Z(Jc-^  1)", 

und  wenn  wir -ferner  in  (1)  den  Zahlen  Xi  die  Werthe  0,1,2,  ...,  Je 
ertheilen,  so  ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe,  die  aus  (1) 
hervorgehen,  (fc  -)-  1)*»,  also  grösser  als  Na(^).  Nach  §.  148,  3. 
ist  aber  die  Zahl  der  nach  dem  Modul  ^  incongruenten  Zahlen 
gleich  Na  {^) ,  und  folglich  müssen  unter  den  so  bestimmten 
Zahlen  w  mindestens  zwei  verschiedene  nach  dem  Modul  ft  con- 
gruente  Zahlen  vorkommen.  Ist  also  co'  ^  to"  (mod  ft),  so  mrd 
die  Differenz 

(4)  a  =  co'  —  a"  =  (x'i  —  a:!')  «i  +  •  •  •  +  {x'n  —  x'n)  (On 
durch  /LI  theilbar  sein,  und  zugleich  sind  die  ganzen  Zahlen 
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absolut  genommen  nicht  grösser  als  h.  Es  giebt  eine  durch  ^ 
theilbare  von  Null  verschiedene  Zahl: 

(5)  w  =  «1  oji  -f-  «2  «2  +  •  •  •  +  ^"  ^n, 

in  der  die  ganzzahligen  Coefficienten  a-^,  a^  .  ,  .  a^  die  Grenzen 
■iz'k  nicht  überschreiten,  und  folglich  ist  nach  (2)  und  (3) 

(6)  Na(a)<:BJc-<:RN,(^). 

Da  nun  a  durch  fi  theilbar  ist,  so  setzen  wir 

(7)  0C  =  ^  Cp,   Na  («)   =   Na  W   Na  {(f), 

und  erhalten  aus  (6) 

(8)  Na{cp)<:R. 

Wenn  nun  il;  ein  Repräsentant  einer  beliebig  gegebenen 
Classe   C  ist,  so  wählen  wir  ^  so,  dass 

eine  Zahl  ist,  und  wenn  dann  nach  (7) 

a  =  ^q) 

ist,  so  ist 

q)  a 

also  q)  und  ^  äquivalent,  q)  ist  also  gleichfalls  ein  Repräsentant 
der  Classe  (7,  und  dieser  genügt  der  Bedingung  (8).  Es  kommt 
also,  wie  bewiesen  werden  sollte,  in  jeder  Classe  ein  Functional 
vor,  dessen  absolute  Norm  unter  B  liegt. 

Die  Anzahl  der  Idealclassen,  die  wir  mit  h  bezeichnen  wollen, 
ist  hiernach  eine  dem  Körper  i2  eigenthümliche  natürliche  Zahl, 
die  die  Classenzahl  genannt  wird. 

In  dem  einfachsten  Falle,  wo  die  Classenzahl  gleich  1  ist,  ist 
jedes  Functional  mit  einer  Zahl  associirt,  d.  h.  es  kann  jedes 
(ganze  oder  gebrochene)  Functional  durch  Absonderung  eines 
Zahlenfactors  in  eine  Einheit  verwandelt  werden.  In  diesem  Falle 
lässt  sich  jede  ganze  Zahl  des  Körpers  Sl  in  Primzahlfactoren 
zerlegen,  und  diese  Körper  haben  eine  Theorie,  die  im  Wesent- 
lichen mit  der  rationalen  Zahlentheorie  übereinstimmt.  Für 
solche  Körper  ist  die  Einführung  der  Functionale  und  Ideale 
nicht  nothwendig. 

Hierher  gehören  neben  dem  Körper  der  rationalen  Zahlen 
unter  anderen  der  Körper  der  Gauss' sehen  imaginären  Zahlen 
und  der  aus  dritten  Einheitswurzeln  gebildeten  Zahlen  (Bd.  I, 
§.  173,  174). 
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§•  154. 
Die   Gruppe   der   Idealclassen. 

Die  Idealclassen  können  auf  Grund  des  folgenden  Satzes 
componirt  werden: 

1.  Sind  9),  t^,  g)i,  1/^1  Functionale  und  qp  äquivalent 
mit  qpi,  1/^  äquivalent  mit  i^^,  so  ist  auch  (pxl^  äqui- 
valent mit  (pi  i^i. 

Die  Richtigkeit  hiervon  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der 
Definition.  Denn  wenn  cp  :  qpj  und  z/;  :  i/^j  mit  Zahlen  associirt 
sind,  so  ist  auch  (ptl)  :  (p^il)-^  mit  einer  Zahl  associirt. 

Ebenso  ergiebt  sich  auch  der  umgekehrte  Satz: 

2.  Ist  (p  äquivalent  mit  g^^  und  g)  1^  äquivalent  mit 
qpi  i^'i,  so  ist  auch  1/^  äquivalent  mit  i\)-^. 

Betrachten  wir  also  zwei  Idealclassen  A^  B^  die  auch  iden- 
tisch sein  können ,  und  bilden  das  Product  cp  -^  irgend  eines 
Functionals  (p  aus  A  und  eines  Functionals  ^  aus  B^  so  ist  die 
Classe  C,  in  der  das  Product  91^  vorkommt,  unabhängig  von 
der  Wahl  von  (p  und  t^,  und  die  Classe  C  ist  durch  die  beiden 
Classen  A^  B  völlig  bestimmt.  Wir  nennen  C  aus  A  und  B 
componirt  und  schreiben  symbolisch 
(1)  C  =  AB  =  BA. 

Die  Classe  C  enthält  alle  Producte  eines  Elementes  von  A 
mit  einem  Element  von  J5,  kann  aber  auch  noch  andere  Func- 
tionale enthalten. 

Da  diese  Composition  aus  der  wahren  Multiplication  ab- 
geleitet ist,  so  gelten  auch  die  Gesetze  der  Multiplication  für 
diese  Composition,  nämlich  das  commutative  und  das  associative 
Gesetz. 

Es  folgt  ferner  aus  dem  Satze  2.,  dass,  wenn  AB  =^  AB^ 
ist,  auch  B  =  Bi  sein  muss,  und  folglich  erzeugen  die  Ideal- 
classen bei  dieser  Composition  eine  endliche  Abel'sche  Gruppe 
vom  Grade  h^  auf  die  wir  alle  Sätze  anwenden  können,  die  wir 
im  zweiten  Abschnitt  dieses  Bandes  über  solche  Gruppen  kennen 
gelernt  haben. 

Die  Einheit  dieser  Gruppe  ist  die  schon  im  g.  152  definirte 
Hauptclasse  0,   die  ja,   wie  wir  gesehen  haben,   den  Repräsen- 
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tanten  1  hat.  Um  entgegengesetzte  Classen  zu  detiniren,  nehmen 
wir  einen  Repräsentanten  cp  einer  Classe  A  und  eine  durch  (p 
theilbare  Zahl  a.  Ist  dann  a  =  (px,  so  ist  ;t  ein  Repräsentant 
der  Classe  J.-^,  und  es  ist  ÄÄ-^  =  0. 

Ist  A   eine  beliebige  Classe,  und  li  die  Classenzahl,   so  ist 
immer 

A^=  0, 

und  wenn  li  die  kleinste  positive  Zahl  ist,  die  der  Bedingung 

■    AT^=  0 

genügt,  so  ist  h  ein  Theiler  von  h.    Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

3.  Jedes  Functional  g)  in  ß  gehört  zu  einem  be- 
stimmten Exponenten  h,  der  ein  Theiler  der 
Classenzahl  h  ist,  so  dass  cp^  associirt  ist  mit 
einer  Zahl  in  *ß. 


Achtzehnter  Abschnitt. 
Discriminanten. 


§.  155. 
Minimum   einer   quadratischen   Form. 

Auf  einem  ganz  neuen  Weg  hat  Minkowski  die  Endlich- 
keit der  Anzahl  der  Classen  bewiesen  i),  der  von  eigenthümlichen, 
zahlreicher  Anwendungen  fähigen  Betrachtungen  ausgeht  und 
dabei  zu  dem  lange  vergeblich  gesuchten  Beweis  eines  Satzes 
über  die  Körperdiscriminante  führt.  Wir  wollen  hier  in  der 
Kürze  die  Hauptmomente  dieser  Untersuchungen  mittheilen. 

Minkow^ski  geht  aus  von  der  Betrachtung  einer  quadra- 
tischen Form  von  n  Variablen 

(1)  f(0Ci,  X.2,  .  .   .,  Xn)  =  ^a,-,fc  XiXu 

mit  reellen  Coefficienten  «/,fc,   von   der  vorausgesetzt  wird,   dass 
sie  sich  in  n  und  nicht  weniger  positive  Quadrate  linearer  Func- 
tionen zerlegen  lässt  (einer  positiven  Form,  Bd.  I,  §.  81  bis  83). 
Es  möge  eine  dieser  Darstellungen  sein 

(2)  f  \^li  ^21   '   '  '1  ^>i)  ==   Sf   H~   fe/      I      '   *  1      te«i 

worin 

(3)  If  =  «1,  i  Xi   +   «2,  i  A-2   +   •   •   •   +  ««,  i  ^n 

ein  System  linearer  Functionen  der  Xi  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  ist.     Setzen  wir 

(4)  A  =  U  ±  «1.  1  «2,  2  .  .  .  ««,  «, 


^)  Ueber  die  positiven  quadratischen  Formen  etc.  Grelle,  Bd.  107, 
1891.  Eingehender  noch  in  dem  Buche  von  Minkowski.  „Geometrie  der 
Zahlen",  Leipzig  1896. 
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SO  ist  die  Determinante  B  der  quadratischen  Form  (1)  (Bd.  I,  §.  59) 

(5)  D  =  2^  +  «1^  1   (22,  2  .   .   •  Cin,  n  =   ^'■^' 

Die  ai^u  sind  dann  gleichfalls  reelle  Zahlen,  die  auf  un- 
endlich viele  Arten  bestimmt  werden  können.  Wir  nehmen 
eine  beliebige,  aber  weiterhin  unveränderliche  Transformation 
(2),  (3)  an. 

Das  Gleichungssystem  (3)  möge,  nach  den  x  aufgelöst,  ergeben : 

(6)  Xi  =  ßl,i    li   H h/5n,^l«. 

Wir  wollen  nun  den  Variablen  Xi  nur  ganze  rationale  Zahl- 
werthe  beilegen.  Dann  ist  klar,  dass  die  Function  /  nur  ver- 
schwinden kann,  wenn  alle  Xi  verschwinden,  und  dass  ihr  Werth, 
wenn  wir  diesen  Fall  ausschliessen ,  nicht  unter  einen  gewissen 
endlichen  Grenzwerth  M  heruntersinken  kann,  den  wir  das 
Minimum  der  Form  /  nennen.  Denn  sinkt  der  Werth  von  / 
unter  einen  Werth  a^  herunter,  so  müssen  nach  (2)  alle  1^-  dem 
absoluten  Werthe  nach  unter  a  herunter  sinken,  und  nach  (6) 
würden  für  ein  hinlänglich  kleines  a  sämmtliche  Xi  unter  1  her- 
abgedrückt werden  und  müssten  dann,  da  es  ganze  Zahlen  sind, 
alle  gleich  Null  sein. 

Es  kommt  vor  Allem  darauf  an,  nicht  sowohl  das  Minimum 
genau  zu  bestimmen,  als  eine  möglichst  kleine  obere  Grenze 
dafür  zu  finden,  über  die  es  nicht  hinausgehen  kann. 

Wir  bedienen  uns  jetzt  mit  Minkowski  einer  Ausdrucks- 
weise, die  einer  Geometrie  im  Räume  von  n  Dimensionen  ent- 
nommen ist,  die  ausserordentlich  einfach  zu  dem  gewünschten 
Resultat  führt.  Für  die  Fälle  n  ^=  2^  n  =  S  sind  die  dabei  ge- 
brauchten Ausdrücke  vollständig  anschaulich  und  all  er  einfachster 
Art.  Wir  empfehlen  dem  Leser,  sich  die  nun  auszuführenden 
Schritte  an  diesen  beiden  speciellen  Fällen  anschaulich  klar  zu 
machen.  Bei  grösseren  Werthen  von  n  geht  freilich  die  eigent- 
liche Anschauung  verloren.  Man  hat  dann  diese  Ausdrücke  als 
kurze  Bezeichnung  gewisser  analytischer  Verhältnisse  anzusehen, 
wobei  noch  die  Analogie  mit  dem  gewöhnlichen  Räume  die  Auf- 
fassung erleichtert.  Es  hat  nicht  die  geringste  Schwierigkeit, 
alle  diese  Ausdrücke  durch  rein  analytische  Formeln  zu  ersetzen; 
es  würde  darunter  aber  sehr  die  Kürze  des  Ausdrucks  und  die 
Leichtigkeit  der  Auffassung  leiden. 

Wir  bezeichnen  also  jetzt  die  Variablen  |i,  .  .  .,  |„  als  Coor- 
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dinaten  eines  Punktes  |  in  einem  Räume  von  n  Dimensionen  jR| 
und  nennen  den  Ausdruck 

(7)  o  =  V(ii  -  liT  +  «2  -  ^2)^  H h  (In  - 1;;)^ 

die  Entfernung  der  beiden  Punkte  |',  |". 

Wenn  wir  in  (3)  die  Variablen  Xi  alle  ganzzahligen  Werthe 
durchlaufen  lassen,  so  geben  uns  die  zugehörigen  Werthe 
der  ^i  ein  Punktsystem  im  Räume  E^.  Der  Punkt,  der  den 
Werthen  Xi  =  0  entspricht,  ist  der  Coordinaten  -  Anfangspunkt 
oder  der  Nullpunkt.  Die  Gesammtheit  dieser  Punkte  bleibt 
ungeändert,  wenn  wir  Xi  durch  Xi  -\-  xf^  ersetzen,  wenn  ic\<^>, 
x^^^^  .  .  .,  x^^^  ein  festes  System  ganzer  Zahlen  bedeutet.  Wir 
können  diese  Thatsache  auch  so  ausdrücken,  dass  das  Punkt- 
system der  li  mit  sich  selbst  zur  Deckung  kommt,  wenn  es 
eine  Parallelverschiebung  erfährt,  bei  dem  der  Nullpunkt  an  den 
Ort  eines  beliebig  gegebenen  anderen  Punktes  des  Systems  ge- 
langt; oder  auch:  Die  Punkte  des  Systems  sind  zu  jedem  seiner 
Punkte  in  derselben  Weise  gelagert,  wie  zu  jedem  anderen. 

Wir  wollen  dies  System  ein  Punkt gitt er  nennen  und  seine 
einzelnen  Punkte  die  Gitterpunkte. 

Nach  (2)  und  (7)  ist  der  Werth  von  /  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung des  Punktes  |  vom  Nullpunkte  und  folglich  ist  VM  die 
kleinste  Entfernung  zweier  Gitterpunkte,  die  in  dem 
ganzen  System  vorkommt. 

Ausser  den  Entfernungen  in  dem  Räume  Bn  haben  wir  auch 
noch  Volumina  zu  betrachten,  d.  h.  die  Werthe  des  n- fachen 
Integrals 

(8)  v.  =  ff,.,fcn,cn,...du 

worin  die  Variablen  §i,  I21  •  •  -i  In  irgend  ein  endliches  Gebiet  (r| 
erfüllen,  was  etwa  durch  eine  oder  mehrere  Ungleichungen  be- 
stimmt ist.     So  ist  das  durch  die  Bedingung 

(9)  If  +  IIH h  IX  5  1  oder  auch  2;(|,  -  |?)^  ^  1 

bei  beliebigen  Werthen  |?  begrenzte  Gebiet  eine  w-dimensionale 
Kugel  vom  Radius  1,  deren  Volumen  wir  mit  Ä„  bezeichnen 
wollen.  Aus  jedem  Gebiete  (rt  können  wir  ein  ähnliches  Ge- 
biet Gi^  ableiten,  indem  wir   die  Coordinaten   alle  im  Verhält- 

niss  P*  :  1  vergrössern.  Ist  F^^)  das  Volumen  des  neuen  Gebietes, 
so  ist  nach  (8) 

(10)  FW  =  tV. 

Weber,  Algebra.   II.  36 
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Betrachten  wir  ausser  dem  Räume  Et  noch  einen  zweiten 
Raum  Bx,  in  dem  die  durch  (3)  oder  (6)  bestimmten  Variablen  x 
die  Coordinaten  sind,  so  entspricht  jedem  Punkte  des  einen 
Raumes  ein  und  nur  ein  Punkt  des  anderen  Raumes.  Einem 
endliche  Gebiete  (rg  entspricht  ein  endliches  Gebiet  Ga:- 

Um  die  Beziehung  zwischen  dem  Volumen  F|  und  V^  zu 
ermitteln,  müssen  wir  das  Integral  (8)  nach  den  Regeln  über 
die  Umformung  mehrfacher  Integrale  behandeln,  wofür  die  all- 
gemeine Formel  gilt: 

(11)  f/...fd^,di,...d^„ 


Setzen  wir  darin  für  die  Functionaldeterminante  den  Werth 
(4)  oder  (5)  ein,  so  ergiebt  sich 

(12)  Vi  =  VD  F., 

worin  nun  das  Integral 

(13)  Va:  =  f  f  '   •   •   f  d  Xi    d  X2    •    '   '   d  Xn 

sich  auf  das  Gebiet  Gx  bezieht. 

Das  Integral  Vx  können  wir  als  Grenzwerth  einer  Summe 
von  Elementen  z/^i  z/^2  •  •  •  ^^n  auffassen,  und  wenn  wir  den 

Incrementen  zJ Xi  allen  die  Grösse  1  :  t^  geben,  so  wird  jedes 
dieser  Elemente  den  Werth  1  :  t  haben.  Bedeutet  Zt  die  An- 
zahl dieser  Elemente,  so  ist  Vx  der  Grenzwerth,  dem  sich  das 
Verhältniss  Zt  :  t  bei  unendlich  wachsendem  t  nähert,  also 

(14)  Vx  =  Lim  f. 

t    =^    CO      t 

Nun  ist  die  Anzahl  der  Elemente  Zt  ebenso  gross,  wie  die 
Anzahl  der  Punkte  im  Inneren  von  Gx^  deren  Coordinaten  den 
Ausdruck 

X^   =  h^t     %    X2   =  h2t     ",    .  .   .,    Xn  =  hnt     '' 

mit  ganzzahligen  /ij,  /^a^  •  •  -i  ^^n  haben,  oder  auch  gleich  der  An- 


1)  Die  allgemeine  Formulirung  dieser  Umformung  rührt  von  Jacobi  her 
(De  determinantibus  functionalibus;  Grelle,  Bd.  22, 1891,  gesammelte  Werke, 
Bd.  3).  Die  Ableitung  findet  sich  in  den  meisten  ausführlicheren  Lehr- 
büchern der  Integralrechnung,  z.  B.  Serret-Harnack,  Bd.  2;  Lipschitz, 
Lehrbuch  der  Analysis  Bd.  2;  auch  Baltzer,  Determinanten. 
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zahl  der  Punkte  mit  ganzzahligen  Coordinaten,   die  in  einem  im 
i_ 

Verhältniss  P'  :  1  vergrösserten  Gebiet  (^w  Hegen,  und  diese  Zahl 
ist  ebenso  gross  wie  die  Anzahl  der  Gitterpunkte,  die  in  dem 
Gebiete  G^P  liegen.     Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Ist  (rt  irgend  ein  endliches  Gebiet  im  Kaume  R^  und 
Gf  das   aus  G^   durch  Vergrösserung   im   Linearverhält- 

2 
niss  f"  :  1  abgeleitete  Gebiet;  ist  Zt  die  Anzahl  der  im 

Inneren  von  Gf  liegenden  Gitterpunkte,  so  ist  das  durch 
G^  bestimmte  Volumen 

(15)  F.  ==  VD  Lim  ^. 

Wir  legen  jetzt  um  jeden  Gitterpunkt  als  Mittelpunkt  eine 
w-dimensionale  Kugel  vom  Radius  i  '2  Vi^i.  Da  VM  die  kleinste 
Entfernung  von  irgend  zwei  Gitterpunkten  ist,  so  können  je 
zwei  dieser  Kugeln  kein  Gebiet  gemein  haben;  sie  können  sich 
höchstens  in  einem  Punkte  berühren,  und  keine  dieser  Kugeln 
enthält  ausser  ihrem  Mittelpunkte  einen  weiteren  Gitterpunkt. 
Eine  solche  Kugel  hat  nach  (10)  das  Volumen 

und  das  Gesammtvolumen  aller  der  Kugeln,  deren  Mittelpunkt 
im  Inneren  von   G^P  liegt,  ist  

z,..(M)-. 

Dies  Volumen  V^p  ist  aber  offenbar  kleiner  als  V^*\  wenig- 
stens wenn  wir  von  den  Kugeln,  die  zum  Theil  aus  dem  Ge- 
biete 6r(*)  herausragen,  absehen,  deren  Gesammtvolumen,  durch 
t  dividirt,  mit  unendlich  wachsendem  t  gegen  Null  convergirt, 
weil  sein  Gebiet  nur  einen  Theil  von  G^*^  erfüllt,  und  folglich 
ist  auch   V  grösser  als  der  Grenzwerth  von   V<*^  :  f,  also 

F>Li„.^(l^)", 
und  daraus  nach  (15)  

(le)  V5>ir.,(^)". 

Da  es  nun  leicht  ist,  das  Volumen  K»  zu  bestimmen,  so 
ist  hierdurch  die  Aufgabe  gelöst,  und  eine  obere  Grenze  für 
M  gefunden. 

36* 


Vit) 
'^  1 
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Wir  wollen  hier  nicht  den  genauen  Werth  für  Kn  einsetzen, 
sondern  einen  einfacher  auszudrückenden  kleineren  Werth,  wo- 
durch die  Ungleichung  (11)  um  so  mehr  richtig  wird. 

Nach  der  Definition  ist 

(17)  K„r.^ff...fin,d^,...d^„, 

mit  der  Begrenzung 

(18)  V(  +  LIH h  ^I  ^  1- 

Die  Grenzgleichung  (18)  ist  sicher  erfüllt,  wenn  wir  die  |i 
auf  die  Intervalle 

(19)  -  i7=  ^  ^*'  ^  TT 

beschränken,  was  geometrisch  die  Bedeutung  hat,  dass  wir  die 
Kugel  durch  den  eingeschriebenen  Würfel  ersetzen.    Demnach  ist 

1         1  1 

Vn         Tn  Vw 
1 l_           1_ 

yn     yü         yü 
und  wenn  diese  Integration  ausgeführt  wird, 

(^«)  ^»  >  (4 

Die  hierdurch  bestimmte  obere  Grenze  wird  von  Kn  niemals 
erreicht,  wenn  wir  von  dem  Falle  n  =  l  absehen. 

Die  Vergleichung  von  (20)  mit  (16)  ergiebt  einen  sehr  ein- 
fachen Ausdruck  für  den  oberen  Grenzwerth  von  Jf,  nämlich 

(21)  M<:n  yn, 

und  M  ist  (von  dem  Falle  n  =  1  abgesehen)  wirklich  kleiner, 
und  nicht  gleich  dem  Werthe  n  YD. 

Dies  zeigt  sich  klar,  wenn  man  eine  noch  etwas  engere 
Grenze  für  M  aufsucht. 

Die  Bedingung  (18)  ist  sicher  dann  erfüllt,  wenn  wir 

(22)      -  «  <  I,.  <  «,     If  +  in y  |I_i  <  1  -  «^ 

setzen,  wo  a  ein  beliebiger  positiver  echter  Bruch  sein  kann. 
(Die  geometrische  Bedeutung  hiervon  ist  die,  dass  man  die 
Kugel  durch  einen  eingeschriebenen  Cylinder  von  der  Höhe  2  a 
ersetzt).     Es  ist  also 

li'  +  I2'  H h  l?.-i  <  1  -  «^. 
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Wenn  man  in  dem  (n —  1) fachen  Integral  |,-  durch  Vi  —  a-  |j 
ersetzt,  so  findet  man  dafür  den  Werth  V(l  —  «-)""" ^  -^n— n  und 
es  findet  sich  also  die  Ungleichung 


Kn>  2aV(l-a^-T-'  Kn-,. 


Nun  wollen  wir  «  so  wählen,  dass  2«  V(l — «2^-^  §0  gross 
als  möglich  wird,  und  dafür  findet  man  nach  der  gewöhnlichen 
Regel  durch  Nullsetzen  des  Difi"erentialquotienten 


©■iT. 


"'«>->(i^r"'ü-.... 


2 


2  /      "  -^  \      2 
Setzt  man  also 

\V0n  n)  ' 
so  ist 

(23)  0l<&\\~\, 

also  0JI  eine   mit  wachsenden  n  abnehmende  Zahl.    Zugleich  er- 
giebt  sich  aus  (16) 

(24)  ill<0„nf5. 

Für  w  =  2  ist  Kn  gleich  dem  Flächeninhalt  des  Kreises  mit 
dem  Radius  1,  d.  h.  gleich  der  Ludolfi  sehen  Zahl  n.  und 
daraus  ergiebt  sich 

©2  =  -  <  0,636,    0.^  <  0,404, 

und  es  gilt  also  nach  (22)  und  (23)  die  für  alle  Werthe  von  ??, 
die  grösser  als  1  sind,  gültige  Grenzbestimmung: 

(25)  M  <  n  l/'0,404  B  ^). 

1)  Für  specielle  Anwendungen  ist  es  nützlich,  die  Grenze  so  genau  als 
möglich  zu  kennen.  Dazu  dient  eine  genaue  Berechnung  des  Integrals  Kn 
nach  seiner  Definition  (17),  (18),  die  sich  leicht  nach  verschiedenen  Methoden 
der  Integralrechnung,  z.  B.  mittelst  des  discontinuirlichen  Factors  von 
Dirichlet,  ausführen  lässt: 

,      '-(!)" 

An 


0  +  t) 
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§.  156. 
Anwendung  auf  algebraische  Körper. 

Aus  dem  Minimum  für  eine  positive  quadratische  Form  kann 
man  ein  Minimum  von  Linearformen  ableiten,  indem  man  eine 
positive  quadratische  Form  als  Summe  von  Quadraten  von  Linear- 
formen auffasst.  Darauf  beruhen  die  folgenden  Anwendungen 
auf  die  Theorie  der  algebraischen  Körper,  denen  wir  einen  Hülfs- 
satz  vorausschicken: 

1.    Sind  «1,  «21  •••?  ^«  reelle  positive  Zahlwerthe,  so  ist 


(1)  «1    +   «2   +   •   •   •   +   Öf»  >.  n  l/^^l  «2    •   •   •   an- 

Dieser  Satz  ist  offenbar  richtig  für  ?^  =  2,  denn  es  ist 
«1  -[-  «2  —  2  Vcii  «2  =  (V«i  —  y^)^,  also  nie  negativ.  Wir 
wenden  also  die  vollständige  Induction  an,  indem  wir  die  Formel 
(1)  für  n  —  1  Glieder  als  schon  erwiesen  annehmen.  Nehmen 
wir  dann  an,  dass  ün  von  keinem  der  übrigen  a  an  Grösse  über- 
troffen wird,  so  ist 

w— 1 

an  5  V«!    «2   •   •  •   <^*n-l  =  &, 

und 

ö^i  +  «2  H h  «n-i  ^  (n  —  l)  b. 

Also  ist 

«1    +  «2   +  •   •   •   +  «n   5   ««  +  (^  —   1)  ^1 

und  folglich 


0^1    +   ^2   +  •   •   •   +   ^^n  =   7^      I      <^n   b 


worin  T  {x)  die  Gammafunction  bedeutet,  für  die  die  Gleichungen 
r(x)  =  {x~i)  r(x-l),    r(i)  =  V7^ 

bestehen,  so  dass  Kn  durch  rationale  Zahlen  und  durch  V  n  ausgedrückt  ist. 

(Vergl.  z.  B.  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
nach  Lejeune-Dirichlet  von  G.  F.  Meyer  herausgegeben,  §.  175. 
Leipzig  1871). 

Daraus  ergiebt  sich 

e„  =  -i-  r  (i  +  ^)", 

nn       \      '     2  / 

was  nach   den  Näherungsformeln  für  die   r- Function   für   grosse  Werthe 
von  n  nahe  mit 

—  —  0,234  .  .  . 
n  e 

übereinstimmt.     (Minkowski,  Grelle,  Bd.  107,  S.  292). 
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und  nach   dem  binomischen  Satze,  da  «„  —  h  nicht  negativ  ist, 

("'   +  "^  +  •   •  ■  +  «>y   5  Jn  +  J..-1   („„  _  J)  =  „„Jn-1, 

dies  aber  fällt  mit  der  zu  beweisenden  Ungleichung  (1)  zusammen. 

Es  sei  nun  öj,  ojg,  .  .  .,  «„  eine  Minimalbasis  eines  algebrai- 
schen Körpers  *ß.  Es  sei  ferner  g?  ein  beliebiges  ganzes  Func- 
tional. 

Wir  nehmen  eine  Basis  von  (p  an  (§.  146): 

/&1,1   .   .   .    Kn\ 

(2)  (A,  ß-2,...,ßn)-=\ («1,  «2,  •  •  M  ««), 

SO  dass 

(3)  Na{cp)  =  ±2:±h^^...hn,n 

wird.     Aus  der  mit  (p  associirten  Linearform 

(4)  n   =  ßl^l    +   ß2^-2   +   '   '   '  +   ßn  Xn 

erhalten  wir  dann  alle  durch  q)  theilbaren  ganzen  Zahlen  des 
Körpers  Sl^  wenn  für  die  x^^  x^^.  .  .  .^  Xn  alle  möglichen  Combina- 
tionen  ganzer  Zahlen  gesetzt  werden. 

Aus  (4)  ergeben  sich  n  verschiedene  Formen  t^i,  ri^^  -  .  .\  rin, 
wenn  wir  zu  den  n  conjugirten  Körpern,  i^^,  Slo,  .  .  .,  ii„  über- 
gehen. Das  Quadrat  der  Determinante  dieses  Systems  von 
n  Formen  ist  nach  §.  147  gleich  der  Discriminante 

(5)  zJ{ß,,ß,,,.,,ßn)  =  ±Na(cpy~^, 

wenn  z/  die  Grundzahl  des  Körpers  bedeutet. 

Die  conjugirten  Körper  Sli,  Slj  •  •  •  können  theils  reell,  theils 
paarweise  conjugirt  imaginär  sein.  Wir  bezeichnen,  wie  früher 
schon  mehrfach,  mit  |  cj  \  den  absoluten  Werth  einer  reellen 
oder  complexen  Grösse  und  betrachten,  indem  wir  unter 
iCi,  X2^  .  .  .^  Xn  reelle  Variable  verstehen,  die  quadratische  Form 

(6)  f{x,,x,,.,.,Xn)  =  \nA'  +  \ri2\'^ hh»P  =  ^hP- 

Ist  Sl  reell,  so  ist 

(7)  \n\'  =  n\ 

also  das  Quadrat  einer  reellen  linearen  Form.  Wenn  aber  »ß,  ii' 
zwei  conjugirt  imaginäre  unter  den  conjugirten  Körpern  sind,  so 
sind  auch  die  entsprechenden  Linearformen  r}^  rj'  conjugirt  ima- 
ginär, und  es  ist 

(8)  \t,[2  =  \n'\'-  =  n  n' 
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die  Summe  von  zwei  Quadraten  reeller  Linearformen.  Das  Pro- 
duct  7j  Yj'  tritt  dann  mit  dem  Factor  2  in  der  Function  /  auf. 
Daher  ist  /  unter  allen  Umständen  eine  positive  Form. 

Nach  (7),  (8)  lässt  sich  aber  /  auch  als  quadratische  Form 
der  Variablen  t^i,  t^2i  •  •  o  ^n 

(9)  f  =  F  (rii,  t^2,  '  '  ",nn)  =  1  ai,u  Vi  Vk 

auffassen ,  und  hierin  ist ,  wenn  rji  reell  ist ,  a^;  i  =  1 ,  und  wenn 
Vi,  rjjc  ein  conjugirt  imaginäres  Paar  ist,  a,-,fc  =  1.  Alle  übrigen 
Coefficienten  sind  =  0.  Die  Determinante  von  F  ist  also  :=  4:  1, 
weil  in  jeder  Zeile  und  in  jeder  Colonne  nur  ein  von  Null  ver- 
schiedenes Element  mit  dem  Werthe  1  vorkommt.  Nach  Bd.  I, 
§.  56  ist  die  Determinante  der  Form  /  gleich  dem  Product  der 
Determinante  von  F  und  dem  Quadrate  der  Determinante  der 
linearen  Formen  rji  ^.Iso  nach  (5) 

(10)  =±[N,{cp)]'J, 

wo  das  Zeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  der  Werth  positiv  ausfällt. 
Nach   §.  155,  (24)   kann  man  nun   für  die  Xi  solche   ganze 
rationale  Zahlen  setzen,  dass 

(11)  f{x,,  X,,  .   .   .,  Xn)  <   &n  n  ]/±  ^  Na((p)^ 

wird,  worin  0^,  wenn  n  grösser  als  1  ist,  ein  echter  Bruch  und 
immer  kleiner  als  p^0,404  ist.  Setzt  man  diese  Werthe  von  Xi  in 
(4)  ein,  so  geht  rj  in  eine  ganze  durch  cp  theilbare  Zahl  ß  über, 
und  wir  haben  also  damit  den  Satz: 

2.  Ist  q)  irgend  ein  ganzes  Functional  in  ß,  so  giebt 
es  eine  durch  g)  theilbare  ganze  Zahl  ß  in  Sl  von 
der  Eigenschaft,  dass 

(12)  S\v\'<0n  n  '|/±zi[iV,(9)]2 

wird,  worin  z/   die  Grundzahl  des  Körpers  und 

+  z/  positiv  ist. 
Das  Product  der  conjugirten  Werthe  r]  ist  gleich  der  Norm 
von  7i->  und  daher  ist  nach  dem  Hülfssatze  1.  [mit  Rücksicht  auf 
(7)  und  (8)]  

(13)  n1^lN{v)-\^^S\ri\S 

und  also  folgt  nach  (12)  die  auf  die  absoluten  Werthe  bezüg- 
liche Ungleichung: 

(14)  N{vy<@l[Na{^)Y^. 

Da  nun  iq  durch  (p  theilbar  ist,  so  können  wir 
sv=(pil^,    ±N{ri)  =  Na((p)  Na(ip) 
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setzen,   worin  i^   ein  ganzes  Functional,   s  eine  Einheit  ist,  und 

erhalten  aus  (14)  

(15)  iVa(i/^)<V±  0,404z/. 

Da  wir  für  cp  jedes  ganze  Functional  setzen  können,  so  kann 
1^  ein  Repräsentant  eines  Ideals  einer  beliebigen  Classe  sein,  und 
wir  haben  damit  den  wichtigen  Satz  bewiesen: 

3.    In  jeder  Idealclasse   können  wir  einen  Repräsen- 
tanten   finden,    dessen    Norm    kleiner    als    die 
Quadratwurzel  aus  dem  absoluten  Werthe  der 
Grundzahl  des  Körpers  ist. 
Die  im  §.  153  zum  Beweise  der  Endlichkeit  der  Classenzahl 
benutzte   obere  Grenze   für   die  Norm  eines  Ideals  einer  Classe 
wird  hierdurch  in  viel  schärferer  Weise  bestimmt. 

Aber  noch  einen  anderen  sehr  bemerkenswerthen  Schluss 
gestattet  die  Ungleichung  (15).  Da  nämlich  JV«  (^)  eine  positive 
ganze  Zahl,  also  mindestens  gleich  1  ist,  so  geht  aus  (15)  her- 
vor, dass,  abgesehen  von  dem  Falle  n  =  1,  zJ  absolut  grösser  als 
1  sein  muss,  dass  es  also  ausser  dem  Körper  der  rationalen 
Zahlen  keinen  Körper  giebt,  dessen  Grundzahl  i  1  wäre. 
Dies  ist  der  von  Minkowski  zuerst  erbrachte,  früher  lange  ver- 
geblich gesuchte  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  i). 
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Eine  genauere  Untersuchung  der  im  §.  146  erklärten  Basis- 
form  r  von   0   des  Körpers   Sl   soll   uns  nun   das   Mittel   geben, 


1)  In  einem  Briefe  an  Her  mite  (Comptes  rendus  d.  Pariser  Akademie. 
26.  Januar  1891)  und  auch  in  dem  oben  erwähnten  Buche  findet  Min- 
kowski eine  weit  engere  Grenze,  indem  er  nicht  nur  das  Minimum 
der  quadratischen  Formen  ,  sondern  noch  anderer  Functionen  betrachtet, 
wie  »;■?-["  ^2  ~t~  '■•  ~1~  ^'M'  worin  ^;  eine  beliebige  positive  Zahl  ist,  die 
nicht  einmal  ganz  zu  sein  braucht.  Für  p  =  l  ergiebt  sich,  wenn  n  —  y 
die  Anzahl  der  conjugirt  imaginären  Paare  ist: 

.V„„:.)<(±)"~"-^-^---"T±T 

^^  \7I/  un 

Daraus  lassen  sich  noch  weitere  Schlüsse  ziehen,  wie  die:  Die  Grund- 
zahl eines  quadratischen  Körpers  muss  grösser  als  4  oder  keiner  als  —  2 
sein;  die  Grundzahl  eines  cubischen  Körpers  muss  grösser  als  20  oder 
kleiner  als  —  12  sein  etc. 


570  .  Achtzehnter  Abschnitt.  §.  157. 

jede  beliebig  gegebene  natürliche  Primzahl  p  in  ihre  Primfactoren 
wirklich  zu  zerlegen,  und  damit  alle  Primideale  des  Körpers  ii, 
oder  wenigstens  Repräsentanten  aller  Primideale  wirklich  dar- 
zustellen 1). 

Es  sei  p  ein  beliebiges  Primideal  vom  Grade  /,  so  dass 
(1)  N(p)=pf 

ist,  worin  p  eine  natürliche  Primzahl  bedeutet,  die  durch  den 
Primfactor  p  theilbar  ist.  /  ist  ein  positiver  Exponent  ^  n. 
Die  kleinste  ganze  rationale  Zahl,  die  durch  p  theilbar  ist,  ist  p^ 
und  jede  andere  ganze  rationale  Zahl,  die  durch  p  theilbar  ist, 
ist  daher  auch  durch  p  theilbar  (§.   138). 

Wir  müssen  nun  auch  Congruenzen  mit  dem  Modul  p 
zwischen  ganzen  Functionen  beliebiger  Variablen  mit  Coefficienten 
in  0  betrachten  und  bemerken,  dass  zwei  solche  Functionen 
nach  §.  143,  2.  dann  und  nur  dann  congruent  sind,  wenn 
die   entsprechenden  Coefficienten  congruent  sind. 

Den  Körper  der  rationalen  Zahlen  bezeichnen  wir  mit  R 
und  nennen  demnach  eine  Function  mit  rationalen  Coefficienten 
auch  eine  Function  in  B. 

Die  Basisform  von  o 

(2)  T  =   0)1  ^1   +  0)2  ^2   +  •   •  •  +  «n  tn 

genügt,  wie  wir  im  §.  146  gesehen  haben,  einer  Gleichung  n^^^ 
Grades  F(t)  =  0,  deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen 
von  ^1,  ^2  1  •  •  -1  tn  sind.  Es  ist  also  F  (v)  jedenfalls  durch  p 
theilbar,  und  daraus  folgt,  dass  es  ganze  Functionen  Q  (t)  in  R 
giebt,  die  ausser  t  irgend  welche  Variable  enthalten  können, 
die  durch  die  Substitution  ^  ==  r  in  durch  p  theilbare  Functionale 
in  D  übergehen,  die  also  der  Congruenz 

(3)  0  (t)  =  0  (mod  p) 

genügen,  und  wir  werden  also  sagen  können,  z  ist  eine  Wurzel 
der  Congruenz 

(4)  0(t)  =  o  (mod  p). 

Die  Function  O  wird  gewiss  die  Variablen  f^,  t.2^  ,  .  .^  tn  ent- 
halten müssen;   sie  kann  aber  auch   noch   andere  Variable   ent- 


^)  Wir  folgen  hier  einer  Arbeit  von  Hensel:  „Untersuchung  der 
Fundamentalgleichung  einer  Gattung  für  eine  reelle  Primzahl  als  Modul 
und  Bestimmung  der  Theiler  der  Discriminante"  (Grelle 's  Journ.,  Bd.  113). 
Zu  erwähnen  sind  auch  die  anderen  Arbeiten  von  Hensel,  Ebend., 
Bd.  101,  104,  105,  113. 
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halten,  und  wenn  wir  also  die  Variablen  von  0  mit  t,  tt^,  U2^  .  .  . 
bezeichnen,  werden  wir  auch  setzen 

(5)  0(t)  =  0(t,U,,U2,...), 

oder  kürzer  O  (f,  w),  und  diese  Function  enthält  ganze  rationale 
Zahlencoefficienten.  Wenn  wir  die  Function  0(t)  in  die  p^^  Po- 
tenz erheben,  und  die  Formel  §.  150,  4.  anwenden,  so  folgt  aus 
der  Congruenz  (3)  eine  neue  Congruenz 

(6)  ^(ri%  tiP,  t^,  .  .  .)  =  0  (mod  p). 
Ebenso  ist  aber  auch 

(7)  TP  =  G)PtP+(OPtP-] h  ^^  C 

Wenn  wir  dies  in  die  Congruenz  (6)  substituiren,  so  entsteht 
eine  durch  p  theilbare  Function,  in  der  die  Variablen  iti,  1^21  •  -  -■, 
unter  denen  ja  die  ^j,  ^2,  .  .  .,  ^„  mit  enthalten  sind,  nur  in  der 
pten  Potenz  vorkommen.  Die  Congruenz  muss  also  richtig  bleiben, 
wenn  wir  die  «^,  tq.  .  .  .  und  also  auch  die  ^,  f|,  .  .  .,  tn  durch 
unabhängige  Variable  «1,  ifg?  .  .  .  ^1,  ^21  •  •  ••)  ^n  ersetzen  (§.  143). 

Setzen  w4r  demnach 

(8)  Ti   ==  (DP  t,   +  aPt,-] h  Coi  tn, 

so  ergiebt  sich  aus  (6) 

0(ri,  i(i,  W2,  .  .  .)  =  0  (mod  p), 
und  folglich  ist  r^  auch  eine  Wurzel  der  Congruenz  (4). 

Dieses  nämliche  Verfahren  lässt  sich  wiederholt  anwenden, 
und  wir  finden,  dass  auch 

T2=C0PH,    +<^2H \-^^in 

Wurzel  der  Congruenz  (4)  ist,  u.  s.  f. 

Wenn   wir  also   ein  System  von  Formen  r,.   definiren  durch 

(9)  Tr  =  C}{t^   +  to/^2  H h  (^n'tn 

für  beliebige  positive  Exponenten  r,  so  sind  alle  diese  Grössen  r^ 
zugleich  Wurzeln  der  Congruenz  (4).  Es  ist  noch  die  Frage  zu 
beantworten,  wie  viele  von  diesen  Formen  r^  von  einander  ver- 
schieden sind. 

Nach  §.  150,  (4)  ist  sicher 

Tr  ^  V  (mod  p), 
r  ^  r   (mod  /) 
ist,  und  folglich   giebt   es  unter  den  r,.  gewiss  nicht  mehr  als  / 
nach  dem  Modul  p  verschiedene 

(10)  r,  ri,  To,  .  .  .,  v_i. 
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Dass  diese  Formen  aber  wirklich  von  einander  verschieden 
sind,  ergiebt  sich  daraus,  dass  wir  (nach  §.  145,  150)  für  die 
Variablen  t^^  ^2?  •  •  •?  ^n  solche  ganze  rationale  Zahlen  setzen  können, 
dass  T  in  eine  primitive  Wurzel  y  des  Primideals  p  übergeht. 
Durch  dieselbe  Substitution  werden  die  Grössen  (10) 

(11)  =  r,  yP,  yP\  .  .  .,  yP^-'    (mod  p), 

die  nach  dem  Modul  \)  alle  von  einander  verschieden  sind.     Es 
können  also  auch  nicht  zwei  der  Formen  (10)  nach  dem  Modul  p 
congruent    sein,    weil    sonst    auch    die    beiden    entsprechenden 
Zahlen  (11)  congruent  ausfallen  würden. 
Dies  fassen  wir  als  Satz  so  zusammen: 

1.    Jede  Congruenz  (4),  deren  eine  Wurzel  t  =  x  ist, 
hat  die  /  verschiedenen  Wurzeln 

Hiernach  können  wir,  indem  wir  Q  (t)  durch  t  —  x  algebraisch 
dividiren, 

^(t)  =  (t  —  x)  01  (0  (mod  p) 

setzen,  und  rj,  T2,  .  .  .,  Ty_i  sind  Wurzeln  von  ^i{t)  ^  0,  worin 
aber  ^j  (t)  noch  nicht  rationale  Coefficienten ,  sondern  Coeffi- 
cienten  in  0  hat.  Dividiren  wir  O^  (t)  wieder  durch  t  —  ti,  und 
fahren  so  fort,  so  folgt  endlich,  wenn  wir  also  nun  die  Function 
/*«^  Grades 

(12)  n{t)  =  {t-x){t-x,)...{t-  v_o 
setzen, 

(13)  Q{t)  =  n(t)  Oo  (t)  (mod  p), 

worin  0o(O  ^ine  ganze  Function  mit  Coefficienten  in  0  ist. 

Die  Function  n(t)  hängt  von  den  Variablen  ^,  ^1,  .  .  .,  ^n  ab, 
und  um  dies  auszudrücken,  setzen  wir 

n{t)  =  n(t,  t,, . . .,  y. 

Die  Coefficienten  dieser  Form  sind  Zahlen  in  o,  und  es  lässt 
sich  noch  nachweisen,  dass  sie  mit  ganzen  rationalen  Zahlen 
nach  dem  Modul  p  congruent  sind.  Dieser  Beweis  ergiebt  sich 
durch  Erheben  in  die  p^^  Potenz: 

[JT  (t)T  =  (f  -  t")  {f  -  0  .  .  .  (f  -  1P,-,). 
Nun  ist  aber  nach  (9) 

xl  =  <^'  tl  +  «f +  '  tl  + h  «f  ^'  €  (mod  p), 

und  wir  erhalten  also  x^  aus  r^  +  i,  wenn  wir  U  durch  t^  ersetzen, 
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und  Zf  ist   congruent  mit  r.     Demnach   erhalten   wir   die   Con- 
gruenz: 

[77(f,  t,,  f,,  .  .  .,  U:)Y  =  n{i\  t\,  i\,  .  .  .,  tl)  (mod  p). 
Damit  ist  nach  §.  150,  4.  der  Satz  bewiesen: 

2.  Die  Form 

n{i)  =  (t-T)(t-T,)  ...(t  -  v_0 
ist    nach    dem    Modul    p    mit    einer    ganzen    und 
homogenen  Form /*®^  Grades  in  B  der  Variablen 
t,  ^1,  fa,  •  •  -5  ^n  congruent. 
Diese  ganze  rationale  Form,  deren  Coefficienten  bis  auf  Viel- 
fache der  Primzahl  p  völlig  bestimmt  sind,   wollen  wir  mit  P(t) 
bezeichnen. 

Dann  folgt  aus  (13) 

(14)  0(t)  =  P(t)  00  (0  (mod  p), 

und  da  nun  0(t)  eine  ganze  Function  in  R  ist,   so  ergiebt  sich 
durch  Erheben  zur  Potenz  p: 

0(tP,UP)    =  P{tP,HP)    00  (^^^*^) 

[O  (t,  u)]P  =  [P  (f,  u)]p  [00  (^  n)]p  ^"^"^     ^^• 
Weil  aber  die  linken  Seiten  nach  dem  Modul  p  congruent  sind, 
so  folgt 

[P{t)]P  [0o{t.u)p  -  Oo{tP,uP)]  =  0  (mod  p), 
und  daraus,  da  P(t)  nicht  durch  p  theilbar  ist  (weil  der  Coeffi- 
cient  von  tf  den  Werth  1  hat): 

(15)  [^o{t,^^)y  =  ^o(f^,u''). 

woraus  nach  §.  150,  4.  hervorgeht,  dass   auch  0o(O  ^i^  einer 
ganzen  rationalen  Form  nach  dem  Modul  p  congruent  ist. 

Demnach  können  wir  in   (14)   auch   0o  (0  ^^^   ganze  Form 
in  R  annehmen,  und  dann  muss  nach  §.  140,  3.  die  Congruenz 

(14)  nicht  nur  für  den  Modul  p,  sondern  für  den  Modul  p  be- 
stehen.    Daraus  erhalten  wir  den  Satz: 

3.  Unter  den  Formen  0(Q,  die  für  ^  =  r  in  ein  durch 
p  theilbares  Functional  übergehen,  ist  P  (t) 
vom  Grade/  in  Bezug  auf  t  die  Form  niedrig- 
sten Grades,  und  wenn  0(t)  eine  beliebige  unter 
ihnen  ist,  so  lässt  sich  eine  ganze  Function  0o(O 
in  R  so  bestimmen,  dass 

(15)  0(t)^P{t)0,(t)  {mod  p) 
wird. 
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Lassen  wir  in  O  (t)  und  0q  (t)  Glieder  weg,  deren  Coefficienten 
durch  p  theilbar  sind,  so  ist  der  Grad  von  0(t)  in  Bezug  auf  t 
um  /  grösser  als  der  Grad  von  O^  (t). 

P(t)  ist  eine  ganze  Function  in  B  der  Variablen  ^,^1,^21  •••,^n, 
die  durch  die  Substitution  ^  =  t  in  ein  durch  p  theilbares  Func- 
tional  übergeht,  die  natürlich  nicht  mehr  in  R  enthalten  ist. 

Die  Bedeutung  dieser  Form  P(t)  tritt  nun  noch  deutlicher 
hervor,  wenn  wir  den  Satz  beweisen : 

4.    Der  Primfactor  p  ist  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  p  und  P(r). 

Dazu  haben  wir  nur  nachzuweisen,  dass,  wenn  p  durch  ppi 
theilbar  ist,  wo  p,  pj  zwei  gleiche  oder  verschiedene  Primfactoren 
sind,  P(r)  zwar  durch  p,  nicht  aber  durch  ppi  theilbar  ist. 

Nach  §.  143,  3.  existirt  immer  eine  Zahl  |  in  0,  die  zwar 
durch  p ,  aber  nicht  durch  p  pj  theilbar  ist.  Diese  Zahl  wird 
die  Form  haben 

(16)  I   =  «1  C9i   +  «2  »2   +  •   •   •  +  «n  ön, 

worin  die  «i,  «2,  .  .  .,  a„  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und  geht 
also  aus  der  Form  r  hervor  durch  die  Substitution 

(17)  (ll,  ^2?  •   •  •:  tn)  =    {etil   0^2,  •   •  •,  ttn)' 

Wenn  wir  dieselbe  Substitution  in  den  in  (9)  definirten 
Formen  r^  machen,  so  geht  r^  in  eine  Zahl  J^  über,  die  nach 
dem  Fermat'schen  Satze  der  Congruenz 

1^'  EEE  Sr  (mod  P) 

genügt  und  also  sicher  auch  durch  p  theilbar  ist. 
Wenn  wir  daher  in  der  Form 

n{t)  =  it-T)(t-T,)...{t-Tf^,) 

T^r  -\-  Ir  an  Stelle  von  r^  setzen,  so  bleibt  diese  P'orm  mit  sich 
selbst  nach  dem  Modul  p  congruent.  Diese  Substitution  kommt 
aber  darauf  hinaus,  dass  wir  ^^  -)-  a^.  t^  -|-  a2,  .  .  .,  ta  -\-  an  an 
Stelle   von  ti^t^i  .  .  .^tn  substituiren ,   und  wir  erhalten   demnach 

; ";      n{t,  ti  +  «!,..  .,  tn  +  an)  =  n(t,  ^1,  .  .  .,  tn)  (mod  p), 

nnd  wenn  wir  11  durch  die  congruente  Form  P  ersetzen 

P(t,  t^  +  %,  .  .  .,tn-\-  an)  =  P{t,  ^1,  .  .  .,  tn)  (mod  p). 
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Da  aber  die  Form  P  lauter  rationale  Coefficienten  hat  so  muss 
die  letztere  Congruenz  auch  nach  dem  Modul  p  stattfinden,  also 

(18)  P(t,  t,  +  «1,  .  .  .,  ^n  +  ««)  =  P{t,  t,,  .  .  .,  tn)  (mod  p). 

Diese  Congruenz  besteht  für  variable  f,  fj.  .  .  .,  f». 

Nehmen  wir   nun   an,   dass.   entgegen   dem   zu  beweisenden 
Satze,  F(t)  durch  p  pi  theilbar  sei,  so  besteht  die  Congruenz 

(19)  P(r.  fi,.  .  .,  f,0  =  0  (mod  p  PO. 

und  diese  bleibt  richtig,  wenn  für  die  unabhängigen  Variablen 
fi,  #21  •  •  -1  ^n  die  Substitution  t^  -f-  «i,  #2  +  <^2i  •  •  -i  Ui  +  ^'n  ge- 
macht wird,  und  da  hierdurch  r  in  r  -[-  |  übergeht,  so  folgt 

(20)  P(r  +  I.  ^1  +  «1.  .  •  •.  ^»  +  «h)  =  0  (mod  p  pj. 
Machen  wir  andererseits  in  der  Congruenz  (18)  die  Substitu- 
tion f  =  r  -^  I,  so  folgt 

(21)  P(r  +  I,  t,,  .  .  .,  Q  =  F(t  +  ^)  =  0  (mod  pp^- 

Nehmen   wir    nun   zunächst    an.    pi    sei   von   p    verschieden, 
dann  können  wir  so  schliessen. 

Wir    setzen    in    (21)    f^  =  f^  =  •  •  •  =  ^i  =  0,    also    auch 
T  ==  0.    Dadurch  aber  geht  F(t)  in  ff  über  (abgesehen  von  Viel- 
fachen von  p),  und  es  ergiebt  sich  aus  (21) 
|/  =  0  (mod  p  pi), 

was  aber  der  Annahme  widerspricht,  dass  J  nicht  durch  p^  theil- 
bar sein  soll. 

Ist  aber  pi  =  p,   so   ordnen   wir  (21)  nach  Potenzen  von  | 
und  erhalten 

(22)  P(r  +  I)  =  P{r)  ^  ^  P'(t)  +  ^  P"(r)  .  .  .. 

wenn  P' (f),  P" (f ),  .  .  .  die  Derivirten  von  P(t)  sind,  wobei  zu 
beachten  ist,  dass  die  Formen 

ip"(0,  2^P"'«.... 

trotz  der  scheinbaren  Nenner  ganze  Formen  in  R  sind.  Da 
nun  nach  (19)  und  (21)  P(t  -L  |)  und  P(t)  durch  p^  theilbar 
sind,  und  ebenso  nach  Voraussetzung  |-,  ^'\  .  .  .,  während  |  nicht 
durch  p2  theilbar  ist,  so  folgt  aus  (22) 

P'(r)  =  0  (mod  p), 
woraus  wegen 

P(0  =  n{t)  (mod  p) 
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nach  der  Bedeutung  (12)  von  n(t)  folgt: 

n'(T)  =  (t  —  ri)  (r  —  T2)  .  .  .  (t  —  v_i)  =  0  (mod  p). 

Dies  ist  aber  unmöglich,  weil  die  r,  r^,  .  .  .  ry_i,  wie  wir 
gesehen  haben,  nach  dem  Modul  p  incongruent  sind.  Damit  ist 
also  unser  Satz  4.  vollständig  bewiesen.  Wir  können  hiernach, 
wenn  x^  y  zwei  neue  Variable  bedeuten,  ein  Functional  7t  des 
Ideals  p  bilden: 

(23)  7t  =  xp-{-y  PM- 

Wir  betrachten  nun  ganze  Formen  O  (t)  in  i2,  die  durch  die 
Substitution  t  =  r  nicht  nur  durch  p,  sondern  durch  die  natür- 
liche Primzahl  p  theilbar  werden,  also  der  Congruenz 

(24)  0  (r)  ^  0  (mod  p) 

genügen.  Die  Primzahl  j)  möge  folgendermaassen  in  ihre  Prim- 
factoren  in  Sl  zerlegt  sein: 

(25)  p  =  pp,\),..., 
worin 

gleiche  oder  verschiedene  Primideale  der  Grade 

/?  /n  /2)  •  •  • 
sind.     Diesen  Primfactoren  entspricht  (nach  dem  Satze  3.)  eine 
Reihe  ganzer  rationaler  Formen 

P(0,  Pi  (0,^2(9, ... 

der  Grade  /,/i,/2,  .  •  .,  und  wenn  etwa  p  mit  pi  identisch  ist, 
so  ist  auch  P(t)  mit  Pi(t)  identisch.  Wenn  man  in  (25)  rechts 
und  links  die  Norm  nimmt,  und  die  Formel  N(p)  =  pf  berück- 
sichtigt [§.  140,  (3),  §.  151,  (3)],  so  folgt 

(26)  n=f  +  f,+f,-\ 

Wenn  nun  ^{t)  eine  der  Bedingung  (24)  genügende  ganze 
rationale  Form  ist,  so  folgt  aus  dem  Satze  3. 

(27)  Q{t)  =  F  (t)  0,  (t)  (mod  jp), 

worin  ^1  (t)  eine  ganze  Function  in  R  ist,  die  der  Bedingung 

genügt.    Nach  dem  Satze  4.  folgt  hieraus 

(28)  ^1  (t)  =  0  (mod  pi  p2  .  .  .), 
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und  daraus  schliesst  man  wieder  nach  Satz  3.  (auf  pj  angewandt) 

Hierin  lässt  sich  dieselbe  Betrachtung  wiederholen,  die  zu 
der  Congruenz 

02  (0  =  0  (mod  Po  .  •  •) 
führt,  woraus  wieder  nach  3. 

0,{t)  =  P,(t)0,(t)  {mod  p) 

zu  schliessen  ist.     Fährt  man  damit  fort,   bis   alle  Primfactoren 
von  p  berücksichtigt  sind,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

5.  Ist  ^  (t)  eine  ganze  Function  in  i?,  die  durch  die 
Substitution  t  =  t  durch  p  theilbar  wird,  so  lässt 
sich  eine  andere  ganze  Function  ^o  (0  i^^  -^  so 
bestimmen,  dass 

(29)  0  (0  =  ^0  (0  P(f)  -Pi  (0  -P2  (0  ■  •  •  (mod  p) 
wird. 

Das  Product  P(t)  P^(t)  F^(t)  ...  ist  vom  Grade  n=f 
~\-  f\  -\-  f^ -\~  • '  •  und  ist  die  ganze  rationale  Form  niedrig- 
sten Grades,  die  durch  die  Substitution  f  =  r  durch  p 
theilbar  wird. 

Zu  den  im  Satze  5.  vorkommenden  Functionen  ^{f)  gehört 
auch  die  ganze  Function  n"^^"^  Grades 

F(0  =  N{t  -  r), 
die  für  ^  =  r  verschwindet.    Für  diese  Function  wird  ^o  (0  ^'^n  t 
unabhängig,  und  da  sowohl  in  F{t)  als  in  F{t),  Pi(t),  P^if)  -  -  • 
die    höchste    Potenz   von    t  den    Coefficienten    1    hat,    so    wird 
0^  (t)  =  l.     Es  gilt  also  die  Congruenz 

(30)  N(t  -  r)  E=  P{t)  P,  (0  P,  (0  .  .  •  (mod  p). 

Fassen  wir  in  der  Zerlegung  (25)  der  Primzahl  p  die  gleichen 
Primfactoren  zu  Potenzen  zusammen,  so  können  wir,  wenn  |)i,p.25--- 
verschiedene  Primideale  der  Grade /i,/2,  .  .  .  sind,  die  positiven 
Exponenten  61,63,...  so  annehmen,  dass 

(31)  ^  =  p^i  p^  .  .  ., 
und 

(32)  n  =  ej,  +  ej,  -\ 

wird.     Die  Formel  (30)  nimmt  dann  die  Gestalt  an 

(33)  iV  (f  -  t)  =  [A  (0]"  [P,  (Or  •  ■  •  (mod  p). 

Weber,  Algebra.    II.  qt 
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§.  158. 
Dedekind's  Satz  über  die  Körperdiscriminante. 

Die  in  der  Discriminante  z/  des  Körpers  Sl  aufgehenden 
natürlichen  Primzahlen  haben  in  Bezug  auf  ihre  Zerlegung  in 
Primfactoren  einen  besonderen  Charakter,  über  den  ein  Satz  von 
Dedekind  die  bündigste  Auskunft  giebt,  zu  dessen  Ableitung 
wir  jetzt  schreiten  i). 

Wir  bilden  nach  §.  145,  2.  die  Potenzen  der  Basisform 

und  erhalten  die  Ausdrücke: 

(1)  "P''  =  ^h,k  «1   +  ^^2,fc  «2    +   •   •   •   +  ^n,k03n, 

worin  die  Ui^-^  ganze  rationale  Functionen  der  Variablen  ^1,^25  •••^^n 
sind.     Wir  setzen  wie  oben 

(2)  F(t)  ==Nit-  r), 

SO   dass   F(t)  =  0  ist.     Nun  bilden   wir  nach   §.   144    die   Dis- 
criminante n(n— 1) 

(3)  z;(l,  r,  t:2,  .  .  .,  r-  1)  =  (-1)"^  NF'  (r), 

wofür  sich  nach  (1)  der  W^erth  z/  ü^  ergiebt,  wenn  z/  die  Körper- 
discriminante und 

/4\  TT '^^1,1»  ^^2,1,  •    .    ••)   Un,l 


also  eine  ganze  Function  in  B  ist. 

Wir  müssen  nachweisen,  dass  die  Form  ü  eine  Einheit  ist. 
Angenommen,  es  gehe  in  U  irgend  eine  Primzahl  p  auf,  so 
können  wir,  wie  schon  im  §.  147  bewiesen  ist,  ein  System  ganzer 
Functionen  yo^  i/n  -  -  ••>  Vn-i  in  jR,  die  nicht  alle  durch  p 
theilbar  sind,  so  bestimmen,  dass  für  i  =  1,  2,  .  .  .,  n 

^0^^7,0  +  Vi^H,!  +  •  •  •  +  yn-iUi,n-i  =  0  (mod  p) 
wird.     Dann  aber  ergiebt  sich  aus  (1) 

2/0  +  !/i  T  H h  Vn-i  ^"-'  =  0  (mod  2)). 


1)  Dedekind,  „Ueber  die  Discriminanten  endhcher  Körper"  im 
XXIX.  Bande  der  Abhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in 
Göttingen  (1882). 
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Dies  widerspricht  aber  dem  Satze  5.  des  vorigen  Paragraphen, 
nach  dem  r  nach  einem  Primzahlmodul  p  keiner  Congruenz  von 
niedrigerem  als  n^^^  Grade  genügen  kann. 

Demnach  ergiebt  sich  aus  (3),  dass  die  Grundzahl  z/  des 
Körpers,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  die  absolute  Norm 
der  Function  F' (r)  ist,  dass  also 

(5)  ±^^N,.[F'(t)] 
ZU  setzen  ist. 

Wenn  nun  statt  der  0/  eine  andere  Basis  co'i  von  0  zu  Grunde 
gelegt  wird,  so  tritt  an  Stelle  von  t  eine  andere  Form 

(6)  t'  =  co'iti  -f-  «2^2  +  •  •  •  +  «»^o 
wofür  wir  auch  setzen  können 

(7)  r'  =  «1  fi  -f  «0  ^2  +  •  •  •  +  «n  C 

und  darin  sind  die  cdI  mit  den  coi  durch  eine  lineare  Substitution 
mit  der  Determinante  +  1  verbunden  (§.  145): 

(S)  (»;,   G}2,  .   .   •,   03'n)   =    C  (Wi,   ö,,   .   .   .,   On). 

Führt  man  diese  Substitution  in  (6)  aus,  und  ordnet  nach 
cji.  «2,  .  .  .,  w,j,  so  ergiebt  sich 

(9)  (t[,  4  .  .  .,  Q  =  C,  (t„  t,,  .  .  .,  /„), 

wenn  C^  die  transponirte  Substitution  von  C  ist  (§.  37).  Bildet 
man  nun  die  Function  F{t)  für  die  Function  r',  so  mag  sich  jP^  (f) 
ergeben;  die  Ableitung   für  t  =  z'  sei  F[{z').     Setzen  wir  nun 

F'{z)=W{t,,U,..„Q. 

so  ist  y^  eine  ganze  Function  in  J?,  und  es  ergiebt  sich  wiegen  (7) 

F[{z')  =  W{t\,t:,,..,,Q. 

Da  die  Substitution  (9)  umkehrbar  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 
die  beiden  Functionale  F  {z')  und  F\{z')  gegenseitig  durch  ein- 
ander theilbar  sind  (§.  143),  und  dass  sie  mithin  associirt  sind. 

Die  Function  F'{z),  deren  absolute  Norm  gleich  dem  ab- 
soluten Werthe  der  Grundzahl  ist,  nennen  wir  daher  das  Grund- 
functional,  und  das  durch  F' {z)  repräsentirte  Ideal  das 
Grundideal  des  Körpers  ^.  Nun  sei  p<^  die  höchste  Potenz  des 
Primideals  p,  die  in  p  aufgeht,  und  e  ^  1,  dann  können  wir 
nach  5.  des  vorigen  Paragraphen 

(10)  F{t)  =  F{ty  0{t)  (mod  p) 

setzen,  worin  0  (f)  eine  ganze  Function  in  B  von  der  Beschaffen- 
heit  ist,   dass   O  (z)  nicht   durch  p   theilbar  ist.     Aus  (10)  aber 

37* 
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folgt,  indem  wir  die  Ableitung  nach  t  bilden,  was  offenbar  ge- 
stattet ist: 

F'(t)  =  e  [PCO]'"'  P'(t)  ^(t)  +  [P{t)Y  0'(t)  (modp). 

Setzen  wir  hierin  t  =  x,  so  geht  F' (t)  in  eine  durch  p 
untheilbare  P'orm  P'  (r)  über  (was  wir  schon  im  Beweis  von 
§.  157,  4.  gezeigt  und  benutzt  haben)  und  wir  erhalten 

(11)  F'  (r)  -  e  P(Ty-'  P'  (r)  F,  (r)  (mod  p^- 

Nun  ist  (nach  §.  157,  4.)  P(r)  durch  p,  aber  nicht  durch  p2 
theilbar,  P'(r)  und  O  (t)  sind  durch  p  nicht  theilbar,  und  so 
giebt  uns  also  die  Formel  (11)  den  Beweis  des  folgenden  Satzes: 

1.  Ist  p  ein  beliebiges  Primideal,  p  die  durch  p  theil- 
bare  natürliche  Primzahl,  und  p''  die  höchste  in 
p  aufgehende  Potenz  von  p,  so  ist  die  Grundform 
F' (r)  allemal  theilbar  durch  p'^"^;  ist  ferner  der 
Exponent  e  nicht  theilbar  durch  jj,  so  ist  F'(t)  nicht 
theilbar  durch  p^;  ist  aber  e  theilbar  durch  _p, 
so  ist  F' (t)  theilbar  durch  p^  und  vielleicht  durch 
noch  höhere  Potenzen  von  p. 

Wenn  e  grösser  als  1  ist,  so  ist  hiernach  F' (t)  durch  p 
theilbar,  und  folglich  ist  N,,,  [F'  (r)]  und  also  auch  die  Grundzahl  z/ 
durch  p  theilbar. 

Wenn  aber  alle  Primideale  p  nur  in  erster  Potenz  in  p  auf- 
gehen, so  ist  F' (r)  relativ  prim  zu  p.  Zerlegt  man  also  F' (t) 
in  seine  Primfactoren ,  so  kommt  darunter  keiner  vor,  dessen 
Norm  eine  Potenz  von  p  ist,  folglich  ist  auch  Na[F' (v)]  und  z/ 
durch  p  nicht  theilbar.     Daraus  folgt  dann  der  Satz: 

2.  Eine  natürliche  Primzahl  p  ist  dann  und  nur 
dann  im  Körper  Sl  durch  das  Quadrat  eines  Prim- 
factors  theilbar,  wenn  p  in  der  Grundzahl  von  Sl 
aufgeht. 

Aus  diesen  Betrachtungen  können  wir  noch  andere  wichtige 
Schlüsse  ziehen. 

W^enn  wir  das  System  der  linearen  Gleichungen  (1)  in  Bezug 
auf  cöi,  «2,  .  .  .,  C3n  auflösen,  so  erhalten  wir  Ausdrücke  mit  dem 
Nenner  U,  der,  wie  wir  gesehen  haben,  eine  Einheit  ist.  Sub- 
stituirt  man  diese  Ausdrücke  in 

(12)  CO   =  X^  COi   ^  X2  Cx)2   -\-   '   •   '  -\-  Xn  «„, 
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worin  die  x^^  x.^-,  .  .  -•>  Xn  ganze  rationale  Zahlen  oder  ganze 
rationale  Functionale  sind,  so  erhält  man  einen  Ausdruck  von 
der  Form 

(13)  G3  ==  A  +  A  ^  +  A  ^'  H h  ^«-1  ^""'^ 

worin  die  A^,  A^,  •  .  .,  An-\  gleichfalls  ganze  rationale  Func- 
tionale bedeuten.  Nach  §.  145,  2.  wird  aber  in  dieser  Form  jede 
ganze  Zahl  und  jedes  ganze  Functional  des  Körpers  5i  dar- 
gestellt, und  wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

3.    Die  Potenzen 

1,  r,  T\  .  .  .,  t»-! 

bilden  eine  Basis  der  ganzen  Functionale   des 
Körpers  Sl. 
Statt  der  Potenzen  von  r  können  auch  die  Functionen 

^0)  Fl,  Fo,  .  .  .,  Fn  —  i 

als  Elemente  der  Basis  eingeführt  werden,  die  durch  die  Glei- 
chung 

•14)  ^,  =  t"-^F,  (r)  +  t"-^  FAr)-] h  ^"-:  « 

definirt  sind,  die,  wie  schon  im   §.  4   des  ersten  Bandes   gezeigt 

ist,  wenn 

F(t)  =  t-  +  ait—^-i \-  cir, 

ist,  den  Ausdruck  haben: 

Fo{t)       =  1 
Fi{t)       =  t  +  cci 
(15)        Fojt)       =  P  +  a^t       +  «2 


so  dass  die  Potenzen  1,  t,  t'\  .  .  .,  t^-^  ohne  Nenner  durch 
F^),  -Fl,  .  .  .,  Fn—1  dargestellt  werden  können,  und  dass  jede  ganze 
Zahl  oder  jedes  ganze  Functional  cj  auch  den  Ausdruck  erhält: 

(16)         co  =  B,  F, (r)  ^B,F,{x)-\ \-  jB„_i F„_i (r), 

dessen  Coefficienten  jBq,  ^i,  •  •  .,  ^n-i  ganze  rationale  Func- 
tionale sind. 

Betrachten  wir  jetzt  die  ganze  Function  von  t: 

o         F{t) 

*(«-r)F'(r)'  , 

worin  S  das  Zeichen  für  die  in  §.  134  erklärte  Spur  ist,  so^ 
ergiebt  sich,   dass  sie  den  Werth  1  erhält  für  ^  =  r^,  r2,  . .  .,  t„ 
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und  dass  sie  also,  da  sie  nur  vom  (n — 1)*^^  Grade  ist,  identisch 
=  1  sein  muss.     Daraus  folgt  nach  (14): 

oder 

(-171  „  -Fy  (r)  o-f«-i(i)_, 

(17)  Ä  ^^^  -  0,      S  -j.,-(~  _  1, 

v  =  0,  1,  .  .  .,  ^2  —  2. 
Hieraus  ergiebt  sich  mit  Benutzung  von  (16): 

(IS)  ^  F'(t)  ^^  ^«-1' 

oder  der  Satz : 

4.    Ist   09   eine   ganze  Zahl   oder   ein   ganzes  Func- 


« 


tional  des  Körpers  Sl,  so  ist  die   Spur  von    j^,  .  . 
ein  ganzes  rationales  Functional. 


Neunzehnter  Abschnitt. 
Beziehungen  eines  Körpers  auf  seine  Theiler. 


§.  159. 
Relativnormen. 

Wir  wollen  in  diesem  Abschnitte  die  Modificationen  be- 
trachten, die  in  den  Definitionen  und  Sätzen  der  Theorie  der 
algebraischen  Zahlen  eintreten,  wenn  an  Stelle  des  absoluten 
Rationalitätsbereiches,  d.  h.  des  Körpers  der  rationalen 
Zahlen,  ein  beliebiger  algebraischer  Zahlkörper  gesetzt  wird.  Es 
werden  sich  dabei  einige  wichtige  Ergänzungen  auch  für  die 
allgemeine  Theorie  der  Primfactoren  ergeben,  die  in  einer  Reihe 
von  Dedekind  und  Hilbert  aufgestellter  Sätze  ihren  Aus- 
druck finden  i). 

Es  sei  also  R  ein  algebraischer  Zahlkörper  in^^''  Grades  und 

(1)  f{@)  =  @n  _j_  oj^  0»-l  _^ h  «»  =  0 

eine  in  R  rationale  und  irreducible  Gleichung  n^^"^  Grades.  Der 
Körper  il  =  B{&)  ist  ein  algebraischer  Körper  über  B,  der  in 
Bezug  auf  R  vom  ^i^en  Grade  ist  (Bd.  I,  §.  142).  Im  absoluten 
Rationalitätsbereiche  ist  ^  vom  Grade  mn,  und  wenn  q  eine 
Primitivzahl  des  Körpers  R  ist,  so  ist 

^^^  ^  ^  '      f  ==  0,  1,  .  .  .,  m  -  1 

eine  Basis   des  Körpers  ß;   denn  wegen  der  Irreducibilität  der 


1)  Dedekind,  „Ueber  die  Discriminanten  endlicher  Körper",  Abhand- 
lungen der  Göttinger  Gesellschaft  der  AVissenschaften  (1882).  „Zur  Theorie 
der  Ideale",  Nachrichten  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingeu, 
1894,  Nr.  4.  Hilbert,  „Grundzüge  einer  Theorie  des  Galois'scben  Zahl- 
körpers".   Ebend.  1894,  Nr.  3. 
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Gleichung  (1)  kann  zwischen  den  mn  Zahlen  (2)  keine  lineare 
.Relation  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  bestehen. 

Jede  Zahl  cj  des  Körpers  Sl  kann  als  ganze  Function 
(n  —  1)*«^  Grades  von  0  mit  Coefficienten  in  R  dargestellt  werden, 
und  jede  solche  Zahl  co  genügt  einer  in  R  irreduciblen  Gleichung 
höchstens  vom  n**'^  Grade;  cj  ist  dann  und  nur  dann  eine  ganze 
Zahl,  wenn  diese  Gleichung,  nachdem  der  Coefficient  der  höch- 
sten Potenz  auf  1  gebracht  ist,  ganze  Zahlen  in  B  zu  Coeffi- 
cienten hat. 

Den  Inbegriff  aller  ganzen  Zahlen  in  Sl  bezeichnen  wir,  wie 
früher,  mit  o. 

Wenn  wir,  ohne  die  Zahlen  des  Körpers  R  zu  verändern, 
für  ©  die  sämmtlichen  Wurzeln  0^,  ©2,  .  .  .,  ©n  der  Gleichung  (1) 
nehmen,  so  erhalten  wir  n  Körper 

(3)  Sl,  =  R{&,),  U,  =  R(&,),  .  .  .,  ß,  =  B(0^\ 

die  in  Bezug  auf  den  Körper  R  conjugirt  sind. 

Sind  Wi,  «2^  ♦  •  -5  <^n  entsprechende  Zahlen  dieser  Körper,  so 
heisst  das  Product 

(4)  '^E  (ö)   =   «i  «2    .   .    .   On 

die  in  Bezug  auf  R  genommene  Partialnorm  (Relativ- 
norm) der  Zahl  w. 

Eine  Zahl  rj  des  Körpers  R  hat  eine  in  diesem  Körper 
genommene  gewöhnliche  Norm  Ne{v)^  ^i®  eine  rationale  Zahl 
ist.  Die  Relativnorm  ^jt  (cj)  ist  nun  eine  solche  Zahl  rj ,  und 
wenn  wir  ihre  Norm  im  Körper  R  nehmen,  so  erhalten  wir  die 
Totalnorm  der  Zahl  cd  im  Körper  der  rationalen  Zahlen: 

(5)  Ns^{oy)  =  N^3'inio>). 

Dies  ergiebt  sich,  wenn  man  cj  durch  die  Potenzen  (2)  von 
0  und  Q  ausdrückt,  sodann  für  q  die  m  conjugirten  Werthe, 
und  zu  jedem  dieser  q  die  nach  R  conjugirten  Werthe  &  setzt. 

In  demselben  Sinne  haben  nun  auch  die  Functionale  des 
Körpers  ^  und  die  durch  diese  repräsentirten  Ideale  ihre 
Partialnormen.  Die  Partialnorm  eines  Functionals  in  Sl  ist 
ein  Functional  in  i?,  und  demnach  ist  die  Partialnorm  eines 
Ideals  in  Sl  ein  Ideal  in  R. 

Von  den  conjugirten  Idealen  können  auch  zwei  oder  mehrere 
einander  gleich  sein,  und  zwar  kann  dies  auch  dann  eintreten, 
wenn  die  die  Ideale  repräsentirenden  conjugirten  Functionale 
nicht   identisch   sind,   wenn   sie   nur   associirt  sind.     Wenn   man 
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daher  nur  das  Product  aller  von  einander  verschiedenen  unter 
den  conjugirten  Idealen  nimmt,  so  braucht  dies  keineswegs  ein 
Ideal  in  B  zu  sein. 

Was  hier  von  den  Normen  ausgeführt  ist,  gilt  auch  von 
den  anderen  symmetrischen  Functionen,  insbesondere  von  den 
Spuren.     Wir  nennen  die  Summe 

(6)  ^i?  (ö)  =   «1    -h    »2   +  •   •   •  +  C5„ 

die  Partialspur  (oder  Relativspur)  von  co  in  Bezug 
auf  jR.  Sie  ist  eine  Zahl  oder  ein  Functional  in  i?,  und  wir  er- 
halten für  die  Totalspur 

(7)  Sa  («)  =   Sr  Be  («), 

worin   die   Bedeutung   der  Zeichen   unmittelbar  verständlich   ist. 

Eine  besonders  wichtige  Beziehung  ergiebt  sich  aber  durch 
die  Betrachtung  der  Grundideale. 

Es  sei  r  eine  Basisform  von  Sl  (also  eine  Linearform  von 
mn  Variablen,  §.  146)  und 

F(t)    =    Na{t-T) 

die  irreducible  Function  mn^^'^  Grades  (im  absoluten  Rationalitäts- 
bereiche), deren  Wurzel  r  ist.  Dann  haben  wir  im  §.  1.58  das 
durch  das  Functional  F' (r)  dehnirte  Ideal  als  das  Grundideal 
des  Körpers  ^  bezeichnet. 

Ist  nun  6  eine  Basisform  von  R  und 
1^  (f)  =  NE{t  —  ö), 
so  ist  durch  i^'  (ö)  das  Grundideal  des  Körpers  R  definirt. 

Aus  der  Function  F(t)  spaltet  sich  aber  im  Körper  R  ein 
irreducibler  Factor  n^^"^  Grades  ab, 

der   für   t  =  t   verschwindet.      Wir   definiren    durch  /'  (r)   das 

Partial-Grundideal  von  Sl  in  Bezug  auf  R,  und  bew^eisen 

nun  den  Satz: 

(8)_  _  _    F'(T)  =  sf(T)4''{'-,), 

worin  £  eine  Einheit  ist. 

Um  ihn  zu  beweisen,  setzen  wir  nach  der  im  §.  158  an- 
gewandten Bezeichnung 

(10)  ^  =  f"-Y„(r)  +  «'-Vi(r)  +  .  .  .  +/„-:(r), 
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Hierin  sind  Fy^  ^v  ganze  Functionale  des  absoluten  Ratio- 
nalitätsbereiches,  während /^  ganze  Functionale  in  R  sind.  Die 
Ausdrücke  für  -Fv,/r,  ^v  ergeben  sich  aus  den  Formeln  §.  158,  (15). 
Auf  diese  Functionale  kann  man  dieselben  Schlüsse  anwenden, 
die  zu  dem  Theorem  §.  158,  4.  geführt  haben,  und  es  ergiebt  sich: 

(^    /^(^)      _  n 

(12)  ;  ^  ;  ,  v  =  0,h...,n-2. 

Wenn  man  nun  die  Functionen  Fv{t),  wenn  sie  von  höherem 
als  (n— l)t^^  Grade  sind,  durch  f  (t)  dividirt  und  den  Rest  der 
Division  nimmt,  dann  in  diesem  Reste  die  Potenzen  von  t  [nach 
§.  158,  (15),  auf /v  angewandt],  durch  die  Functionen /v (^)  aus- 
drückt, so  ergiebt  sich  die  Darstellung 

(13)  Fr(T)  =  «o/o   +  «i/i    +   • h  «n-l/«-l, 

worin  die  «o,  c^i,  •  •  .,  f^n-i  ganze  Functionale  in  B  sind.  Diese 
Darstellung  gilt  für  jede  Wurzel  r  von  /(^)  =  0,  d.  h.  für 
r  =  Tj,  Tg,  .  .  .,  r„.     Hieraus  ergiebt  sich  aber  nach  (12): 


—  «n  — !• 


Dividirt  man  hier  durch  t/^'(ö)  und  bildet  die  Spur  Sr^  so 
erhält  man  aus  (7)  mit  Anwendung  des  Satzes  4.,*§.  158: 

worin  üv  ein  ganzes  rationales  Functional  bedeutet. 

Nach  (9)   ist   nun   für  jede    Wurzel  ti   von   F{t)  =  0   mit 
Ausnahme  von  r,-  =  t 

r«  — 1  i^o  (ri)  +  t-  —2  F,  (rO  H \- F^.n-i  (^0  =  0, 

und 

r— iFo(r)  +  tn^—^F,(r)  -] h  Fn,n-i(r)  =  F' (t), 

so  dass  sich,   wenn  man  (14)  mit  t«'»-'— i  multiplicirt  und   die 
Summe  in  Bezug  auf  v  nimmt, 

ergiebt.     Es  ist  daher  F' (t)  durch  f  (t)  i^'(ö)  theilbar. 
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Andererseits  ist  /,  (r)  ^«(ö)  ein  ganzes  Functional  des  Kör- 
pers ß,  und  folglich  nach  dem  vorhin  schon  angewandten  Satze 
§.  158,  4.: 

(16)         sJf^^^'^)  =  ^,.       .  =  0,1,. ..,._! 
'     ^  V      F'(t)     )         "        V  =  0,1,  .  .  .,  n  —  1 

ein  ganzes  rationales  Functional.  Multiplicirt  man  diese  Glei- 
chung mit  x:"— »-1  (5»i-."-i  und  nimmt  die  Summe  über  alle  \i 
und  V,  so  folgt,  wie  vorhin,  da  für  zwei  von  ö,  t  verschiedene 
Wurzeln  ö^,  r»  von  i^  r=:  0,  /  =  0 

ö"^-^t/;o(ÖA-)  +  ö'"-'^'i  K)  H h  ^>H-i(ö/c)  =  0, 

^"-^  /o  (^0  +  ^"-^  /i  (^/)  H +  /«-i  (^/)  =  0, 

und 

ö— 1  i^'o  (ö)  +  Ö--2  1^.,  (ö)   -^ \-  ^„,_,  (ö)  =  t/;'fö), 

^"-^     /oW    +  ^"-^     /!«+•••   +   /n-l   (r)   =    r(r) 

ist,  die  Gleichung 

(17)         m^«ö=.v,,„.,,„-."-.,.„-„-. 

Also  ist  auch  /'(r)  t^'(ö)  durch  -F'(r)  theilbar  und  unser 
Theorem  (8)  daher  bewiesen. 

Bezeichnen  wir  mit  Gn^  Gb  die  Grundideale  der  Körper  ß,  JK, 
mit  @_R  das  relative  Grundideal  von  Sl  in  Bezug  auf  i?,  so  kann 
man  dem  bewiesenen  Theorem  auch  den  Ausdruck  geben: 

(18)  Go  =  ©^  Ge. 

Es  ist  klar,  wie  sich  dieses  Theorem  verallgemeinern  lässt: 
Es  sei 

.Qi,  Sl,,  Sl,,  .  .  . 

eine  Reihe  von  Körpern,  deren  jeder  die  folgenden  als  Theiler 
enthält.  Es  sei  ferner  @j,fc  das  Grundideal  von  Sli  in  Bezug  auf 
ißfc  (Ic  >  ?),  dann  ist 

(19)  @,,,  =  ©,,..,1  (^.•  +  M  +  2  .  .  .  ö^.-i,.-. 

Die  tiefere  Bedeutung  dieser  Grundideale  wird  sich  in  einem 
der  nächsten  Paragraphen  noch  deutlicher  herausstellen. 

Wir  wollen  aber  schon  hier  auf  eine  merkwürdige  Er- 
scheinung aufmerksam  machen,  dass  es  nämlich  vorkommen  kann, 
dass  f'(t)  eine  Einheit  ist,  was  nach  dem  Minkowski'schen 
Satze  nicht  möglich  ist,  wenn  R  der  Körper  der  rationalen 
Zahlen  ist.     In  diesen  Fällen,   von  denen  die  Theorie   der  com- 
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plexen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  Beispiele  giebt, 
ist  das  Partial-Grundideal  (^^  gleich  1  zu  setzen. 

Wenn  die  n  Körper  (3)  mit  einander  identisch  sind,  so 
heisst  ii  ein  Normalkörper  in  Bezug  auf  R  (relativ  normal, 
wenn  II  nicht  der  absolute  Rationalitätsbereich  ist).  Die  Gesammt- 
heit  der  n  Substitutionen  (0,  0„),  die  den  Uebergang  der  Zahlen 
des  Körpers  Sl  zu  den  conjugirten  Zahlen  vermitteln,  bilden 
eine  Gruppe  vom  Grade  n,  wie  wir  schon  im  §.  147  des  ersten 
Bandes  gesehen  haben,  die  nichts  anderes  ist,  als  die  Galois'sche 
Gruppe  der  Gleichung  (1)  im  Rationalitätsbereiche  i?,  die  wir 
hier  die  Gruppe  des  Körpers  Sl  (in  Bezug  auf  R)  nennen. 

Wenn  insbesondere  diese  Gruppe  conimutativ  ist,  so  ist  Sl 
ein  Abel'scher  Körper  in  Bezug  auf  R  (ein  relativ  Abel'scher 
Körper).  In  diesem  Falle  ist  (1)  eine  AbeFsche  Gleichung  im 
Rationalitätsbereiche  R. 


§.  160. 
Primideale  im  relativ  normalen  Körper. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  der  Körper  Sl  normal  sei  in 
Bezug  auf  den  beliebigen  Körper  R,  und  untersuchen  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Primideale  des  Körpers  Sl. 

Die  Gruppe  von  Si  in  Bezug  auf  R  sei  cD,  und  die  Sub- 
stitutionen von  0  mögen  mit  <p,  g^^,  ...  bezeichnet  sein.  Wir 
bezeichnen  ferner  mit 

(1)  «  I  9 

die  Zahl,  die  durch  die  Substitution  cp  aus  w  hervor- 
geht, so  dass  CO  und  G}\cp  in  Sl  enthalten  sind. 

Ebenso  wie  die  Zahlen  «  gehen  auch  alle  Functionale  und 
damit  zugleich  alle  Ideale  a  des  Körpers  Sl  durch  eine  Sub- 
stitution cp  in  bestimmte  Functionale  und  Ideale  a\cp  über,  und 
wenn  co  eine  durch  a  theilbare  ganze  Zahl  ist,  so  ist  cj\cp  durch 
a  I  (p  theilbar. 

Wenn  a  irgend  ein  Ideal  in  Sl  ist,  so  giebt  es  gewisse  Sub- 
stitutionen 1^  in  0,  die  der  Bedingung 

(2)  a\i;  =  a 

genügen,  darunter  immer  die  identische  Substitution,  und  diese 
Substitutionen  i^  bilden  eine  Gruppe  'P",   die  ein  Theiler  von  O 
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ist.     Wir  nennen  W  die  zum  Ideal  a  gehörige  Gruppe,  und 
wir  sagen  auch,  a  gehört  zu  der  Gruppe  'P*. 

Da  man  in  jeder  Gleichung  zwischen  Zahlen  und  Func- 
tionalen  in  il  alle  Substitutionen  der  Gruppe  O  ausführen  darf, 
wobei  die  Grössen  des  Körpers  R  ungeändert  bleiben,  ohne  dass 
die  Gleichung  zu  bestehen  aufhört,  so  folgt,  dass  Einheiten, 
ganze  Functionale,  associirte  Functionale,  durch  einander  theil- 
bare  Functionale  diese  Eigenschaften  nicht  verlieren,  wenn  irgend 
eine  der  Substitutionen  von  0  ausgeführt  wdrd.  Wir  heben  den 
Satz  hervor: 

1.  Ist  p  ein  Primideal,  so  sind  auch  alle  mit  p  in 
Bezug  auf  B  conjugirten  Ideale  p\(p  Primideale. 
Ist  a  durch  irgend  eine  Potenz  von  p  theilbar 
so  ist  a\(p  durch  die  gleiche  Potenz  von  p  1 9), 
theilbar. 

Ist  p  ein  Primideal  in  Sl,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine 
durch  p  theiibare  natürliche  Primzahl  p. 

Zerlegt  man  diese  in  ihre  Primfactoren  in  JR,  so  muss  einer 
dieser  Primfactoren,  den  wir  mit  ^  bezeichnen,  durch  p  theil- 
bar sein. 

Ist  dann  %  irgend  ein  Ideal  in  R  und  zugleich  durch  p 
theilbar,  so  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  ^ 
und  ^2(,  der  nach  §.  139  auch  in  R  enthalten  ist,  durch  p  theil- 
bar, und  ist  also  gewiss  keine  Einheit.  ^  und  %  sind  also  nicht 
relativ  prim,  und  51  ist  folglich  durch  das  Primideal  ']>  theilbar. 
Ist  51  auch  ein  Primideal,  so  müssen  %  und  ^  identisch  sein. 
Damit  ist,  mit  Rücksicht  auf  1.,  bewiesen: 

2.  Ist  p  ein  Primideal  in  Sl,  so  giebt  es  ein  und  nur 
ein  Primideal  ^^>  in  R,  das  durch  p  theilbar  ist, 
und  jedes  durch  p  theiibare  Ideal  in  R  ist  zu- 
gleich durch  ^^  theilbar.  Das  Primideal  '^  ist 
zugleich  durch  die  siimmtlichen  zu  p  conjugirten 
Primideale  \)\cp  theilbar. 

Die  Partialnorm  Dij?  (p)  ist  durch  p,  und  folglich  als  Ideal  in 
R  durch  '^^  theilbar.  Sie  kann  aber  auch  nach  dem  Satze  1. 
durch  kein  von  '^s  verschiedenes  Ideal  in  R  theilbar  sein.  Denn 
ist  ^'  irgend  ein  Primtheiler  von  '^'Ib(P),  so  ist  ^'  wenigstens  durch 
einen  der  Primfactoren  p  |  (p  theilbar  und  mithin  gleich  ^.    Folglich 
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ist  die  Partialnorm  von  \)  eine  Potenz  von  ^.     Wir  setzen 
(3)  •  ^E  (P)  =  W. 

und  nennen/  den  Grad  von  \)  in  Bezug  auf  den  Körper  R. 
Die  Norm   von   ^:p   im  Körper  B.   ist  gleichfalls   eine  Potenz 
von  ^,  die  wir  mit  P  bezeichnen  wollen,  also 

Es  ergiebt  sich  dann  für  die  Totalnorm  von  ^  im  Körper  Sl 
nach  §.  159,  (5) 

(5)  K,  (p)  =  Pf. 

Ist  \)9  die  höchste  in  '^  aufgehende  Potenz  von  p,  so  ist  ^ 
nach  1.  auch  durch  die  g^^  Potenz  aller  mit  p  conjugirten  Prim- 
factoren  und  durch  keine  höhere  Potenz  theilbar.  Wenn  nun 
Pii  p2i  •  .  .,  Pe  die  von  einander  verschiedenen  unter  den  mit 
p  conjugirten  Primidealen  sind,  so  ist 

und  wenn  man  die  Partialnorm  auf  beiden  Seiten  nimmt,  und 
wie  früher  mit  n  den  Grad  des  Körpers  fl  in  Bezug  auf  P,  be- 
zeichnet, so  dass  die  Partialnorm  von  ^  gleich  ^«  wird,  so  folgt 
aus  (3): 

(7)  n  =  efg. 

Es  sind  also  die  natürlichen  Zahlen  e,  /,  g  Theiler  von  n. 
Wenn  p  durch  g^^  in  pi  übergeht,  wenn  also 

Pi  =  P|9Pi. 
so  ist  \)  =  pi  I  9- 1,  und  wenn  ^F  die  zu  p  gehörige  Gruppe   ist, 
so  ist  auch  für  jede  in  ^^  enthaltene  Substitution  ip 

Pi  =  p\^(Pi,     pi  =  pi  19)71  t/;  9)1. 

Ist  umgekehrt  p^j^p  r=  p^,  so  folgt  \)\(pT^(p  cp^^  ==  p,  d.  h. 
9^1  ^9^~^  =  '^  oder  (p  =  cp~^  ip  cp^. 

Es  gehört  daher  p^  zur  Gruppe  cp-'^  '-P'SPn  ^^^^  wenn 

Pl    =   Pkl,     P2    =   Pk2,    .    .    .,    P.  =   Pke 

ist,  so  ist 

(8)  0  =   W<p,   +    'P-9'2  H H    "Pfe. 

^  ist  also  ein  Theiler  von  0  vom  Index  e  und  vom  Grade  gf. 
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§.  161. 
Primitivwurzeln  der  Primideale. 

Aus  den  Formeln  (4),  (5)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt 
sich,  mit  Rücksicht  auf  §,  150,  für  jede  ganze  Zahl  rj  des  Kör- 
pers R 

7f  =  ^?  (med  ^), 
also  auch 

(1)  n''  =  n  (mod  p), 
und  für  jede  Zahl  a  in  o 

(2)  03^^'=  CO  (mod  p). 

Die  Anzahl  der  nach  ^^  incongruenten  ganzen  Zahlen  in  R 
ist  P,  und  die  Anzahl  der  nach  p  incongruenten  Zahlen  in  Sl 
ist  P/ 

Wir  haben  schon  früher  (§.  150)  gezeigt,  dass  es  zu  jedem 
Primideal  p  Primitiv  wurzeln  y  giebt,  d.  h.  Zahlen  in  i^,  die 
der  Congruenz 

(3)  r^-^-i  =  1  (mod  p) 

genügen,  und  zugleich  die  Eigenschaft  haben,  dass  keine  niedrigere 
Potenz  mit  positiven  Exponenten  der  Einheit  congruent  wdrd. 
Dann  ist  jede  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahl  in  ^  mit  einer 
und  nur  mit  einer  der  Potenzen  von  y 

(4)  1,  r,  y\  .  . .,  y^^-2 
nach  dem  Modul  p  congruent. 

Jede  ganze  Zahl  0  in  ß  genügt  einer  Gleichung  höchstens 
vom  n^^'^  Grade,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  in  R  sind. 

Diese  Gleichung  ist  zugleich  eine  Congruenz  nach  dem 
Modul  p,  und  unter  allen  solchen  Congruenzen  wird  es  eine  von 
möglichst  niedrigem  Grade 

F{@)  =  0  (mod  p) 

geben,  in  der  wir  überdies  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz 
von  0  gleich  1  annehmen  können.  Denn  ist  der  höchste  (durch 
p  und  folglich  durch  '^  untheilbare)  Coefficient  t^q,  so  können 
wir  immer  der  Congruenz 

i?o  ^  ^  1  (mod  ^s) 

durch  ein  ganzzahliges  r]  in  R  genügen,  und  haben  dann  nur 
die    Function    F  mit    diesem    ri    zu   multipliciren.     Wir   können 
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also,  wenn  t  eine  Variable  ist,  die  Function  F  in  der  Form  an- 
nehmen : 

F(t)  ==  V  +  «1  r-i  +  «2  r-2  H h  o«v, 

deren  Coefficienten  Wi,  «2^  •  •  -i  c«v  ganze  Zahlen  in  B  sind.    Durch 
Division  können  wir  dann  für  jede  andere   ganze  Function  F^(t) 
den  Quotienten   Q(t)  und  den  Rest  cp  (t)  so  bestimmen,  dass 
(5)^  F,it)=  Q(t)F{t)  +  cp{t), 

worin 

(6)  cp{t)  =  Qo  +  Qit-] h  Qv-iV-' 

eine  durch  -Fi  (^)  eindeutig  bestimmte  Function  (v — 1)*^^  Grades 
ist,  mit  ganzzahligen  Coefficienten  q. 

Setzen  wir  für  &  die  Primitivwurzel  y  und  für  Fi  (t)  eine 
Potenz  von  f,  so  ergiebt  sich  aus  (4),  (5)  und  (6),  dass  jede  durch 
p  nicht  theilbare  Zahl  co  einer  Congruenz 

(7)  co  =  Q,  +  Q^r  -^ h  (),_i  r-'  (mod  p) 

genügt,  und  da  die  q  auch  =  0  sein  können,   so  gilt  dies  auch 
noch  für  ein  durch  p  theilbares  cj. 

Die  Coefficienten  q  in  dem  Ausdrucke  (7)  sind  durch  co 
selbst  nach  dem  Modul  ^i  völlig  bestimmt,  da  nach  unserer 
Voraussetzung  y  keiner  Congruenz  in  B  von  niedrigerem  als  dem 
^^ten  Grade  genügen  soll,  deren  Coefficienten  nicht  alle  durch  "i^ 
theilbar  sind.  Folglich  giebt  es,  da  jeder  der  Coefficienten  in  (7j 
nur  F  incongruente  Werthe  haben  kann,  P^  und  nicht  mehr  in- 
congruente  Zahlen  cj,  und  daraus  folgt,  dass  v  -^  f  sein  muss. 

Aus  einer  Congruenz  F  {y)  ^  0  (mod  p)  folgt  nun  aber 
durch  wiederholtes  Potenziren  mit  Rücksicht  auf  (1): 

J'(y^)  =  0,  F{v^')  =  0,  ...  (mod  p), 
und  wir  haben  also  den  Satz  bewiesen  (§.  150,  2.): 

Eine  Primitivwurzel  y  von  p  genügt  nach 
dem  Modul  p  einer  Congruenz  in  B  vom  /*«^  Grade, 
deren  sämmtliche  Wurzeln 

sind. 
Diesem  Satze  kann  man  auch  den  Ausdruck  geben: 
Das  Product 

(8)  {t-r){t~r^)---{t-y^^-') 

ist  nach  dem  Modul  p   mit  einer  ganzen  Func- 
tion F if)  in  Fl  congruent. 
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§.   162. 
Das  Partial-Grundideal. 
Es  möge  jetzt 

(1)  T  =  fi  «1  +  fo  «2  H h  f,„„09,„„ 

eine  Basisform  von  o  sein.  Dann  wird  es  gewisse  Substitutionen 
l  in  0  geben,  und  darunter  immer  die  identische,  die  der  Con- 
gruenz 

(2)  r\%  =  r  (mod  p) 

genügen.  Alle  diese  Substitutionen  bilden  eine  in  Q>  enthaltene 
Gruppe  X,  die  auch  ein  Theiler  der  Gruppe  'P'  ist,  zu  der  p 
gehört.  Denn  aus  x  erhält  man  (nach  §.  146)  eine  Basisform 
von  p,  wenn  man  für  die  Variablen  i  gewisse  lineare  Functionen 
neuer  Variablen  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  setzt;  wenn 
also  jr  eine  solche  Basisform  von  p  ist,  so  folgt  aus  (2),  dass  it  \  % 
durch  7t  theilbar  und  daher  auch  p  |  ;^  =  p  ist. 

Nun  genügt  t  einer  Gleichung  w*«^  Grades /(f)  =  0,  deren 
Coefficienten  ganze  Functionen  in  R  mit  den  Variablen  f^,  fo  .  .  . 
sind,  und  es  ist,  wenn  t  eine  neue  Variable  bedeutet,  und 
ri,  TTg,  .  .  .,  Tn  die  in  Bezug  auf  B  zu  t  conjugirten  Formen  sind, 

(3)  fit,  f,,  t,,  .  .  .)  =f{t)  =  (f-rO  (^-r,,)  .  .  .  (f-r„). 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  wenn  wir  wiederholt  in  die  Po- 
tenz p  erheben,  und  auf  die  Zahlencoefficienten  von  /  die  Formel 
§.  161,  (1)  anwenden: 

W  /  (^^,  ^?,  ^f , . . .)  =  [/(0F 

=  (tP-ti)  (t^—r;)  .  .  .  (f^-O  (mod  p), 

wenn  r^,  r^  ...,  <  dadurch  aus  r^,  t^,  ...,  r„  abgeleitet  sind,  dass 
die  Variablen  t^,  t^,  ...  durch  ff,  ff,  ...  ersetzt  sind. 

Setzen  wir  nun  f  =  r  in  (4),  so  verschwindet  f  {t)  und  es 
folgt,  dass  einer  der  Factoren  des  letzten  Productes  durch  p 
theilbar  sein  muss.  Dies  aber  kann  so  ausgedrückt  werden,  dass 
es  in  O  eine  Substitution  t^q  giebt,  die  der  Bedingung 

(5)  r^  =  r'\  i^Q  (mod  p) 

genügt. 

Aus  r  entstehen  alle  ganzen  Zahlen  in  52,  wenn  man  für 
die  Variablen  ganze  rationale  Zahlen  setzt.     Wendet  man  dann 
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noch  den  Fermat' sehen  Lehrsatz  für  rationale  Zahlen  an,  so  er- 
kennt man,  dass  die  Congruenzen  (2)  und  (5)  gleichbedeutend 
sind  mit  den  für  jede  Zahl  co  in  o  gültigen  Formeln 

(6)  (d\x^  CO,  G)P  ^  (x)\iIjq  (mod  p). 

Aus  der  zweiten  Congruenz  (6)  folgt,  dass,  wenn  cd  durch  p 
theilbar  ist,  immer  auch  co  \  ^o  durch  p  th eilbar  sein  muss.  Folg- 
lich ist  p  durch  p  |  i^o  theilbar,  und  als  Primideal  =  p  |  ij^q.  Daraus 
folgt,  dass  1^0  iii  der  Gruppe  ^  enthalten  ist. 

Wir  verstehen  jetzt  unter  y  eine  Primitivwurzel  von  p  und 
wenden  die  am  Schlüsse  des  §.  161  bewiesene  Formel  an : 

(7)  (t- r)  (i  _  yP)  .  .  .  (« _  yP-f-')  =  F(t)  (mod  p), 

in  der  F  (t)  eine  ganze  Function  von  t  in  R  ist. 
Daraus  folgt 

F{y)  =  0  (mod  p), 

und  wenn  nun  ^  irgend  eine  Substitution  aus  ^  ist: 

F{y\il;)  =  0  (mod  p). 

Daraus  ergiebt  sich  aber,  dass  y  \  i^  mit  einer  der  in  (7)  vor- 
kommenden Potenzen  von  y  nach  p  congruent  sein  muss,  also 
etwa 

(8)  y^"  =  y\^  (mod  p). 

Nun  ist  jede  durch  p  nicht  theilbar e  Zahl  o  in  o  mit  einer 
Potenz  von  y  congruent,  und  w^enn  man  also  (8)  zu  dieser  Potenz 
erhebt,  so  folgt 

(9)  «^'  =  «  1 1^  (mod  p), 

und  diese  Congruenz  gilt  offenbar  auch  noch,  wenn  co  durch  p 
theilbar  ist,  also  für  alle  Zahlen  in  o. 

Wenn  wir  nun  die  zweite  der  Congruenzen  (6)  i/mal  nach 
einander  anwenden,  so  folgt 

(10)  09^' =  «I^J  (mod  p), 
also 

(11)  ci\il^  =  09 1  i^o' (inod  p), 

und  wenn  wir  co  durch  G)\i^~'^  ersetzen  oder  auf  (11)  die  Sub- 
stitution t/^~i  anwenden: 

(12)  09  =  w  1 1/;-!  i/^J  =  09 1  t/^J  1^-1  (mod  p). 

Es   sind   also   sowohl   i^-'^ipl   als   auch   i^^il^~'^  in   X  enthalten, 
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woraus  sich  ergiebt,   dass  jede  Substitution  i}j  aus  ^  in  einem 
der  Systeme  (Nebengruppen) 

X,  X4,,,  XtPl  .  . . 
enthalten  ist. 

Wenn  p  vom  Grade  /  (in  Bezug  auf  R)  ist,  so  ist 

co^-^  ^  CO  (mod  p), 

und   Ff  ist  die   niedrigste  Potenz    von   P  mit   positiven   Expo- 
nenten, die  dieser  Congruenz  für  alle  oy  genügt. 

Setzt  man  also  v  =/  in  (10),  so  folgt,  dass  tl^f  in  X  ent- 
halten ist,  dass  aber  keine  Potenz  von  ^'^  mit  niedrigerem  posi- 
tiven Exponenten  diese  Eigenschaft  hat.     Die  Nebengruppen 

X,  Xt,,  X^^-,  .  .  .,  X^f-^ 
sind  also  alle  von  einander  verschieden,  und  es  ergiebt  sich: 
(13)  W=X+  Xi^,  +  Xto'^ h  ^^'{-^ 

Nach  (12)  ist  aber  die  Gesammtheit  der  Substitutionen  i^J  X 
mit  Xi^l  identisch  (für  jedes  v),  also 

(14)  roX=xro, 

woraus  folgt,  dass  X  ein  Normaltheiler  von  ^  ist. 

Da,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  W  vom  Grade  gf 
ist,  so  ist  X  vom  Grade  g. 

In  der  Gruppe  X  giebt  es  nun  solche  Substitutionen  Xi-, 
darunter  immer  die  identische,  für  die  die  Congruenz 

(15)  r|;^i  ^  r  (mod  p'^) 

erfüllt  ist,  und  diese  bilden  eine  Gruppe  X^'^\  deren  Grad  mit  g^ 
bezeichnet  sein  mag. 

Es  ist  zu  beweisen,  dass  g^  eine  Potenz  von  p  ist. 
Bezeichnen  wir  nämlich  mit  7t  ein  durch  p  theilbares  Prim- 
lünctional,  mit  cc  ein  ganzes  Functional,  so  folgt  aus  (15): 

(16)  t\xi  =T  +  Tf^cc, 
und  da  ebenso  nach  (15) 

ci\Xi  =  ci  (mod  p2)^     (n  \ Xi)^  =  7f'  (mod  p'^) 
ist,  so  ergiebt  sich  aus  (16) 

t\X{  =  t  +  27[-2oi  (mod  p3)^ 
und  allgemein  für  jeden  positiven  Exponenten  h 

z\X^l  ^  r  -^  JiTf^ «  (mod  p3). 

38* 
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Setzt  man  h  =  p^  so  ergiebt  sich  hieraus 

und  auf  die  gleiche  Weise  schliesst  man  hieraus  für  jeden  Ex- 
ponenten V 
(17)  T^\%f=  ^  (raod  r  +  '> 

Um  diese  Formel  allgemein  zu  beweisen,  wendet  man  die 
vollständige  Induction  an.  Man  nimmt  (17)  als  bewiesen  an 
und  setzt 

daraus  durch  wiederholte  Anwendung 

r\xl^'     =  r  +  37r^+2«  (mod  p^+3) 


T\xf^'  =  t+p7t'^'a, 


also  die  Formel  (17)  für  v  -\-  1. 

Nun  kann  man  v  immer  so  gross  annehmen,   dass  von  den 
Differenzen 

T  ti,    X  ^2 ,    T  T3 ,    .   .   . , 

wenn  r  von  Ti,  ra,  T3,  .  .  .  verschieden  ist,  keine  durch  p'^—^  theil- 
bar  ist,  und  dann  folgt  aus  (17),  dass  i'p^  die  identische  Sub- 
stitution sein  muss.  Es  ist  hiernach  der  Grad  eines  jeden 
Elementes  %^  eine  Potenz  von  p^  und  folglich  kann 
nach  dem  Cauchy-Sylow'schen  Satze  (§.  29,  I.)  im  Grade 
von  X(i)  keine  von_2^  verschiedene  Primzahl  aufgehen, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

Wenn  also  g  nicht  durch  p  theilbar  ist,  dann  ist  sicher  X^'^^ 
die  Einheitsgruppe. 

Man  kann  auf  diese  Weise  fortfahren  und  eine  Gruppe  X^^^ 
vom  Grade  g.2  bilden  aus  der  Congruenz 

r|%2  =  r  (mod  p?-), 
X(2)  ist  ein  Theiler  von  X^^),  also  g.2  gleichfalls  eine  Potenz  von  p, 
und    so    muss    man    schliesslich    zur    Einheitsgruppe    gelangen. 
Unter  den  auf  einander  folgenden  Gruppen  X^'^\  X^^\  ...  können 
unter  Umständen  auch  mehrere  einander  gleich  sein  1). 


1)   Hilbert  nennt  '/'  die  Zerlegungsgruppe,   X  die  Trägheitsgruppe, 
X(i)  die  Verzweigungsgruppe  des  Ideals  p.    In  der  oben  erwähnten  Abhand- 
lung ist  noch  bewiesen,  dass  g-^  die  höchste  in  g  aufgehende  Potenz  von  p  ,, 
ist,  dass  X(i)  ein  Normaltheiler  von  X  ist,   und  dass  die  ganze  Gruppe  ♦/' 
metacyklisch  ist. 
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Hiernach  lässt  sich  die  höchste  Potenz  des  Primideals  p  an- 
geben, die  in  dem  Partialgrundideal  (^ji  aufgeht.  Nach  §.  159 
nämlich  ist  dies  Ideal  definirt  durch  das  Product 

/'(r)  =  (r  — ri)  (r  —  r^)  .  .  .  (r  — rn_i), 
worin  r^,  ro,  .  .  ..  r,i_i  die  von  r  verschiedenen  unter  den  mit  t 
conjugirten  Functionalen  sind.  Einer  der  Factoren  dieses  Pro- 
ductes,  t  —  r|qp,  ist  dann  und  nur  dann  durch  p  theilbar,  wenn 
(f  zn  X  gehört.  Da  nun  die  identische  Substitution  ausgeschlossen 
ist,  so  folgt,  dass  (S  den  Factor  p  mindestens  g  —  1  mal  enthält. 

Es  ist  aber  r  —  t\x  dann  und  nur  dann  durch  p2  theilbar, 
wenn  .%  zu  X^^)  gehört,  und  folglich  ist  @  durch  p^— i  +  ^i— i 
theilbar.  Wir  können  so  fortfahren  und  finden  die  genaue  Potenz 
von  p,  die  in  6  enthalten  ist.     Sie  hat  den  Exponenten 

Jede  der  Zahlen  (/,  ^i,  ^o^  •  •  •  ist  Theiler  der  vorangehenden, 
und  (Ji.  g-2,  .  ■  .  sind  Potenzen  von  jj,  und  die  Reihe  setzt  sich  so 
lange  fort,  bis  eine  der  Zahlen  ^  =  1  geworden  ist.  Die  Zu- 
sammensetzung des  Grundideals  ©  ist  also  vollkommen  durch 
die  Zerlegung  der  Gruppe  X  bestimmt. 

Die  Zahlen  i/,^i,  ^2i  •  •  •  sind  überdies  für  alle  conjugirten 
Primideale  pi,  p.2,  .  .  .,  pe  dieselben,  und  es  folgt  also 

@   =r   TT  (pi  p2    .    .    .    pe)^-l  +  ^1-1  +  ^^---  ■  •  •, 

WO    sich    das   Productzeichen   auf  die   Primfactoren    aller   Prim- 
zahlen p  des  Körpers  Sl  bezieht.    Es  brauchen  dabei  aber  selbst- 
verständlich   nur    die    in    endlicher   Anzahl    vorhandenen    Prim- 
zahlen p  berücksichtigt  zu  werden,  für  die  ^  >  1  ist. 
Die  Partialnorm  des  Ideals  © 

^  =  ^Dj^  (@)  =  n  ^:pe/((7-i  +  j7i-i  +  ^,-i  +  ...) 

heisst  die  Partial-Discriminante  des  Körpers  Sl  in  Bezug  auf  den 
Körper  R.  Sie  ist  ein  im  Körper  R  gelegenes  Ideal,  die  für  den 
Fall,  dass  R  der  Körper  der  rationalen  Zahlen  ist,  von  einem 
Einheitsfactor  abgesehen,  in  die  Grundzahl  des  Körpers  Sl  über- 
geht (§.  158). 

§.  163. 
Die  Ideale  in  den  Theilern  des  Körpers  i2. 

Wenn  die  Gruppe  0  des  Körpers  Sl  einen  Theiler  O'  hat, 
so  gehört  zu  0'  ein  Körper  Sl\  der  ein  Theiler  von  Sl  ist  und 
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seinerseits  R  als  Theiler  enthält.  Die  Zahlen  von  ß'  bleiben 
durch  die  Substitutionen  O'  ungeändert,  und  O'  ist  die  Gruppe  des 
Körpers  ß  in  Bezug  auf  *ß'  (vergl.  Bd.  I,  §.  155).  Wir  bezeichnen 
den  Grad  von   0\   der  ein  Theiler  von  n  ist,  mit  n'  und  setzen 

(1)  n  =  m'  n'. 

Es  ist  dann  n'  der  Grad  von  ^  in  Bezug  auf  ^\  und  m' 
der  Grad  von  £1'  in  Bezug  auf  R. 

Es  ist  dabei  zu  beachten,  dass  zwar  ß  ein  Normalkörper 
auch  in  Bezug  auf  Sl'  ist,  dass  aber  5i'  im  Allgemeinen  kein 
Normalkörper  in  Bezug  auf  JR  sein  wird. 

Die  Primideale  im  Körper  Sl'  lassen  sich  nun  vollständig  aus 
denen  von  ^  ableiten. 

Wenn  p  irgend  ein  Primideal  in  ^  ist,  so  giebt  es  ein  und 
nur  ein  durch  p  theilbares  Ideal  p'  in  ^\  und  p'  kann  als 
Theiler  von  ^  durch  keine  anderen  als  die  mit  p  conjugirten  Ideale 
theilbar  sein.  Durchläuft  cp'  die  Substitutionen  von  0\  so  ist  p', 
da  es  durch  (p'  ungeändert  bleibt,  auch  durch  p  |  (p'  theilbar. 

Wenn  also  pi  durch  p  |  (pi  theilbar  ist,  so  ist  es  auch  durch 
p  I  ^  g)i  qp'  theilbar,  wenn  ^  ein  beliebiges  Element  der  Gruppe  W 
(§.  162)  bedeutet. 

Wenn  daher  cp  irgend  ein  Element  des  Systemes 
^1  =  ^F(p^O' 
ist,  so  ist  pi  durch  p  |  cp  theilbar.     Es  kommt  demnach  jetzt  die 
Gruppenzerlegung   in  Betracht,   die  wir  im   §.  28  dieses  Bandes 
auseinandergesetzt  haben. 

Wenn  qp.j  ein  nicht  in  0^  enthaltenes  Element  aus  0  ist,  so 
hat  das  System 

0,=  Wcp,0' 

mit  ^1  gar  kein  Element  gemein.  Giebt  es  noch  ein  Element  g);^, 
das  weder  in  O^  noch  in  ^2  vorkommt,  so  bildet  man  ebenso 

0,=  'Fcp,0\ 

und  fährt  so  fort,  bis  die  ganze  Gruppe  0  erschöpft  ist.  Man 
erhält  so  die  Zerlegung 

(2)  0  =  «p^  +  ^^  +  ^3  _^ ^  0^, 

Den  Grad  eines  dieser  Systeme  0r  können  wir  nach  §.  28 
bestimmen.  Er  ist  gleich  dem  Producte  des  Grades  von  0 
multiplicirt  mit  dem  Index  des  Durchschnittes  ^r  von  0'  mit 
'PV  =  (p7^  ^l^fpr  in  Bezug  auf  0\  oder  was  dasselbe  ist,  gleich 
dem   Producte    der   Grade   von    W^  und    0\   getheilt   durch   den 
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Grad  hr  des  Durchschnittes  von  0'  und  'P*,..  Der  Grad  von  0r 
ist  also  gleich  fg  n'  :  K. 

Wenn  wir  jetzt  mit  cpr  alle  Elemente  von  ^,.  bezeichnen,  so 
führen  alle  Primideale  p  |  qPr  in  ^  zu  demselben  Primideale  p^ 
in  Sl'.  Es  ist  aber  noch  zu  zeigen,  dass  zwei  verschiedene  dieser 
Systeme  ^j,  C^a  zu  verschiedenen  Primidealen  pi,  p2  führen. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  die  sämmtlichen  p  |  cpo  von  den 
p  I  g^i  verschieden  sind.  Denn  w^enn  p  |  <5Pi  =  p  |  ^2  ist,  so  ist 
auch  p  ==  p  I  (jpo  9?7\  also  (p2(pY^  in  ^  und  folglich  (p^  in  'P'qPi, 
d.  h.  in  ^1  enthalten,  gegen  die  Voraussetzung.  Wir  können 
also  eine  ganze  Zahl  a  in  tß  annehmen ,  die  durch  p  |  9^1 ,  aber 
durch  keines  der  Ideale  p  |  cp.2  theilbar  ist.  Dann  ist  auch  keine 
der  Zahlen  a  \  cp'  durch  p  |  (p2  theilbar,  weil  sonst  p  |  9i  9'  =  p  |  9)21 
also  gegen  die  Voraussetzung  cpo  in  ^^  enthalten  wäre.  Das 
Product  oc'  aller  von  einander  verschiedener  oc  |  qp',  w^elches  eine 
in  ^'  enthaltene  Zahl  ist,  ist  zw^ar  durch  pi,  nicht  aber  durch  p2 
theilbar.  Folglich  ist  pi  von  p2  verschieden,  und  es  ergiebt  sich 
also,  dass  e'  und  nicht  mehr  verschiedene  Primideale  p'  in 
^  aufgehen.     Wir  setzen  daher 

(3)  ^  =  PV'i  p'^'« . . .  p';e', 

worin  die  Exponenten  «1,  «21  .  .  .^  cie'  noch  näher  zu  bestimmende 
natürliche  Zahlen  sind. 

Um  nun  die  Primideale  pr  im  Körper  Sl  zu  zerlegen,  können 
wir  die  Resultate  der  §.  160,  162  benutzen,  indem  wir  einfach 
Sl'  an  Stelle  von  B  treten  lassen.  Bedeutet  dann  Xr  den  Durch- 
schnitt von  0'  mit  Xr  =  (p7^  X^pr-,  so  ist  X,.  der  Inbegriff  aller 
Substitutionen  des  Körpers  0\  die  der  Bedingung 
r\Xr^r  (mod  p,.) 

genügen.  Bezeichnen  wir  daher  den  Grad  von  Xr  mit  ^,.,  so  ist 
pr  durch  pr%  aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  p,.  theilbar. 

Der  Durchschnitt  ^,'.  von  W,.  mit  0\  dessen  Grad  w^ir  schon 
oben  mit  hr  bezeichnet  haben,  ist  der  Inbegriff  aller  Substitu- 
tionen -tpr  in  O'^  die  der  Bedingung 

Pr\i\-   =  Pr 

genügen,  und  wenn  wir  daher  0'  in  die  Nebengruppen 

(4)  O'  =    ^;  Cp'r^^   +    Wr  cp;,,  H ^^;  (Pr,e^ 

zerlegen,  so  ist 

(5)  n' =  Crhr. 
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Wenn  nun 

Pr,s  =  W\fPr,s 

gesetzt  wird,  so  ist  nach  §.  160,  (6) 

und  die  Substitution  von  (6)  in  (3)  ergiebt  durch  Vergleichung 
mit  §.  160,  (6) 

(7)  ■  g  =  Urgr,       ^1   +   ^2   + h  ^e'  =   6, 

wodurch  die  Exponenten  a^  definirt  sind. 

Die  in  Bezug  auf  den  Körper  Sl'  genommene  Partialnorm 
von  pr,s  ist  nach  §.  160,  (3),  (7): 

(8)  ^^,(^,,)  =  p;^ 

wenn  fr  durch  die  Gleichung 

(9)^     ^  ^  n'   =  erfrgr,      {K  =  fr  g,) 

definirt  wird. 

Wir  wollen  nun  die  Gruppe  CD  nach  0'  in  Nebengruppen 
zerlegen,  und  setzen,  wenn  d^^,  d-^,  .  .  .,  d-,,,'  passend  ausgewählte 
Substitutionen  aus  Q  sind: 

(10)  0  =  a>'^i  +  0'^,  H (-  0'^,,, 

so  dass  durch  die  Substitutionen  -O-j,  -O-g,  .  .  .,  -ö-,,,,  der  Körper  ^' 
in  m'  conjugirte  (gleiche  oder  verschiedene)  Körper 

Übergeht.    Der  Körper  Sli  gehört  dann  zu  der  Gruppe  ^f^  ^' ^t- 
Wenn  nun  durch  d-t  die  Ideale  p;  und  pr,s  in  pr,t  und  |),.,.,,i 
übergehen,  so  ist  nach  §.  160,  (6) 

(11)  Pr,t   =    (Pr,l,t  Pr,2,t   •   •   •   Pr,e^,0'S 

und  das  Product  aller  dieser  Ideale  für  ^  =  1,2,  .  .  .,  m'  ist  die 
im  Körper  Sl'  genommene  Partialnorm  von  pr  in  Bezug  auf  den 
Körper  i^,  die  wir  mit  TCr  (p/.)  bezeichnen.  Sie  muss  eine  Potenz 
von  ^  sein,  und  wir  setzen 

(12)  ^i2(p;)  =  ^^^ 

\Jm  fr  zu  finden,  brauchen  wir  nur  ^^  in  (12)  nach  §.  160,  (6) 
in  seine  Primfactoren  p  zu  zerlegen,  wodurch  sich  egß  Prim- 
factoren  p  in  ^/r  ergeben.  Bilden  wir  andererseits  das  Product 
der  m'  Factoren  (11),  so  erhalten  wir  gr  Cr  m'  solcher  Primfactoren. 
Es  ist  daher 

egfr  =  m'  grßr, 
also  nach  (1),  (9)  und  §.  160,  (7): 

(13)  /  =  /./;. 


Zwanzigster  Abschnitt. 
Quadratische  Körper» 


Basis    eines    quadratischen   Körpers. 

Wir  wollen  die  Resultate  der  allgemeinen  Theorie  der  alge- 
braischen Zahlen  auf  den  besonderen  Fall  der  Körper  vom  2*^^ 
Grade,  die  auch  quadratische  Körper  heissen,  anwenden.  Ein 
quadratischer  Körper  Sl  entspringt  aus  einer  ganzzahligen 
quadratischen  Gleichung,  und  wird  also  aus  dem  Körper_  der 
rationalen  Zahlen  durch  Adjunction  einer  Quadratwurzel  Vcl  ab- 
geleitet. Hierin  kann  d  als  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ohne  quadratischen  Theiler  angenommen  werden,  und  der  ein- 
zige Werth  d  =  l  ist  auszunehmen.  Je  nachdem  d  positiv  oder 
negativ  ist,  erhalten  wir  einen  reellen  oder  imaginären  quadra- 
tischen Körper. 

Den  conjugirten  Körper  erhalten  wir,  wenn  wir  in  allen 
Zahlen  in  Sl  Vd  in  — Vd  verwandeln.  Dadurch  bekommen  wir 
aber  keinen  neuen  Körper.  Der  quadratische  Körper  ist  also 
ein  (absoluter)  Normalkörper  (§.  160). 

Die  Zahlen  des  Körpers  £1  sind  keine  anderen  als  die  in 
§.  122  des  ersten  Bandes  deiinirten  quadratischen  Irrational- 
zahlen, die  alle  in  der  Form  x -\- y  Vd  enthalten  sind,  worin 
X  und  y  ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahlen  bedeuten.  Jede 
irrationale  Zahl  cj  dieses  Körpers  genügt  einer  quadratischen 
Gleichung 

(1)  c  «2  =  a  -f-  6  w, 

in  der  «,  ^,  c  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler 
sind,  von  denen  c  als  positiv  angenommen  werden  kann,  und 
die  Verbindung 

(2)  i)r=52  4-4ac 
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haben  wir  die  Discriminante  der  Zahl  cj  genannt.  Das  Ver- 
hältniss  I)  :  d  ist  eine  ganze  rationale  Quadratzahl.  Die  beiden 
Wurzeln  von  (1)  erhalten  den  Ausdruck 

(S)  ^  =  '-^,    .'=^-^5 

2  c 
Setzen  wir 

(4)  I)  =  e^d, 
so  wird 

(5)  03^ 


2c 


e 


Yd         ,        h  —  eVd 


2c        '  ~         2c        ' 

und  wegen  (1)  sind  dies  dann  und  nur  dann  ganze  Zahlen,  wenn 
c  =  1  ist. 

Nun  ist  D  =  0  oder  =  1  (mod  4),  und  wenn  also  B  gerade 
ist,  so  ist  es  durch  4  theilbar;  h  ist  in  diesem  Falle  gerade, 
und  weil  d  nicht  durch  4  theilbar  sein  kann,  so  muss  auch  e 
gerade  sein. 

Ist  aber  D  ungerade,  so  sind  auch  h  und  e  ungerade.  Dieser 
Fall  kann  aber,  wie  (4)  zeigt,  nur  dann  eintreten,  wenn  d^\ 
(mod  4)  ist. 

Daraus  erhalten  wir  folgendes  Resultat: 

1.  Ist  0^  =  2  oder  =  3  (mod  4),  so  ist  die  Zahl 

CO  =  X  -^  y  yd 
dann   und   nur    dann    eine   ganze   Zahl,    wenn    die 
rationalen  Zahlen  x,  y  ganze  Zahlen  sind.    (Quadra- 
tische Irrationalzahlen  erster  Art,  nach  Dirichlet.) 

2.  Ist  d  ^  \  (mod  4),  so  ist 

X  A-  y  y  d 
"=  2 

dann  und  nur  dann  eine  ganze  Zahl,  wenn  die 
rationalen  Zahlen  x,  y  entweder  zwei  gerade 
oder  zwei  ungerade  ganze  Zahlen  sind.  (Quadra- 
tische Irrationalzahlen  erster  oder  zweiter  Art,  je  nach- 
dem e  gerade  oder  ungerade  ist.) 
Letzteres  können  wir  auch  so  ausdrücken: 

3.  Ist  d  ^  1  (mod  4),  so  ist 

1  + V^ 


CO 


y 


2 

dann    und   nur   dann   eine   ganze   Zahl,    wenn    die 
rationalen  Zahlen  x  und  y  ganze  Zahlen  sind. 
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Daraus  ergiebt  sich  eine  Basis  von  o: 

a)  1,  Vd,  (1  =  2  oder  =  3  (mod  4), 

b)  1,  ^  +/  '^,  (/  =  1  (mod  4). 

Wenn  wir  also 

a)     0  =  V"^,  r7  =  2,  3  (mod  4) 

(')  b)     0  =  ^-^^,cZ^l       (mod  4) 

Li 

setzen,  so  ist  1,  0  eine  Basis  von  o. 

Für  die   Grundzahl   erhalten  wir  demnach,  wenn  &  mit  0 
conjugirt  ist, 

1,0 


1,0' 


=  (0'  -  0)^ 


also 

a)      z/  =  4r?,     f?  =  2,  8(mod4) 
^'^  b)      z/  =     f/,     f?  =  1       (mod  4), 

(8)  0  —  0'  =  \'^. 

Die  Grundzahl  ist  also  ^  0  oder  ^  1  (mod  4),  und  muss, 
wenn  sie  durch  4  theilbar  ist,  ^  8,  12  (mod  16)  sein  i).  Sie  kann 
daher  (in  üebereinstimmung  mit  dem  Satze  von  Minkowski) 
weder  =4:  1  noch  =  ib  2  sein.  Die  Grundzahl  vom  absolut 
kleinsten  AYerthe  ist  z/  =  —  3. 


§.  165. 
Die   Primideale   in   Sl. 

Es  bedeute  nun  g)   ein   beliebiges   ganzes  Functional  in   9.. 
Wir  wollen  nach  §.  146   eine  Basis  «j,  «2  für  (jp,   und  damit  die 


^)  Eine  ganze  rationale  Zahl  J ,  die  nach  dem  Modul  4  mit  0  oder 
mit  1  congruent  ist,  hat  Kronecker  eine  Zahl  von  Discriminantenform 
genannt.  Hat  J  die  Eigenschaft,  dass  sich  kein  quadratischer  Factor  so 
daraus  absondern  lässt,  dass  eine  Zahl  von  Discriminantenform  übrig 
bleibt,  so  heisst  J  eine  Stammdiscriminante.  Die  Grundzahl  eines 
quadratischen  Körpers  ist  also  immer  eine  Stammdiscriminante,  und 
umgekehrt  ist  auch  jede  Stammdiscriminante  Grundzahl  eines  quadra- 
tischen Körpers.  Vergl.  H.  Weber,  Zahlentheoretische  Untersuchungen 
aus  dem  Gebiete  der  elhptischen  Functionen.  I,  II,  IIL  Nachrichten  der 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen.     1893. 
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entsprechende  Basisform  «i  ^^  -|-  «2 1^,  die  mit  (p  associirt  ist,  be- 
stimmen. Wir  haben  nach  §.  146,  (3),  wenn  «1,  093  eine  Basis 
von  0  ist,  die  ganzen  Zahlen  ai,i,  «1,2,  »2,2  so  zu  bestimmen,  dass 
«1,1,  <^2,2  positiv  und  möglichst  klein  sind,  und  dass 

^1    =^   <^l,l«i,     «2    =   0^1,2«!    -|-   <^2,2«2 

durch  (p  theilbar  werden.  Setzen  wir  also  (wi,  w.^)  =  (1,  0),  so 
wird 

(1)  «1    =   «1,1,      «2    =   «1,2  +   t«2,2  6). 

Es  ist  also  «1,1  die  kleinste  positive  durch  9?  theilbare  rationale 
Zahl,  und  «2,2  ist  die  kleinste  positive  Zahl,  für  die  «2,2  6>  nach 
dem  Modul  (p  mit  einer  rationalen  Zahl  congruent  wird. 

Wir  wollen  dies  auf  den  Fall  anwenden,  dass  (p  ein  Prim- 
functional  7t  ist.  Ein  solches  kann  hier  nur  vom  ersten  oder 
vom  zweiten  Grade  sein,  je  nachdem  seine  absolute  Norm  gleich 
p  oder  =  ^2  ist.     Wir  unterscheiden  also  die  beiden  Fälle: 

1)  Na{7t)=p 

oder 

2)  Na{7t)=p\ 

Da  hier  N  (p)  =  p^  ist ,  so  ist  im  ersten  Falle  p  in  zwei 
Primfactoren  zerlegbar,  im  zweiten  Falle  enthält  p  nur  einen 
Primfactor,  d.  h.  p  ist  im  Körper  Sl  selbst  noch  als  Primzahl  zu 
betrachten. 

Bestimmen  wir  nun  für  cp  =^  tc  die  Basis  (1),  so  ergiebt 
sich  zunächst  «1,1  =p,  und  «2,2  ist  die  kleinste  positive  ganze 
rationale  Zahl,  für  die  das  Product  «2,2  ©  modulo  7t  mit  einer 
rationalen  Zahl  congruent  wird.  Dafür  ist  aber  nach  §.  150,  3 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 

(«2,2  &y  ^  «2,2  0  (mod  7i), 

oder,  da  nach  dem  Fermat 'sehen  Satze  «|^2  ^  «2,2  ist, 

(2)  «2,2  (0^^  —  &)  =  0  (mod  7t). 

Es  ist  also  entweder  0^  —  0  =  0,  und  dann  ist  «2,2  =  1, 
oder  0p  —  &  nicht  ^  0,  und  dann  ist  «2,2  ==  p. 

Im  ersten  Falle  ist  ®  und  damit  jede  Zahl  co  mit  einer 
rationalen  Zahl  congruent.  Es  giebt  also  nicht  mehr  als  p  nach 
dem  Modul  7t  incongruente  Zahlen,  und  folglich  ist  (§.  148,  3.) 
pf  =  p^  f  =  1 ,  d.  h.  p>  in  zwei  Primfactoren  ersten  Grades 
zerlegbar. 
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Umgekehrt  bilden  in  diesem  Falle  1)  die  ^  rationalen  Zahlen 
0,  1,  2,  .  .  .,  ^:)  —  1  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  7t.  und 
es  ist  folglich  jede  Zahl  in  o  und  mithin  auch  0  mit  einer  ratio- 
nalen Zahl  congruent.     Also  haben  wir 

1)  Na  (7t)  =  j)         «2,2   =    1 

2)  Na  (7t)  z=  If-      «2,2   =  P- 

Im  ersten  Falle  ist  «i^o  aus  der  Bedingung 

(3)  «1,2  +0  =  0  (mod  7t) 

zu  bestimmen,  im  zweiten  kann  «1,2  =  0  genommen  werden.  Die 
Basisform  von  7t  ergiebt  sich  also,  wenn  u^  v  die  Variablen  sind, 

1)  7t  =  pU  -\-  («1,2  -\-   0)  V 

2)  7t=p(u-^0v), 

woraus  man  sieht,  dass  7t  im  Falle  2),  wie  zu  erwarten  war,  ein 
Hauptfunctional  ist. 

Um  im  Falle  1)  die  Zahl  «1,2  zu  bestimmen,  bilden  wir  die 
Norm  von  «1,2  +  6),  die  durch  p  theilbar  sein  muss.  Wenn  & 
durch  Aenderung  des  Vorzeichens  von  Vd  in  0'  übergeht,  so  ist 
nach  §.  164,  (8)  &  —  0'  =  V^,  und  für  die  Norm  von  «1,2  +  © 
ergiebt  sich  nach  §.  164  (6),  a),  b): 

(4)  N(a,,,  +  0)  =  («1,2  +  &)  («1,2  +  ©') 
=  «1,2  —  f?,       f?  =  2.3(mod4) 

=  «1,2  +  <:h,2  H T — ,  d  ^  l  (mod  4). 

Wenn  diese  Zahl  durch  p  theilbar  ist,  so  ist  einer  der 
beiden  Factoren  «1,2  +  6),  «1,2  +  0'  durch  7t  theilbar.  Da  aber 
0'  =  —  0  oder  =  1  —  0  ist,  also 

a)  «1,2  +  0'  =.  —  (—  «1,2  +  &) 

b)  «1.2  +  0'  =  —  (—  «1,2  -1  +  0) 

ist,  so  kann  man  «1^2  immer  so  annehmen,  dass  gerade  «1,2  +  0 
durch  ?r  theilbar  wird,  und  0  ist  also  wirklich  mit  einer  ratio- 
nalen Zahl  congruent.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  p  zwei  Primfactoren  enthält,  ist  folglich  die, 
dass  «1,2  —  d  oder  «f^a  +  «1,2  +  ^  (1  —  d)  durch  geeignete  An- 
nahme über  «1,2  durch  p  theilbar  wird.  Durch  ^lultiplication 
mit  4  gehen  diese  beiden  Bedingungen  über  in 

4«f,2  —  4f?  =  0,     (2  «1,2  +  1)-  —  d  ^  0  (mod  4^;), 
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und   wenn   man   bedenkt,    dass    die    Grundzahl   z/   im   Falle   a) 
gleich  4  d,  im  Falle  b)  gleich  d  ist,  so.  erhalten  wir,  wenn  wir 

(5)  X  =z  2  ai,2     oder     =  2  «3,2  +  1 
setzen,  folgendes  Resultat: 

1.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  p  zwei  Primfactoren  enthält,  ist 
die,  dass  die  Congruenz 

(6)  x^  ^  ZI  (mod  4  p) 

durch  eine  ganze  rationale  Zahl  x  befriedigt 
werden  kann,  oder  dass  die  Grundzahl  z/  qua- 
dratischer Rest  von  4jp  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  it^  %'  die  beiden  conjugirten  Formen 

(7)  jr  =  2^w  +  («1,2  +  &)  V,  %'  =  pu  -{-  («1^2  +  &')  V, 
so  ergiebt  sich  durch  Multiplication 

p  U^  -\-  X  UV  -\ V^  )  • 

Hierin  ist  nun 

p u^  -\-  xuv  -\ v^ 

^         '  ^       Ap 

eine  Einheit,  weil,  wenn  p  in  zJ  nicht  aufgeht,  x  durch  p  nicht 
theilbar  ist,  und  wenn  p)  in  z/  aufgeht,  zwar  x^  aber  nicht 
(x^  —  z/  :  4  j9)  durch  p  theilbar  ist.  Denn  ist  p  ungerade,  so  kann 
p^  nicht  in  z/  aufgehen,  und  ist  j9  =  2  und  z/  durch  2  theilbar, 
so  ist  z/  =  4  c^,  (^  ^  2, 3  (mod  4).     Wäre  aber 

x^  —  ^  =  0  (mod  16), 
so  würde  folgen 

d  =  (I)'  (mod  4), 

(X  \^ 
—  j    als  Quadrat  nicht  mit  2   oder  3   congruent 

sein  kann.  Demnach  ist  p  in  die  beiden  Primfactoren  7t  und  7t' 
zerlegt. 

Die  beiden  Factoren  7t  und  7t'  von  p  können  auch  mit 
einander  associirt  sein.  Dies  tritt  nur  dann  ein,  wenn  7t'  und 
folglich  auch  7t  —  7t'  durch  7t  theilbar  ist.    Nun  ist  aber  nach  (7) 

7t  —  7l'  =  (®  —   &)  V, 

und  folglich  muss 

(0  _  @')2  =,  ^ 
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durch  p  theilbar  sein,  und   dies  ist  auch  die   hinreichende  Be- 
dingung. 

2.  Es  ist  also  })  nur  dann  mit  dem  Quadrat  eines 
Primfunctionals  associirt,  wenn  p  in  der  Grund- 
zahl z/  aufgeht,  in  Uebereinstimmung  mit  dem 
allgemeinen  Satze  (§.  1.58). 


§.  166. 

Functionale  im  quadratischen  Körper  und  quadratische 
Irrationalzahlen. 

Wir  betrachten   nun   in   unserem   quadratischen  Körper   ein 
beliebiges  ganzes  Functional  und  bilden  seine  Basisform 

indem  wir  c«i,  «2  nach  §.  165  bestimmen: 

(1)  «1    =  «1,1,       «2    =  «1,2   +   Cl2,2&' 

Nach  §.  146  ist  dann 

(2)  Na((p)  =  Ch,ia2,2- 
Geben  wir  der  Form  cp  den  Ausdruck 

(3)  (f    =   «1,1^1    4-   («1,2   +   «2,2  0)   ^2, 

und  bilden  die  Norm,  so  ergiebt  sich 

(4)  N((p)  =  al  1  fl  +  [2  «1,1  «1,2  4-  «1,1  «2,2  (0  +  ©0]  ^1  h  +  n  N{a,) 
und  der  Theiler  dieser  Form  ist  also  nach  (2)  gleich  «i,i«2,2- 

Wenn  wir  also 

^1,1   =   C   «1,1  «2,2 

(5)  2  «1,1  «1,2   +   «1,1  «2,2    (0   +    ®')   =    ^    «1,1  «2,2 
N{ac^  =    —    «   «1,1  «2,2 

setzen,  so  sind  «,  &,  c  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaft- 
lichen Theiler,  und  der  Quotient 

ist  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

(7)  Cd'-  =  a  -^h(o. 

Wenn  wir  in  den  Ausdrücken  (1)  die  Werthe   von  «i,i  und   «i, 

aus  (5)  substituiren,  so  folgt 

2«2  =  «2,2(&  +  ®-  ®') 

^    ^  «1    =   C«2,2. 
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Nun  ist  nach  §.  164,  (8)  die  Differenz  0  —  0'  gleich  der 
Quadratwurzel  aus  der  Grundzahl  von  i^,  so  dass  wir  aus  (6) 
und  (8)  erhalten:  _ 

(9)  a>  =  '^y~^,    ^  =  b^  +  iac, 

worin  das  Vorzeichen  von  Vz/  durch  die  in  §.  164,  (6)  gemachte 
Annahme  über  das  Vorzeichen  von  Vd  bestimmt  ist. 

Es  ist  also  a  eine  zur  Discriminante  z/  gehörige  quadra- 
tische Irrationalzahl,  wie  wir  sie  im  §.  122  des  ersten  Bandes 
betrachtet  haben,  und  die  Form  cp  kann,  wenn  wir  «2,2  =  ß 
setzen,  so  ausgedrückt  werden: 

(10)  (p  =  ec  (t^  +  cot,). 

Hierin  ist  c  die  kleinste  positive  ganze  rationale  Zahl,  für 
die  das  Product  c  co  eine  ganze  Zahl  wird,  und  jede  andere 
ganze  rationale  Zahl  k^  durch  die  das  Product  h  a  eine  ganze 
Zahl  wird,  muss  durch  c  theilbar  sein. 

Man  erkennt  dies  am  einfachsten,  wenn  man  cj  nach  §.  164, 
je  nachdem  b  gerade  oder  ungerade  ist,  in  eine  der  beiden 
Formen  setzt: 

<■■)      -=l(l+«'MC-^+«). 

w^oraus,  da  1,  0  eine  Basis  von  0  ist,  das  Gesagte  hervorgeht. 

Darauf  gründet  sich  nun  der  Beweis,  dass,  wenn  0  irgend 
eine  zur  Discriminante  z/  gehörige  quadratische  Irrationalzahl 
bedeutet,  c  die  kleinste  positive  ganze  rationale  Zahl,  die  cgj  zu 
einer  ganzen  Zahl  macht,  und  e  eine  beliebige  positive  ganze 
rationale  Zahl,  auch  umgekehrt  durch 

(12)  (p  =  ec  (ti  +  cot^) 

immer  eine  Basisform  dargestellt  ist. 

Dazu  haben  wir  nur  zu  zeigen,  dass 

a^  =  ec,      a2  =  eco 

eine  Basis  des  durch  (12)  definirten  Functionals  cp  ist. 

Bilden  wir  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  Norm  von  cp .  so 
erhalten  wir  nach  (7) 

(13)  N{(p)  =  e^e  {dl  -j- b  tj^  —  atl), 
und  folglich  die  absolute  Norm 

(14)  Na{cp)  =  e'^c. 
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Ist  nun 

(15)  «1    =:   «1,1,       «0    =   «1,2    +    «2,2© 

eine  Basis  von  9,  so  ist  andererseits  (nach  §.  146) 

(16)  -ZVa(9)   =  «1,1  «2,2, 

und  «1,1  ist  die  kleinste  positive  ganze  rationale  Zahl,  die  durch 
cp  theilbar  ist. 

Nun  können  wir  andererseits  zeigen ,  dass  diese  Zahl  =  e  c 
ist,  woraus  ec  =  «1,1,  und  nach  (14)  und  (16)  e  =  «2,2  folgt. 

Wenn  nämlich  eine  ganze  rationale  Zahl  m  durch  cp  theil- 
bar sein  soll,  so  muss,  wenn  co'  zu  «  conjugirt  ist,  da 

cf^  J^bt^t2  —  afi 
ein  Einheitsfunctional  ist. 

^ —  -  (^1  +  "  h) 

ein  ganzes  Functional  sein.     Folglich  müssen 

—     und     —  CO 

e  e 

ganze  Zahlen  sein,  woraus  folgt,  dass  tn  :  e  eine  durch  c  theil- 
bare,  also  7)1  eine  durch  ec  theilbare  ganze  rationale  Zahl  ist. 
Da  andererseits  ec  durch  cp  theilbar  ist,  so  folgt,  dass  ec  die 
kleinste  diesen  Forderungen  genügende  Zahl  ist.  Ausserdem  er- 
giebt  sich  noch,  dass  die  ganze  Zahl  ecco  durch  cp  theilbar  ist. 
Denn  ecco  ist  in  der  Darstellung  (12)  ein  Coefficient  der  ganzen 
Function  cp  und  daher  durch  cp  theilbar  (§.  142). 

Drücken  wir  0  in  (15)  durch  m  aus,  so  ergiebt  sich  nach  (11) 

«2  =  «1,2  —  -^ — U  eccö,  b  gerade 


==  ^'1.2 x — -  -\-  ec(o.   0  ungerade. 


und  es  ist  also 


eh       ,  e(h—\) 

«1,2  =  Y    ^^^^^    —        2 — 


nach  dem  Modul  cp,  und  folglich,  da  beide  Seiten  rational  sind, 
auch  nach  dem  Modul  «1.1  =  e  c.  Demnach  kann  «1,2  dem 
Werthe  ^  eb  oder  ^  e  {b  —  1)  gleich  gesetzt  werden,  und  wir  er- 
halten «0  =  e  c  w,  was  zu  beweisen  war. 

Um    das    hierdurch    Bewiesene    übersichtlich    zusammenzu- 
fassen, können  wir  folgende  Sätze  aussprechen: 

"Weber,  Algebra.    II.  00 
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1.  Ist  Sl  ein  quadratischer  Körper  mit  der  Grund- 
zahl z7,  und  cp  ein  ganzes  Functional  in  diesem 
Körper,  so  lässt  sich  eine  zur  Discriminante  z/ 
gehörige   quadratische    Irrationalzahl 

(17)  «  =  -Tr- 

und  eine  positive  ganze  rationale  Zahl  e  so 
bestimmen,  dass 

(18)  ec  {t,  +  (oU) 

eine  Basisform  von  9p  wird.  Umgekehrt  ist,  wenn 
03  eine  beliebige  zur  Discriminante  z/  gehörige 
quadratische  Irrationalzahl  ist,  die  Form  (18) 
immer   eine  ßasisform  eines  Functionals  (p. 


§.  167. 
Aequivalente  Functionale  und  äquivalente  Zahlen. 

Wenn  nun  o,  co^  irgend  zwei,  zu  der  Discriminante  z/  gehörige 
quadratische  Irrationalzahlen  sind,  so  erhalten  wir  zwei  Basis- 
formen 

cp   =ec  (t,  +  coQ 

^  (Pi  =  e^c^  {h  +  «1  ^2). 

Wenn  nun  die  beiden  Zahlen  09,09^  in  dem  Sinne  äqui- 
valent sind,  wie  wir  diesen  Begriff  im  §.  120  des  ersten  Bandes 
festgesetzt  haben,  so  ist 

(2)  CO,  =  ^-i^il, 

worin  p,  g,  r,  s  ganze  rationale  Zahlen  sind,   die  der  Bedingung 

(3)  2^s  —  qr  =  ±  l 

genügen.     Machen  wir  dann  die  Substitution  (2)  in  gPi,  so  folgt 

(rcQ  -\-  s)  (pi  =  ei  Ci  [sij  -^  qh  +  03  {rt^  +  ]9k)\ 
oder  wenn  wir 

(4)  %  =  s^i  +  qt^,     ih  —  rt^  -\-  ph 
setzen, 

(r  G)  -[-  s)  (pi  =  Ol  Ci  (ui  -\-  CO  %). 

Nun  ist  ec  (ui  -\-  oitg)  ^^^  9  associirt,  weil  (4)  eine  ganz- 
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zahlige  lineare  Substitution  mit  der  Determinante  4: 1  ist  (§.  147), 
und  folglich  sind  die  beiden  Formen 

(r  CO  -\-  s)  ec(p-^^     ^i  ^i  9 

mit  einander  associirt,  und  dies  hat  zur  Folge,  dass  die  beiden 
Formen  9),  cp^  in  dem  in  §.  152  definirten  Sinne  äquivalent  sind. 
Damit  haben  wir  bewiesen: 

2.  Wenn  die  quadratischen  Irrationalzahlen  0,  co^ 
äquivalent  sind,  so  sind  auch  die  entsprechenden 
Functionale  g?,  cp^  äquivalent. 

Es  lässt  sich  aber  auch  der  umgekehrte  Satz  beweisen: 

3.  Wenn  die  Functionale  ^,  9)1  äquivalent  sind,  so 
sind  auch  die  quadratischen  Irrationalzahlen 
C3  und  G>i  äquivalent. 

Um  diesen  Beweis  zu  führen,  bezeichnen  wir  mit  ^  ein 
Functional  der  Classe,  die  zu  der  Classe  von  9?  reciprok  ist, 
so  dass  cp  xl)  mit  einer  Zahl  äquivalent  ist.  Dann  können  wir 
setzen : 

(5)  g^i/;  =  £|, 

worin  £  eine  Einheit,  J  eine  Zahl  in  o  ist.  Hierin  können  wir 
(p  und  il)  beide  als  Basisformen  annehmen  und  demnach 

(6)  g)  =  e  c  (fi  +  U  «),     ip  r=  e' c'  (f^  +  U  n) 

setzen,  worin  e\  c\  rj  dieselbe  Bedeutung  für  1/^  haben,  wie  e,  c,  a 
für  (p.     Wir  setzen  zur  Abkürzung  [§.  166,  (13)]: 

(7)  Na  (<3P)  =  eU  =  P,     Na  (il^)  =  e"^  c'  =  Q. 

Wenn  wir  mit  ^/  die  zu  x/.'  conjugirte  Form  bezeichnen,  und 
für  den  Augenblick  die  Einheitsform 

c'ff  +  b'tj,  —  ci/fi  =  £1 

setzen,  so  folgt  aus  (5)  durch  Multiplication  mit  -tp': 

und  folglich 

(8)  ^  =  ±^'  =  ,, 


worin  %  ^^^  ^'  associirt  sind.     Setzen  war 
(9)  %f^ft,  ^  =  ^,, 


39= 
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SO  wird 

und  folglich  sind  ß^,  ß.,  ganze  durch  i^'  theilbare  Zahlen. 

Bilden    wir    aus    (9)    die    Discriminante    z/  (ß^ ,  ß,) ,    so    er- 
halten wir 

(10)  z?  iß„  ß,)  =    ^"  ^^ 


Aus  (5)  und  (7)  folgt  aber 

und  wenn  wir  noch  09  —  «'  = setzen,  so  findet  sich 

c 

(11)  ^(ßl,ß2)^Q'^. 

Hieraus  folgt  aber  nach  dem  Satze  §.  147,  2.,  dass  ßi,  ß^ 
eine  Basis  von  1/;'  ist. 

Andererseits  ist  nach  (6)  auch  e'  c\  e'  c'  r]'  eine  Basis  von  il)\ 
und  folglich  lassen  sich  die  ganzen  rationalen  Zahlen  p,  q,  r,  s 
so  bestimmen,  dass 

ß,=^      =e'c'(r^'  +  s) 
(12) 

und  zugleich 

(13)  ps  —  qr  =  ±l. 

Aus  (12)  folgt  aber  durch  Division: 

(14)  a,=^^;±i, 

r  7]'  -{-  s 

d.  h.  09  ist  mit  rj'  äquivalent. 

Ersetzen  wir  nun  cp  durch  die  äquivalente  Form  q)^,  so 
besteht  eine  Gleichung  wie  (5): 

fPii^  =  £ili, 
worin  ip  ungeändert  geblieben  ist.     Folglich  ist  auch  coi  mit  tj 
äquivalent,   und   mithin    sind    ca    und    cj^    unter   einander   äqui- 
valent.    Das  ist  aber  die   in  unserem   Satze   3.   ausgesprochene 
Behauptung,  die  also  hiermit  erwiesen  ist. 

Hiernach  entspricht  also  jeder  Idealclasse  des  Körpers  Sl 
eine  Classe  äquivalenter  Zahlen  w  und  umgekehrt,  und  wir 
können  daher  noch  den  Satz  hinzufügen: 
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4.  Die  Anzahl  der  nicht  äquivalenten  Irrational- 
zahlen der  Discriminante  z/  ist  gleich  der  Anzahl 
der  Formenclassen  des  Körpers  Sl^). 


§.  168. 
Composition  der  quadratischen  Irrationalzahlen. 

Wir  hahen  im  §.  166  gesehen,  dass  zu  jedem  ganzen  Func- 
tional  qp  im  Körper  Sl  eine  gewisse  quadratische  Irrationalzahl  cj 
von  der  Discriminante  zf  gefunden  werden  kann. 

Wir  müssen  aber  jetzt  noch  untersuchen,  inwiefern  diese 
Zahl  CO  durch  den  Körper  Sl  und  durch  das  Functional  cp  be- 
stimmt ist. 

Nach  §.  166,  (1)  ist  die  Basis  von  cp 

(1)  «1    =  «1^1,    «,   =   «1,2   +   «2,2  6> 

dadurch  definirt,  dass  cii^i  die  kleinste  positive  ganze  rationale 
Zahl  ist,  die  durch  cp  theilbar  ist,  und  a.2,2  ist  dann  durch 

(2)  Na  (cp )  =  Cli^i  a.2,2* 

bestimmt,  also  sind  die  beiden  Zahlen  «1,1,  «2,2  durch  cp  ein- 
deutig bestimmt.  Es  fragt  sich  noch,  inwiefern  auch  «1^2  be- 
stimmt ist.  Die  Zahl  «1,2  ist  aber  nach  dem  Modul  cp  durch  die 
Congruenz  «1,2  -f-  «2.2  0^0  gegeben,  und  da  «1,2  auch  eine 
ganze  rationale  Zahl  sein  muss,  so  ist  «1,2  bis  auf  ein  Vielfaches 
von  «1,1  bestimmt.  Dieses  Vielfache  von  «1,1  bleibt  aber  in  der 
That  willkürlich,  da,  wenn  «1,  «o  eine  Basis  von  cp  ist,  dasselbe 
für  jedes  ganze  rationale  h  auch  von  «j,  «2  +  ^«1  gilt. 

Da  nun  «2  :  «1  =  w  die  gesuchte  quadratische  Irrational- 
zahl ist,  so  erhalten  wir  den  Satz: 


^)  Nach  der  am  Schlüsse  des  §.  128  des  ersten  Bandes  gemachten  Be- 
merkung über  die  Gauss'sche  Theorie  der  quadratischen  Formen  stimmt 
die  Classenzahl  der  quadratischen  Formen  nach  der  Gauss'schen  Defini- 
tion nicht  immer  überein  mit  der  Anzahl  der  Idealclassen  des  Körpers  i2. 
Um  die  Uebereinstimmung  herzustellen,  muss  man  in  manchen  Fällen  die 
Idealclassen  noch  weiter  in  je  zwei  Classen  theilen.  Bei  unserer  Theorie 
der  Aequivaleuz  der  Zahlen  to,  wo  die  eigentliche  nicht  von  der  uneigent- 
lichen Aequivalenz  unterschieden  wird .  ist  diese  weitere  Eintheilung  nicht 
erforderlich.  Vergl.  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie.  4.  Auflage, 
S.  578,  584. 
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5.  Zu  jedem  ganzen  Functional  des  Körpers  ii  gehört 
eine  und  nur  eine  Reihe  von  quadratischen 
Irrationalzahlen  der  Discriminante  z/,  und  die 
Zahlen  dieser  Reihe  unterscheiden  sich  um 
beliebige  ganze  rationale  Zahlen  und  sind 
folglich  unter  einander  äquivalent.  Associirte 
Formen  führen  auf  dieselbe  Reihe. 

Wenn   cp-^^  cp2  zwei   ganze  Functionale   in  Sl  bedeuten,   und 

ffi  <3P2  =  fPi 
gesetzt  wird,  so  können  wir  zu  jeder  dieser  drei  Formen  eine 
quadratische  Irrationalzahl  «i,  «2,  cq.^  bestimmen,  und  033  ist 
durch  03^,  «2  bis  auf  eine  additive  ganze  rationale  Zahl  bestimmt. 
Man  nennt  dann  Wg  aus  co^  und  093  componirt  oder  zusammen- 
gesetzt, und  setzt  in  symbolischer  Bezeichnung 

(3)  «1  «2    =    OJg. 

Ist  1^1  äquivalent  mit  gjj,  t/^g  ^^it  cp^,  so  ist  nach  §.  152  auch 
ijj^  ijj^  ==  i/^g  mit  ^3  äquivalent. 

Wenn  nun  iji,  »^25  '^3  die  durch  den  Satz  5.  zu  den  Formen 
^1?  ^21  '^a  gehörigen  Irrationalzahlen  sind,  so  bilden  nach  3., 
§.  167  die  Zahlen  i^^,  Oi;  ^2^  ^2:  Vz^  ^3  ^^^^  Paare  äquivalenter 
Zahlen  und  wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

6.  Ersetzt  man  in  einer  Composition  von  quadra- 
tischen Irrationalzahlen  jedes  Element  durch 
eine  äquivalente  Zahl,  so  geht  auch  die  com- 
ponirte  Zahl  in   eine  äquivalente  über. 

Dadurch  sind  die  Classen  der  quadratischen  Irrationalzahlen 
einer  Discriminante  z/  zu  einer  mit  der  Gruppe  der  Idealclassen 
isomorphen  Abel" sehen  Gruppe  verbunden. 

Um  die  aus  zwei  gegebenen  Zahlen  componirte  Zahl  wirk- 
lich zu  finden,  hat  man  so  zu  verfahren. 

W^ir  wollen  die  nach  (1)  gebildeten  Basen  der  Formen 
^1,  cp2^  (p-j  so  bezeichnen: 

=   Cll,2   +   «2,2  & 

^1,2   +    ^2,2  & 

72    =   Cl,2   +   ^2,2  0, 


so  dass 


9^1) 

C«l   ^=  «1,1 

«2    = 

9^2) 

ßi  =  Kl 

/32   = 

ffd 

n  =  ci,i 

72    = 

«2 
«1  =  — ,  «2 

«1 

ß2 
~/3l' 

»3  =  ^ 

'        Vi 
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wird.  Es  ist  dann  Ci,i  die  kleinste  positive  ganze  rationale  Zahl, 
die  durch  cp^  cpo  theilbar  ist,  und  diese  muss  jedenfalls  ein  Theiler 
von  ai,i&i,i  sein.     Hat  man 

wo  ]c  eine  positive  ganze  rationale  Zahl  ist,  so  ist,  weil 
Na((pi)  Na((p2)  =  Na((pi)  seiu  muss, 

fC  0/2,2  ^2.2    -— -    ^2.2' 

Die  letzte  Zahl  Ci,2  ist  dann  aus  der  Congruenz 
(4)  Ci,  2  +  <:'2,2  0^0  (mod  cp^  9)2) 

zu  bestimmen. 

Wenn  es  nur  darauf  ankommt,  einen  Repräsentanten  der 
zusammengesetzten  Classe  zu  finden,  so  verfährt  man  am  einfach- 
sten so. 

Ist  (pi  beliebig  angenommen,  so  kann  man  (nach  §.  152,  6.)  (p^ 
in  seiner  Classe  so  wählen,  dass  es  relativ  prim  zu  «1,1  wird. 
Dann  ist  auch  cp^^  relativ  prim  zu  9.2  und  bi^i  relativ  prim  zu  ai,i. 

Denn  haben  «i.i  und  in  einen  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  fZ,  so  ist  dieser  auch  relativ  prim  zu  cpo^  und  also  ist 
^1^1  :  d  durch  ^2  theilbar;  dies  aber  widerspricht,  wenn  d  ^  l 
ist,  der  Definition  von  hi^i.  Ebenso  folgt  auch  umgekehrt,  dass, 
wenn  «1,1  und  bi^i  relativ  prim  sind,  cp.2  zu  ai.i  relativ  prim  ist. 
Denn  wenn  keiner  der  rationalen  Primfactoren  von  hi^i  in  «1,1 
aufgeht,  so  kann  auch  keiner  der  in  cpo  aufgehenden  Prim- 
factoren in  «1^1  aufgehen. 

In  diesem  Falle  ist  nun: 

(5)  «1,161,1    =    Ci.i,        01.2.2^2.2   =   C.2.2' 

Die  Congruenz  (4)  wird  dann 

(6)  Ci,2  +  «2,2  62.2  <9  ^  0  (mod  91  (5P2), 
und  da 

«1,2  +  «2,2®  ^  0  (mod  9i),   &i,2  +  ^2,2  0  ^  0  (mod  9)2) 
ist,  so  zerfällt  (6)  in  die  beiden  Congruenzen: 
Ci,2  ^  62,2^1,2  (mod  9)1) 
^  «2,2^1,2  (mod  9)2)- 
Diese  Congruenzen  sind  aber  nach  §.  138,  13.  gleichwerthig  mit 
den  gewöhnlichen  Zahlencongruenzen 

(7)  Ci,2  ^  62,2  «1,2  (mod  ai,i) 

^  «2,2  &i,  2  (mod  61,1), 
wodurch  Ci,2  nach  dem  Modul  Ci.i  bestimmt  ist. 


616  Zwanzigster  Abschnitt.  §.  168. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  zu  zeigen,  wie  man  (p^  der  hier 
gestellten  Forderung  gemäss  bestimmen  kann.  Da  zwei  Formen, 
die  sich  nur  durch  einen  Zahlenfactor  von  einander  unter- 
scheiden, äquivalent  sind,  so  ist  (p2  äquivalent  mit 

C2    (^1    +    «2  ^2), 

[§.  166,  (10)]  und  nehmen  wir  diese  Form  für  9^2  ?  so  ist  &i,i  =  C2. 
Die  Zahl  093  kann  man  aber  unter  den  mit  ihr  äquivalenten 
immer  so  wählen,  dass  C2  zu  ai^i  relativ  prim  wird,  und  dann  ist 
auch  cii^i  zu  9)2  relativ  prim. 

Ersetzt  man  nämlich  «2  durch 

R^UJlS      ps  —  ^r  —  +  1, 

so  geht  C2  nach  Bd.  I,  §.  122,  (13)  in 

C2  =  —  a2  r^-  -^  h2  r  s  -{-  C2  s^ 
über,  und  nun  kann  man  über  die  ganzen  rationalen  Zahlen  r,s 
so  verfügen,  dass  sie  unter  einander  theilerfremd  sind  und  dass 
C2  durch  irgend  welche   gegebene  Primzahlen   nicht  theilbar  ist. 

Denn  ist  n  eine  solche  Primzahl,  so  nehme  man,  wenn  n  in 
112  und  C2,  also  nicht  in  ög  aufgeht,  r  und  s  durch  n  untheilbar, 
wenn  n  in  «2  nicht  aufgeht,  s  durch  n  theilbar  und  r  durch  n 
untheilbar,  und  wenn  n  in  Cg  nicht  aufgeht,  r  durch  n  theilbar, 
s  durch  n  untheilbar.  (Sind  «2  ^^11  d  C2  beide  nicht  durch  n 
theilbar,  so  hat  man  zwischen  den  beiden  letzteren  Annahmen 
die  Wahl.)  Diese  Forderungen  sind  für  verschiedene  beliebig 
gegebene  Primzahlen  n  mit  einander  verträglich,  und  dann  lässt 
sich  |),  q  aus  der  Bedingung  ps  —  gr  =  +  1  bestimmen. 

Diese  Gresetze  der  Composition  der  quadratischen  Irrational- 
zahlen haben  wdr  hier  nur  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet, 
dass  die  Discriminante  zugleich  die  Grundzahl  eines  quadra- 
tischen Körpers  ist,  d.  h.  dass  zJ  Stammdiscriminante  ist.  Die- 
selben Gesetze  gelten  aber  auch,  mit  geringen  Modificationen, 
allgemein  1). 


^)  Gauss,  Disquisitiones  arithm.,  Art.  234  ff.    Dirichlet-Dedekind, 
Zahlentheorie.     4.  Auflage,  §.  187. 


Einiin  dz  wanzigst  er  Abschnitt. 
Kreistheilung'skörper. 


§.  169. 

Zerlegung  der  Primzahl  q  in   Primfactoren  im 
Kreistheiliingskörper  ^^y.. 

Wir  machen  eine  zweite  Anwendung  der  allgemeinen  Theorie 
der  algebraischen  Zahlen  auf  die  Kreistheilungskörper,  und 
gewinnen  dadurch  das  Mittel,  die  Theorie  der  Abel' sehen  Zahl- 
körper überhaupt  zu  einem  schönen  Abschlüsse  zu  bringen. 

Die  Betrachtungen,  die  wir  zunächst  anzustellen  haben, 
lassen  sich  mit  kleinen  Modificationen  auf  jeden  vollen  Kreis- 
theilungskörper (§.  18)  anwenden.  Der  Einfachheit  halber  be- 
schränken wir  uns  hier  aber  auf  den  Fall,  dass  de^  Grad  der 
Einheitswurzel  eine  Primzahlpotenz  ist,  der  für  die  beabsichtigte 
Anwendung  ausreicht. 

Es  sei  q  eine  natürliche  Primzahl  (mit  Einschluss  von  2)  und 

(1)  m  =  rf- 

eine  Potenz  von  g,  deren  positiver  Exponent  x  für  q  =  2  grösser 
als  1  vorausgesetzt  wird. 

Es  sei  ferner  r  eine  primitive  m^^  Einheitswurzel  und  ^,„  der 
volle  Kreistheilungskörper  für   den  Exponenten  m,  dessen  Grad 

(2)  •  ft  r=  cp{m)  =  cf-Hq—  1) 
ist  (Bd.  I,  §.  134). 

Wir  bezeichnen  durchweg  mit  n  die  a  Zahlen  eines  vollen 
KestsYstems  für  den  Modul  m  mit  Ausschluss  der  durch  q  theil- 
baren  Zahlen,  und  es  sind  dann  die  ^i  Zahlen  r«  die  Wurzeln 
der  irreduciblen  Gleichung  ^u*«»  Grades /(^)  =  0,  worin 

/r»!    1 

(3)  f{x)  =  -^ =  x^^-U,-i)  j^  a:^^-U,-2)  _^ ^  i 

X9  —1 
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ZU  setzen  ist.  r  ist  daher  eine  ganze  Zahl  in  ii^,  und  ihre 
Norm  ist  =  -|-  1 ;  folglich  ist  r  eine  Einheit. 

Sl,n  ist  ein  Normalkörper,    der   durch   die   ^a  Substitutionen 
Sn  =  (r,  r") 
in  sich  selber  übergeht. 

Diese  ^  Substitutionen  Sn  bilden  eine  Abel' sehe  Gruppe  % 
welche  die  Galois'sche  Gruppe  des  Körpers  Sl^  ist.  Sie  ist 
isomorph  mit  der  gleichfalls  durch  dl  zu  bezeichnenden  Gruppe 
der  nach  dem  Modul  m  genommenen  Zahlclassen  n  (§.  16). 

Die  Function  /  (x)  lässt  sich  in  die  ^  Factoren  x  —  r"  zer- 
legen, und  wir  setzen  daher 

(4)  f(x)  =  U(x  -  r-). 

Setzen  wir  darin  ^  =  1,  und  beachten,  dass  [nach  (3)] 
/(l)  z=  q  ist,  so  folgt 

(5)  g  =  n  (1  _  r-). 
Die  Zahlen 

(6)  On  —  l  —  r»^,     ö  ==  1  —  r 

sind  aber  ganze  Zahlen  des  Körpers  Sl^^^  und  die  Formel  (5) 
zeigt  zunächst,  dass  q  im  Körper  Sl,,^  in  ^  Factoren  ö„ 
zerlegbar  ist. 

Wir  beweisen  zunächst,  dass  die  ^  Zahlen  ö«  mit  einander 
associirt  sind.  Bedeuten  n^n'  zwei  durch  q  nicht  theilbare  Zahlen, 
so  können  wir  eine  natürliche  Zahl  a  so  bestimmen,  dass 

n'  ^  an  (mod  m) 
wird.     Dann  ist  aber 

i  =  Y~^  =  1  +  r»  +  r^«  -] h  '*'-"» 

eine  ganze  Zahl,  also  ön'  durch  ö„  theilbar.  Da  hierin  n  mit  n' 
vertauscht  werden  kann,  so  ist  auch  ön  durch  6^'  theilbar,  also 
sind  beide  Zahlen  associirt  (§.  138).  Wenn  daher  £  eine  Einheit 
bedeutet,  so  ist  nach  (5) : 

(7)  q  —  £0",     N{6)  z=  q. 

Es  ist  also  die  natürliche  Primzahl  q  associirt  mit  der  /x*®^ 
Potenz  einer  ganzen  Zahl  6  im  Körper  Sl^n-  Diese  Zahl  ö  ist 
aber  auch  im  Körper  Sl^  noch  Primzahl,  und  zwar  vom  ersten 
Grade.  Denn  hat  ö  irgend  einen  Theiler  ö',  so  muss  die  Norm 
von   ö'  ein  Theiler   der  Norm   von   ö   sein,   also,   wenn   ö'  keine 
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Einheit  ist,  so  ist  ^{p')  =  q.  Folglich  ist  die  Norm  von  a  :  a' 
gleich  1,  d.  h.  (?  :  ö'  ist  eine  Einheit  und  ö  mit  ö'  associirt.  ^Vir 
haben  also  den  ersten  Satz: 

I.  Die  natürliche  Primzahl  q  ist  in  dem  vollen 
Kreistheiliingskörper  i^,„  mit  der  ^*®^  Potenz 
eines  Primfactors  ersten  Grades  associirt. 

Wenn  wir  mit  m^  einen  Theiler  von  m  bezeichnen,   kleiner 
als  m  und  grösser  als  1,  und 

(8)  m  =  m^  m-2 

setzen,  so  dass  m^  und  ?%  selbst  Potenzen  von  q  sind,  so  ergiebt 
sich  die  Zerlegung: 

x"h  —  i  —  (^—1)  (:rr'"2— 1)  (xr^"'-^—!)  ...  (a;r('«i-i)'"2— 1), 

und  wenn  wir  darin  x  =  r  setzen,  nach  (6): 

(9)  r«i  — 1  =  (— l)-i  ri  öi^.,»„ 

0,  >»i  — 1 

und  daraus,  da  ft  immer  gerade  ist, 

(10)  N  {)''"^  —  l)  =  q"\ 

Hiernach   lässt   sich   leicht   die   Discriminante   z/   der   Glei- 
chung (3)  bilden,  die  nach  Bd.  I,  §.  47  den  Ausdruck  hat: 

^  =  (-1)     '     Nf(r). 
Es  ist  nämlich  nach  (3): 

r2  _i 
also,  da  die  Norm  von  r  gleich  1  ist: 

q" 

und  folglich  (da  ^  immer  gerade  ist): 

u 

(11)  ^  =  (—  ^y  q^"'^  vy-ii-i)-^\ 

Die   Discriminante   z/   ist   also,    vom   Vorzeichen    abgesehen, 
eine  Potenz  von  q. 
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§•  170. 
Minimalbasis   des   Körpers  Sl^n- 

Die  Sätze,  die  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen  sind,  führen 
uns  zu  dem  folgenden  Theorem: 
IL    Die  Zahlen 

(1)  1,  r,  r2,  .  .  .,  r"-i 

bilden    eine   Basis    des   Systemes   0   der   ganzen 
Zahlen  in  Sl,n- 
Um  dies  zu  zeigen,  genügt  nach  §.  145  der  Nachweis,  dass 
die  ganze  Zahl  in  ii„, 

(2)  CO  =z  xo  -^  x^r  -^  x,^r'-  -^ 1-  Xu-if^'-'^, 

worin  Xq,  x^^,  .  .  .,  Xu-i  ganze  rationale  Zahlen  sind,  nur  dann 
durch  eine  rationale  Primzahl  p  theilbar  sein  kann,  wenn  die 
Zahlen  Xq,  x^,  .  .  .,  Xa-i  alle  durch  p  theilbar  sind. 

Nehmen  wir  also  an,  es  sei  a  durch  p  theilbar;  dann  sind 
auch  alle  Zahlen  »„,  die  aus  co  durch  eine  der  ^  Substitutionen 
(r,  r»)   entstehen,   durch  p  theilbar,  und  wir  erhalten   also   aus 

(2)  ein  System  von  a  Gleichungen,  die  in  Bezug  auf  die  Xi 
linear  sind: 

(3)  Wn  =  ^0  +  ^1  ^"  +  ^2 ^- "  H h  ^At-i r^"-i>". 

Die  Determinante  dieses  Systemes,  d.  h.  die  aus  den  ^  Reihen 

]^     yn    /y2n    ^   ^   ^     fif-i-  —  l)n 

gebildete  Determinante  ist  aber  nach  Bd.  I,  §.46  gleich  der 
Quadratwurzel  Vz/,  und  wenn  wir  also  das  System  der  Glei- 
chungen (3)  auflösen,  so  folgt,  dass  die  sämmtlichen  rationalen 
Zahlen  z/  xi   durch  p  theilbar  sein  müssen. 

Ist  nun  p  nicht  =  g,  so  ist  z/  nicht  durch  p  theilbar,  und 
sämmtliche  Xi  müssen  durch  p  theilbar  sein. 

Ist  aber  p  =  g,  so  setzen  wir 

fit)  =  x,-\-x^t-\-  x,P  H \-  x^_,t^-\ 

so  dass  C3n=f{r")  wird,  und  setzen  darin  r=l  —  0  [§.  169,  (6)J. 
Dann  ist  nach  der  Taylor' sehen  Entwickelung : 

(4)  c  =/(l  -  6)  =/(l)  -  ö/(l)  +  ^^/"(l) 

0U  —  1  (u—l) 

/(IX 


/7(^-l) 
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und  hierin  sind  die  Coeflicienten 

ganze  rationale  Zahlen,  nämlich 

1  ('t-D 


77(a-l) 


77(^-2) 


(."  -  2) 
/(])       =  Xu-2  +  (^  —  1)  ^'a-1 


(^)    77(113:3)  ^W     ^^.u-3  +  (ft-2)^,-.  +  ^^      /;^^       ^a;,_, 

/(l)    =a;o+^i+ +a;u_i. 

Da  nun  co  durch  g  und  folglich  durch  ö"  theilhar  ist,  so 
muss  /(l)  nach  (4)  durch  q  theilbar  sein.  Da  aber  /tt  >  1  und 
folglich  q  :  6  noch  durch  ö  theilbar  ist,  so  folgt,  dass  auch 

/'(i)-X^/"(i)..- 

durch  ö,  folglich  /'(l)  durch  (/  theilbar  ist,  und  wenn  man  so 
weiter  schliesst,  ergiebt  sich,  dass  die  sämmtlichen  rationalen 
Zahlen  (5)  durch  q  theilbar  sind,  und  folglich  sind  auch  die 
rcu—i,  Xu—2i  .  .  .,  a^o  durch  q  theilbar.  Damit  ist  der  Satz  II.  voll- 
ständig bewiesen. 

Anstatt  der  Reihe  (1)  kann  man  auch  eine  beliebige  Reihe  von 
u  auf  einander  folgenden  Potenzen  von  r  als  Basis  von  o  nehmen : 

(6)  r^  r«  +  i,  r«  +  ^  .  .  .,  r«  +  "-i, 

die  sich  ergiebt,  wenn  man  alle  Glieder  der  Reihe  (1)  mit  r" 
multiplicirt. 

Die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  ergiebt  sich  daraus,  dass 
die  r-"  ganze  Zahlen  sind,  und  dass  also  w  und  r'co  stets  gleich- 
zeitig ganze  oder  gebrochene  Zahlen  sind. 

Beispielsweise  bilden  die  Zahlen 

(7)  r-V2."  +  i,  r-^2"  +  2^  .  .  .,  r-\  1,  r,  r\  .  .  .,  rV.," 
eine  Basis  von  o. 

Damit  ist  auch  die  Grundzahl  z/  des  Körpers  il,n  bestimmt. 
Sie  ist  nach  der   allgemeinen  Definition  (§.  145)   gleich  der  Dis- 

cirminante 

zf  (1,  r,  r2,  .  .  .,  r"-i), 

d.  h.  gleich  der  in  §.  169  bestimmten  Discriminante  der  Kreis- 
theilungsgleichung. 
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§.    171. 
Die   Primideale  im  Körper  Sl^^, 

Wir  haben  im  §.  164  gesehen,  dass  die  natürliche  Primzahl  q 
die  fi*«  Potenz  einer  Primzahl  6  im  Körper  Sl,n  ist. 

Um  alle  Primideale,  die  im  Körper  Sl^  existiren,  zu  er- 
mitteln, sind  also  noch  sämmtliche  von  q  verschiedene  natürliche 
Primzahlen  p  in  Primfactoren  zu  zerlegen,  und  es  sind  darunter 
die  nicht  associirten  auszusuchen. 

Die  Grundlage  für  diese  Untersuchung  bilden  die  Sätze  des 
§.  162,  wenn  der  dort  mit  B  bezeichnete  Körper  durch  den 
Körper  der  rationalen  Zahlen  ersetzt  wird. 

Jede  Zahl  w  des  Körpers  Sl,n  geht  durch  eine  der  ^  Sub- 
stitutionen 

Sn  —  (r,  r»») 

in  eine  bestimmte  andere  Zahl  «„  über,  die  gleichfalls  in  ß^^ 
enthalten  ist.     Ist 

(1)  cj  =  «1  =  «0  +  «1  ^  +  0^2 ^"^  H h  au-ir^'-\ 

so  ist 

(2)  C3„  =  cio  -f-  tti  r''  +  «2  r^''  H +  au-i  rC"-i)". 

Wenn  eine  dieser  Zahlen  «„  eine  ganze  Zahl  ist,  wie  wir 
jetzt  annehmen  wollen,  so  sind  es  auch  alle  anderen,  und  dies 
tritt  immer  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die  rationalen  Zahlen 
^0,  «1,  .  .  .,  au—i  ganz  sind. 

Sind  h^  Tz  irgend  zwei  Exponenten,  so  ist 

und  dies  ist  nach  §.  169,  (9)  mit  einer  Potenz  von  ö  associirt, 
also,  wenn  |)  ein  in  p  aufgehendes  Primideal  bedeutet,  durch  |) 
nicht  theilbar,  ausser  wenn  h  ^h  (mod  m)  ist.  Daraus  ergiebt 
sich,  dass  zwei  Zahlen  w/j,  ca^,  nur  dann  nach  dem  Modul  p  con- 
gruent  sein  können,  wenn  h  ^  Ic  (mod  m)  ist,  und  dass  also  die 
Gruppe  X  des  §.  162,  die  der  Bedingung 

G)\x  ^  CO  (mod  p) 

genügt,  nur  die  identische  Substitution  enthält.  Daraus  folgt 
aber,  dass  ^=1,  d.  h.  dass  p  nicht  durch  das  Quadrat 
eines  Primideales  theilbar  ist. 
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Bilden  wir  aus  (2)  die  j/^  Potenz  von  w,  und  beachten  den 
F er mat' sehen  Lehrsatz  für  rationale  Zahlen  [aj  ^  a.j  (mod  ^)], 
so  ergiebt  sich 

cjP  =  «0  +  «1  ^^  +  «2  '»'^^  -^  •  •  •  +  «U-]  r<."-i)^  (mod  _p), 
oder  nach  (2) 

(3)  09^  =  co^j  (mod  jp). 

Dadurch  ist  die  Gruppe  '4^  bestimmt,  zu  der  das  Ideal  p 
gehört.     Es  ist  nämlich  nach  (3)  auch 

«^  ^  cjp  (mod  p). 
daher  ist  i^o  =  (''^^^j  ^^^1  die  Gruppe  W  besteht  nach  §.  162,(13) 
aus   den  Potenzen   dieser  Substitution,   soweit  sie   von   einander 
verschieden  sind. 

Ist  daher  /  der  kleinste  positive  Exponent,  für  den 

(4)  p-^'  ^  1  (mod  m) 

ist,  d.  h.  gehört  p  zu  dem  Exponenten  /  für  den  Modul  m,  so  ist 

(5)  ^  =  (r,4  (r.rP),  (r.rP'l  .  .  .  0%rp'-') 

und   ist   vom  /^^"  Grade.      Demnach   ist   auch    p    ein   Primideal 
/t^^  Grades  und 

(6)  N{P)=P^'- 

Die  Anzahl  e  der  von  einander  verschiedenen  conjugirten 
Primfactoren  von  /  ist  ft  :  /,  und  wir  haben  also  den  Satz : 

III.  Ist  p  eine  von  q  verschiedene  Primzahl,  die  für 
den  Modul  m  zum  Exponenten  /  gehört,  ist 
ferner  ^  =  q)  (m)  =  e/,  so  zerfällt  p  in  Sl,n  in  e 
von  einander  verschiedene  conjugirte  Prim- 
factoren /^^^  Grades. 

§.  172. 
Die   conjugirten  P  r  i  m  i  d  e  a  1  e. 

Wir  müssen  noch  etwas  genauer  auf  die  Bildung  der  con- 
jugirten Primfactoren  p„  einer  von  q  verschiedenen  Primzahl  p 
eingehen,  die  nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  in  Sl,n  in  ^  ^on 
einander  verschiedene  Primfactoren  zerfällt,  wenn 

(1)  (p  Cm)  =  ef 

,  ist,  und  /  der  kleinste  positive  Exponent,  für  den 

(2)  pf  ^  1  (mod  m). 
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Die  Gruppe  W  ist  isomorph  mit  einer  in  ^l  (g.  169)  ent- 
haltenen Gruppe  nach  dem  Modul  m  genommener  ganzer 
rationaler  Zahlen,  die  wir  mit  51  bezeichnen,  die  aus  allen,  einer 
Congruenz 

(3)  a  ^  jy^  (mod  m) 

genügenden  Zahlen  a  besteht,  und  die  wir  daher  symbolisch  durch 

(4)  %  ^  if"  (mod  m) 

darstellen  können,  wenn  h  einen  beliebigen  ganzzahligen  Expo- 
nenten bedeutet  (vergl.  §.  18). 

Wir  können  also,  wenn  wir  die  Zahlen  |i,  |.,,  .  .  .,  gg  aus  9^ 
passend  auswählen: 

(5)  9t  =  9i|^  +  9i|, +  3II,  ^ ^91| 

setzen,  und  jeder  dieser  Nebengruppen  entspricht  eines  der  con- 
jugirten  Functionale  p--^,  pt^i  .  .  .,  p;^,  die  alle  von  einander  ver- 
schieden sind  und  deren  Product  mit  p  associirt  ist. 
Wir  setzen  also 

(6)  i>  =  p3,fe...pV 
Um  aber  das  Zahlensystem 

(' j  tel  1    b2i    •    •    '5   bei 

auf  das  es  hauptsächlich  ankommt,  genauer  zu  charakterisiren, 
bemerken  wir,  dass  wir  dazu  jedes  System  von  e  Zahlen  der 
Gruppe  ^  nehmen  können,  wenn  nur  keine  zwei  unter  ihnen, 
J,  I',  eine  Congruenz 

I'  I  - 1  =  i9'  (mod  m) 
erfüllen. 

Um  ein  solches  Zahlensystem  zu  finden,  ist  es  gut,  den  Fall 
eines  ungeraden  m  von  dem  anderen  zu  trennen,  in  dem  m  eine 
Potenz  von  2  ist. 

1.  Ist  zunächst  m  =  q""-  ungerade,  so  nehmen  wir  eine 
primitive  Wurzel  g  von  m  (§.  14)  und  setzen 

(8)  P  ^  9^  (inocl  m). 

Denn  /  ist  [nach  (1),  (2)]  die  kleinste  positive  Zahl,  die  der 
Bedingung 

yf=0(mod^) 

genügt,  und  folglich  ist  e  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  ^  und  y,   und  irgend   eine  Zahl  n  ^  g'^-  ist   nur   dann  mit 
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einer  Potenz  von  p  congruent,  wenn  l  durch  e  theilbar  ist.  Denn 
nur  dann  kann  die  Congruenz 

l  ^  yx  (mod  fi) 
befriedigt  werden.     Setzen  wir 

^  =  e  V, 
so  ist  V  relativ  prim  zu  /.   Daraus  folgt,  dass  die  Reihe  der  Zahlen 

(9)  \,  g,  g\  .  .  .,  9^-^ 

für  die  |  genommen  werden  kann.  Denn  sind  /i,  h'  zwei  verschiedene 
Zahlen  der  Reihe  0,  1,  2,  .  .  .,  e  —  1,  so  ist  li'  —  h  niemals  durch  e 
theilbar,  und  folglich 

niemals  mit  einer  Potenz  von  p  congruent. 

Wir  wollen  ferner  noch  die  beiden  Fälle  unterscheiden,  dass 
_p  —  1  durch  ri  theilbar  ist  oder  nicht. 

a)  Ist  p  ^  l  (mod  q),  so  ist  7  ^  0  (mod  5  —  1),  und  folg- 
lich e  theilbar  durch  q  —  1.     AVir  können  daher 

e=  (p  (q^i)  =  2^1-1  (q—l) 
setzen,  worin  0  <z  Xi  ^  y^  ist. 

Wenn  y,^  =  y ,  also  e  =  cp  (m) ,  /  =  1 ,  und  daher  p  —  1 
durch  m  theilbar  ist,  so  durchläuft  |  die  ganze  Gruppe  Dl,  und 
alle  Primfunctionale  p„  sind  von  einander  verschieden. 

Ist  Xi  <:  y.  so  ist  V  durch  q  nicht  theilbar,  weil  sonst  e  nicht 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  ft  und  y  wäre,  und 

j>  —  1  =  g^vii'"')  —  1  (mod  m) 
ist  durch  q''-^  theilbar,   aber  durch   keine   höhere   Potenz  von  q. 
Setzen  wir  also  q""^  =  m^  und 

(10)  m  =  m^mo, 

so  ist  nii  der  grösste  gemeinschaftliche  Tlieiler  von  j) — 1 
und  m.  Die  Primzahl  p  zerfällt  im  Körper  5^,„  in  (p  (m^)  ver- 
schiedene Primfactoren.  In  ebenso  viele  Primfactoren  zerfällt 
aber  p  auch  im  Körper  *ß,„^,  der  ein  Theiler  des  Körpers  Sl^ 
ist  und  aus  allen  rationalen  Functionen  der  m^^^"^  Einheitswurzel 
ri  =  r»'2  besteht.  Daraus  folgt,  dass  die  Primfactoren  von  p  in  Sl,^, 
auch  im  Körper  Sl^i  nicht  weiter  zerlegbar  sind,  und  dass  wir 
daher  die  Primfactoren  p  in  Sl,,,  als  Functionale  des  Körpers 
.ß„i^  darstellen  können. 

Es  durchläuft  |  ein  volles  System  durch  q  nicht  theilbarer 
Reste  nach  dem  Modul  w?i.  und  die  pt  sind  Ideale  in  Sl,^,- 

Weber,  Algebra.    II.  40 
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b)  Ist  umgekehrt  y  durch  q  —  1  theilbar,  so  folgt  aus  (8j, 
dass  p  —  1  durch  q  theilbar  ist.  Nehmen  wir  also  p  —  l  nicht 
durch  q  theilbar  an,  so  ist  auch  e  nicht  durch  q  —  1  theilbar, 
und  I  durchläuft  die  Reihe  der  Zahlen  (9). 

Bilden  wir  die  Summe  dieser  Zahlen  |,  so  folgt: 
.  (g  —  1)1  ^  =  g'—l  (mod  m), 
und  diese  Zahl  ist  durch  q  theilbar  oder  nicht  theilbar,  je  nach- 
dem e  durch  q  —  1  theilbar  oder  nicht  theilbar  ist.  Da  ausser- 
dem g  —  1  nicht  durch  q  theilbar  ist,  so  ist  ^  |  durch  q  theilbar 
oder  nicht  theilbar,  je  nachdem  p  —  1  durch  q  theilbar  oder 
nicht  theilbar  ist. 

2.  Wir  wenden  uns  zu  dem  Falle,  dass  m  =  2'^  eine  Potenz 
von  2  ist,  und  hier  haben  wir  wieder  zu  unterscheiden,  oh  p  —  1 
durch  4  oder  nur  durch  2  theilbar  ist. 

a)   Ist  p  —  1  durch  4  theilbar,  so  ist  (§.  15): 
p  ^  5.^  (mod  m), 
und  /  ist  die  kleinste  positive  Zahl,  die  der  Bedingung 

ßf=  0[modi9)(m)] 
genügt.     Ist  /=:  1,   also  ß  durch   l  cp  (m)  =  2''—^  theilbar,   so 
ist  e  =  cp  (m),  und  |  durchläuft  die  ganze  Gruppe  91,  d.  h.  alle 
ungeraden   Zahlen    zwischen    0   und  m.     Dies  ist   der  Fall,    w^o 
p  —  1  durch  m  theilbar  ist. 

Ist  2^^1-2  die  höchste  Potenz  von  2,  die  in  ß  aufgeht,   und 
2  ^  Xj  <C  5(,  so  ist,  wenn  wir  nii  =  2^i  und  m  =  m^m^  setzen, 
/=  2''-%     e  =  2^1-1  =  9?(mi), 

und  es  ist,  wenn  s  eine  ungerade  Zahl  ist, 

p  —  1  =  ö^Vä^M^H)  _  1  .  .  .  (mod  m). 
Nach    §.15   ist    5V2^/'0»i)  _  i    durch  Wj,   aber   durch   keine 
höhere   Potenz   von   2   theilbar.     Da  man  ausserdem  nach  den- 
selben Sätzen 

5sV2  7^(wii)  ^  öVä^/'O«!)  (mod  2mi) 

hat,  so  folgt,  dass  m^  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
p  —  1  und  m  ist. 

Wenn  wir  also,  wie  oben,  den  Körper  ii^^  zuziehen,  so  er- 
giebt  sich,  dass,  wenn  m-^  ^  4  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  p  —  1  und  m  ist,  |  ein  volles  System  ungerader 
Reste  von  Wi  durchläuft,  und  dass  p^  zugleich  die  Primfactoren 
von  p  im  Körper  ß,„^  sind. 
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b)   Ist  })  —  1  nicht  durch  4  theilbar,  also 
(11)  p  ^  —  5.^  (mod  m% 

so  ist  /  die  kleinste  positive  Zahl,  die  den  Congruenzen 

f=0  (mod  2),  2ßf=0  [mod  (p  (m)] 
genügt,  und  folglich  ist  e  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  (p  {ni)  und  2  ß ,  oder ,  wenn  2  ß  durch  cp  (in)  theilbar  ist, 
gleich  \  (p  Qu).  (Eine  Ausnahme  bildet  hier  der  Fall  m  ==  4,  in 
dem  e  =  l  ist.  Diesen  Fall,  der  ja  schon  in  früheren  Abschnitten 
vollständig  erledigt  ist,  lassen  wir  daher  jetzt  bei  Seite.) 

Es  ergiebt  sich  dann  aus  (11),  dass  eine  Zahl  von  der  Form  5^ 
nur  dann  einer  Potenz  von  p  congruent  sein  kann,  wenn  A  ein 
Vielfaches  von  2  /3,  also  ein  Vielfaches  von  e  ist. 

Hier  kann  nun  in  jeder  der  Nebengruppen  ^K|  eine  Zahl 
gefunden  werden,  die  ^  1  (mod  4)  ist,  da  ^;  ^  —  1  (mod  4) 
eine  Zahl  in  5(  ist,  und  wir  erhalten  demnach  ein  vollständiges 
System  der  |  in  der  Form: 

1,  0,  0-,  .  .  .,  o^~  , 
und  darin  ist  e  höchstens  =  ^  cp  (m)  =  2^—-. 

AVir  fassen  das  Bewiesene  im  folgenden  Theorem  zusammen : 
III.    Zerlegt  man  die   von  q  verschiedene   Primzahl  p 
im  Körper  Sl^  in  ihre  Primfactoren: 

so  kann  man,  wenn  p  —  1  durch  q^  oder  im  Falle 
eines  geraden  m  durch  4  theilbar  ist,  die  |  ein 
volles  System  durch  q  nicht  t heilbarer  Reste 
nach  dem  Modul  m^  durchlaufen  lassen,  und 
die  pt  als  Primfunctionale  im  Körper  Sl„^^  an- 
nehmen, wenn  m^  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  p>  —  1  und  m  ist. 

Ist  aber  ^j)  —  1  nicht  durch  q  oder  für  ein 
gerades  m  nicht  durch  4  theilbar,  und  bedeutet  g 
im  ersten  Falle  eine  Primitivwurzel  von  m,  im 
zweiten  Falle  die  Zahl  5,  so  durchläuft  |  die 
Reihe  der  Zahlen 

1,  g,  g\  .  .  .,  g^-\ 
und  e  ist  bei  einem  ungeraden  m  nicht  durch 
q  —  l  theilbar,  und  bei  geradem  m  mindestens 
=  2  und  höchstens  =  |  g)  {m).    Ausgeschlossen  ist 
hierbei  der  Fall  m  =  4. 

40* 
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§.  173. 
Darstellung   der  Primfactoren   von  p. 

Zur  Darstellung  der  Primfunctionale  des  Körpers  Sl^^^  können 
wir  ein  Verfahren  anwenden,  was  wir  im  §.  157  kennen  gelernt 
haben,  welches  sich  hier  in  Folge  des  Umstandes,  dass 

1,  r,  r2,  .  .  .,  r"~^ 

eine  Basis  von  o  ist,  wesentlich  vereinfacht. 

Die  natürliche  Primzahl  q  ist,  wie  wir  schon  gesehen  haben, 
die  m*^  Potenz  einer  im  Körper  Sl^  existirenden  Primzahl  ö;  mit 
dieser  brauchen  wir  uns  nicht  weiter  zu  beschäftigen,  und  be- 
trachten daher  hier  nur  die  von  q  verschiedenen  Primzahlen  p. 
Es  sei  p  ein  Primfactor  von  p,  und  ^  habe  dieselbe  Bedeutung 
wie  oben.     "Wenn  p  zum  Exponenten  /  gehört  und 

ef=  (p(m)  =  a 

ist,  so  besteht  die  Gruppe  %  aus  den  Zahlen 

1,  p,  p^  .  .  .,  pf-\ 
Wenn  nun  „ 

das  Polynom  von  t  vom  Grade  ^  bedeutet,  dessen  Wurzeln  die 
/LI  Grössen  r"  sind,  so  können  wir  dies  so  in  Factoren  zerlegen, 
dass  jeder  Factor  einer  der  Nebengruppen  von  %  entspricht. 
Setzen  wir  nämlich 

(1)  F,it)  =  n{t-rp\ 

o,/-i 

und  allgemein  für  jedes  durch  q  nicht  theilbare  n 

(2)  Fn{t)=:n(t-r-p''), 

o,/-i 

so  ist  Fn{t)  mit  Fn'if)  identisch,  wenn  n  und  n'  in  dieselbe 
Nebengruppe  ^|j  gehören.  Wenn  wir  also  mit  |i,  Ig,  •  •  -i  Se  clas 
im  §.  172,  (5)  angewandte  Zahlensystem  verstehen,  so  ist 

(3)  f  {t)  =  F^t)  F^^it)  .  .  .  F.ß). 
Nun  ist  aber  nach  dem  binomischen  Lehrsatze: 

{t  —  r^y  =  {f—r''''^')  (modi)). 
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und  wenn  wir  dies  auf  jeden  Factor  von  Fn(t)  anwenden,  und 
Ijeachten,  dass  jy'+^  nach  dem  Modul  m  dieselbe  Zahlenreihe 
durchläuft,  wie  p\  so  folgt: 

[Fn(t)y  =  Fn(P)  (modpl 

und  diese  Congruenz  gilt  dann  natürlich  auch  für  den  Modul  p. 
Dies  ist  aber  das  Kennzeichen  dafür,  dass  Fn(t)  mit  einem 
Polynom  P„(Q   mit  ganzen   rationalen   Zahlencoefficienten   nach 
dem  Modul  p  congruent  ist  (§.  150,  4.),  also 

(4)  Fn(t)  =  Pn(t)  (moä  \)). 

Setzen  wir  dies  in  (3)  ein,  so  ergiebt  sich  zunächst  eine 
Congruenz  nach  dem  Modul  p,  die  aber,  da  es  eine  Congruenz 
zwischen  rationalen  Functionen  ist,  auch  für  den  Modul  p 
bestehen  muss,  also 

(5)  /  (0  =  Pj,  (t)  Ps,  (0  .  .  .  P5,  (t)  (mod  p). 
Xach  der  Definition  (1),  (4)  ist 

(6)  Pi  (r)  =  0  (mod  p), 

und  die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser  Congruenz  sind 

(7)  i\  ri^,  .  .  .,  rP^~^. 

Ebenso  hat  die  Congruenz 

Pn{t)  =  0  (mod  p) 
die  Wurzeln 

'    1    '     ^1  '  '  »1   I     ^         •) 

und  diese  Wurzeln  sind,  wenn  man  n  das  System  der  Zahlen 
Ii5  I25  •  ♦  -j  le  durchlaufen  lässt,  alle  incongruent  nach  dem 
Modul  p. 

Macht  man  in  der  Congruenz 

F,{t)  =  F,(t)  (modp) 
die  Substitution  (r,  r") ,   so  geht  Fi  (Q  in  F„  (t) ,  p  in  das  con- 
jugirte  Ideal  p„  über,  und  Pi{t)  bleibt  als  rationale  Form  un- 
geändert.     Wir  haben  also 

(8)  P„(f)  =  Pi(0  (modp,0, 
und  wenn  wir  hierin  t  =^  r  setzen,  so  folgt: 

(9)  F„(r)  =  Pi(r)  (modp,,), 

Fnif)  ist  aber,  wenn  n  nicht  in  51  enthalten  ist,  relativ  prim 
zu  ^,  also  nicht  durch  p„  theilbar. 

Es  ist  also  Pi  (>•)  nach  (9)  durch  pi ,  aber  durch  keinen  der 
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mit  p^  conjugirten  Primfactoren  theilbar,  und  es  folgt,  da  p  nicht 
durch  p-  theilbar  ist: 

1.  Der  Primfactor  p^  ist  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  jfj  und  Pi(r);  in  gleicher  Weise 
ergiebt  sich,  dass  p„  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  p  und  Pi  (r*^)  ist,  oder  auch  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  p  und 
Pw'OO'  wenn  nn'  ^1  (mod  ni)  ist. 
Das  letztere  ergiebt  sich  aus  der  aus  (4)  durch  die  Sub- 
stitution (r,  r^')  folgenden  Congruenz 

F^{t)  =  Fn{t)  (mod  M. 
Man  erhält  also  die  sämmtlichen  Primfactoren  von  p^  wenn 
man   die   grössten    gemeinschaftlichen   Theiler    von   p  mit  jeder 
der  rationalen  Functionen 

(10)  Pi.(r),P=,(r),...,P5jr) 

aufsucht,  und  zwar  ist  p|^.  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  p  und  Pt— i. 

Wir  wollen  den  Fall  noch  etwas  näher  betrachten,  wo  /  =  1 
ist,  also 

(11)  p  ^  1  (mod  m). 

In  diesem  Falle  ist  6  =  9  (m);  die  Gruppe  %  reducirt  sich 
auf  die  Einheit,  und  die  sämmtlichen  ^  conjugirten  Factor en  |) 
von  p  sind  von  einander  verschieden.     Die  Formen 

werden  alle  linear,  d.  h.  r  ist  einer  rationalen  Zahl  nach  jedem 
der  Moduln  p^  congruent. 

Dies  ergiebt  sich  auch  daraus,  dass  hier  die  Anzahl  der 
nach  dem  Modul  ^  incongruenten  Zahlen  gleich  iV(|))  =  p  ist,  und 
dass  also  0,  1,  2,  .  .  .,_p  —  1  ein  volles  Restsystem  ist. 

Ist  hiernach  etwa  r  ^  c  (mod  p),  so  muss,  da  r'*^  =  1  ist, 
C^  ^  \  (mod  p)  also  auch  (mod  p)  sein,  und  wenn  also  g  eine 
primitive  Wurzel  der  Primzahl  p  ist,  so  muss 

(12)  c  ^  g    ""   '"^     (mod  p) 

sein,  worin  n  relativ  prim  zu  m  ist.  Lassen  wir  p  das  System 
der  conjugirten  Ideale  durchlaufen,  so  muss  n  in  (12)  die 
Gruppe  ^l  durchlaufen,  und  es  ist  also  nur  Sache  der  Bezeich- 
nung, wenn  wir  festsetzen: 

(13)  ^  =  ^      ""     (mod  p). 
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Machen  wir  darin  die  Substitution  (r,  r"),  so  wird 

(14)  r»  =  ^      '»     (mod  p„), 
oder  wenn  wir  n'  durch  die  Congruenz 

(15)  nn'  ^  1  (mod  m) 
definiren :  ^  _  ^ 

(16)  r  =  f'^^^  (mod  p„). 

Es  ist  also  in  diesem  Falle,  übereinstimmend  mit  der  all- 
gemeinen Regel,  pn  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 

p    und    \7'  —  g         '"  y . 
Durch  diese  Bestimmung  sind  die   einzelnen  Primformen  p„ 
genau  charakterisirt.     AVir  erhalten  also  den  Satz: 

2.  Eine  Primzahl  p^  die  nach  dem  Modul  m  mit  1 
congruent  ist,  zerfällt  im  Körper  iß,„  in  (p(ni)  von 
einander  verschiedene  Primfactoren  p„  vom 
ersten  Grade,  die  man  als  grösste  gemeinschaft- 
liche   Theiler    von    p    mit    den    verschiedenen 

-«'^-^^^ 
Zahlen   r  —  g         '»     erhält,  wenn  g  eine  primitive 

Wurzel   von  p  ist   und   7i'  durch   die  Congruenz 

n  n'  ^  1  (mod  m)  bestimmt  ist. 

Nach  §.  141  können  wir  jede  ganze  oder  gebrochene  Zahl  co 
und  jedes  Functional  des  Körpers  Sl^  in  der  Weise  in  Prim- 
factoren zerlegen,  dass  Zähler  und  Nenner  keinen  gemeinschaft- 
lichen Primfactor  enthalten,  und  diese  Zerlegung  ist,  von 
Einheitsfactoren  abgesehen,  völlig  bestimmt,  so  dass,  wenn  p  ein 
Primideal  ist,  ein  ganz  bestimmter  positiver  oder  negativer 
Exponent  ]c  existirt,  so  dass  das  Functional  co  \)-^  den  Prim- 
factor h  weder  im  Zähler  noch  im  Nenner  enthält.  Wir  sagen 
dann  der  Kürze  halber,  es  sei  p'^"  die  in  co  enthaltene  Potenz 
von  p. 

Ist  7^  =  0,  so  sagen  war,  p  ist  in  co  nicht  enthalten. 

Zwei  Zahlen  (oder  auch  Functionale)  «, «'  eines  Körpers,  in 
denen  ein  und  dasselbe  Primfunctional  p  enthalten  ist,  w^ollen 
wir  theilerverwandt  oder  kurz  verwandt  nennen;  wenn 
dagegen  kein  Primfunctional  zugleich  in  co  und  in  co'  enthalten 
ist,  so  heissen  co  und  oo'  theilerfremd  oder  fremd.  Besonders 
nützlich  wird   uns   dieser  Ausdruck  in  der  Folge  sein,   wenn  an 
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Stelle  von  co'  die  natürliche  Primzahl  p  tritt,  die  durch  p  theil- 
bar  ist,  und  wir  reden  danach  von  den  mit  einer  Zahl  co 
verwandten  oder  zu  ihr  fremden  Primzahlen. 

Eine  Zahl  co,  die  gar  keine  verwandten  Primzahlen 
hat,  ist  eine  Einheit. 

Im  Körper  Sl,n  (wie  überhaupt  in  jedem  Normalkörper)  sind 
alle  conjugirten  Zahlen  cö„  mit   denselben  Primzahlen  verwandt. 


§.  174. 
Das  Kummer' sehe  Theorem. 

Wir  haben  schon  in  der  Kreistheilungstheorie  (Bd.  I,  §.  169) 
gewisse  Zerlegungen  der  natürlichen  Primzahlen  in  Factoren,  die 
aus  Einheitswurzeln  zusammengesetzt  waren,  kennen  gelernt, 
und  es  ist  nun  von  Wichtigkeit,  zu  untersuchen,  wie  sich  diese 
Factoren  zu  den  Primfactoren  im  Körper  5i^  verhalten. 

Wir  betrachten  eine  Primzahl  j),  die  zum  Exponenten  1 
gehört,  so  dass  also  m  ein  Theiler  von  p  —  1  ist,  und  setzen 

p  —  1  =  m  m'. 

Aus  den  p^^^  Einheitswurzeln  q  lassen  sich  nach  Bd.  I,  §.  167 
Perioden  von  je  m'  Gliedern  bilden,  die,  wenn  g  eine  primitive 
Wurzel  von  p  (nicht,  wie  oben,  von  m)  ist,  den  Ausdruck  haben: 


(1) 


3  m  —  1       I  I       _  „p  —  2 


„m  —  1      I  ^2m  —  1      I  „3  m  —  1      i  i 


Bezeichnen  wir,  wie  im  §.  169  des  ersten  Bandes,  mit  s  eine 
primitive  (p  —  1)*®  Einheitswurzel,  so  dass 

(2)  £»^'  =  r, 

wie    bisher,    eine   primitive   m*^   Einheitswurzel  ist,    so   sind   die 
Resolventen 

worin  X  jede   ganze  rationale  Zahl   sein  kann,   und  speciell  für 

(4)  (r,  i^)  =  7^  +  r??i  +  r2r?2  +  •  •  •  +  r'«-i??,„_i. 
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Diese  Resolventen  sind  ganze  algebraische  Zahlen  in  gewissen 
Kreistheilungskörpern,  und  wir  haben,  wenn  a'-  nicht  =  1  ist, 

(£^  q)  {8-\  q)  =  (-  ly-  p. 
und  für  A  ^^  m'  n 
(5)  (r'S  n)  {r-\  n)  =  ±P- 

Es  sind  also  alle  diese  Resolventen  Theiler  der  natürlichen 
Primzahl  p. 

Ausser  diesen  Resolventen  haben  wir  an  der  angeführten 
Stelle  noch  andere  ganze  Zahlen  der  Kreistheilungskörper  ab- 
geleitet, nämlich 

(6)  tl^x,  u  (f)  =   I    £  u  ind  f  -  (;.  +  ,«)  ind  {t  + 1)^ 

l,p  —  2 

(worin  sich  die  Indices  auf  die  Basis  g  beziehen),  die  im  All- 
gemeinen dem  Körper  Slp^i  angehören,  in  dem  besonderen  Falle, 
wo  A  und  ^  durch  m'  theilbar  sind,  dem  Körper  iß,„.  Von 
besonderer  Wichtigkeit  sind  darunter  die  Zahlen  des  Kör- 
pers Sl„,: 

(7)  i^sm'  m'(£)  =  i^s{r)  =  i  ri^d«-(.  +  i)ind(e  +  i), 

l,p-2 

Auch  diese  Zahlen  t^/.,,u(£)  sind,  wenn  keine  der  Zahlen  A,  ,a, 
A  -|-  ^a  durch  p  —  l  theilbar  ist,  Theiler  von  p  nach  der  Formel 

^?.,u{£)  i^;,,u(s-^)  =  p, 

aus  der  sich  wieder  nach  (7)  ergiebt: 

(8)  i^sir)i^sO'-')  =  ih 

vorausgesetzt,  dass  weder  s  noch  s  -|-  1  durch  m  theilbar  ist. 
Gewisse  Verbindungen  der  Resolventen  (4),  darunter  die  m^^  Po- 
tenz, haben  wir  durch  die  Functionen  ip  ausgedrückt  [Bd.  I, 
§.  169,  (14),  (15)]: 

(9)  (r,  riY  (>•»,  ry)-i  =  z^'^  (r)  ^^  00  •  •  •  tn-i{ry. 
so  lange  n  <  m  ist,  und 

(10)  (r,  ri)  (r-\  n)  =  ±  P 

Pj-i 

(11)  (r,  ^)'«  =  (—  1)  -    p  1/^1  (r)  1/^2  (r)  .  .  .  il^m-2  (r), 

woraus  hervorgeht,  dass  diese  ?>i*^^  Potenzen  dem  Körper  Sl,n 
angehören. 

Wir  bezeichnen  nun,  wie  früher,  mit  p«  die  verschiedenen 
Primtheiler  von  p  im  Körper  5i,„.  Die  Zahlen  ts{r),  die  gleich- 
falls diesem  Körper  angehören  und  Factoren  von  p  sind,  müssen 
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daher  durch  einige  dieser  Primfactoren  theilbar  sein,  und  sie 
können,  so  wenig  wie  i)  selbst,  durch  das  Quadrat  eines  pn  theil- 
bar sein.  Wir  müssen  feststellen,  durch  welche  Primtheiler  p„ 
jede  dieser  Zahlen  z^s(r)  theilbar  ist. 

Dazu  aber  führen  einerseits  die  Congruenzen  des  vorigen 
Paragraphen : 

(12)  »^  ^  ^        '"     (mod  \)n'\     ^^>^'  ^  1  (mod  m), 

andererseits  die  im  §.  170  des  ersten  Bandes  abgeleiteten  Con- 
gruenzen (17) : 

p  —  1  <  k  -{-  ^  <2p  —  2, 
worin  k  und  ^  zwischen  0  und  p  —  1  genommen  sind,  so  dass 
der  Binominalcoefficient 

n  (2p  —  1  —  ^  —  2) 
n  (p  —  i  —  1)  n  [p  —  ^  —  i) 

eine  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahl  ist. 

Nach  der  Congruenz  (12)  ist 

t 

ll^s  (^)   ^   ^4^8  (Q~  " '"')  ^   ^    Q~  "  ^'  ^^^^  ^  —  («  +  1)  ind  {t  +  1)] 

oder  nach  (6): 

l\)s  if)  =  ^;.,  u  (g)      (mod  pn'), 

wenn 

,,  ,^    A  den  kleinsten  positiven  Rest  von  — nm's    ,      , 

^^^^    u  -nm'      (n^odi^-l) 

bedeutet,  und  die  Congruenzen  (13)  zeigen  dann,  dass  i/^«  (r) 
durch  pn'  theilbar  ist,  wenn  ^  -^  ^  <  p  —  1,  und  nicht  theilbar, 
wenn  l  -\-  ^i  >  p  —  1  ist. 

Da  die  zu  m  theilertremde  Zahl  n  nur  nach  dem  Modul  m 
bestimmt  ist,  so  nehmen  wir  sie  jetzt  positiv  und  kleiner 
als  m  an.     Dann  ist 

^  =  m'  (m  —  n). 

Die   aus  (14)  bestimmte   Zahl  l  ist  ein  Vielfaches   von  m' 
und  wenn  wir  A  =  m' tc  setzen,  so  ist 
(15)         K  der  kleinste  positive  Rest  von  — ns  (mod  m). 

Hiernach  wird  ^s(r)  durch  p^,'  theilbar  sein,  wenn 
m'  (x  -\-  m  —  n)  <  m  m' 
oder  X  <  w,  und  nicht  theilbar,  wenn  x  >  w  ist. 
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Da  wir  jetzt  im  Stande  sind,  für  jedes  s  die  Primfactoren 
von  i^s  (0  2^  ermitteln ,  gehen  wir  dazu  über ,  die  Zahl  (r,  r;)"' 
nach  der  Formel  (11)  in  ihre  Primfactoren  zu  zerlegen. 

Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  nach  (15)  die  kleinsten  posi- 
tiven Reste  X  der  Zahlen,  — n.  — 2n,  •••  — (m  —  2)n  nach  dem 
Modul  m,  und  finden,  von  der  Ordnung  abgesehen,  die  Zahlen 

X  =  1,2,  .  .  .,  n —  1,  ?i-f-  1,  .  .  .,  m  —  1; 

die  Reste  0  und  n  kommen  darunter  nicht  vor,  weil  s  keinen 
Werth  erhält,  für  den  s  oder  s  -f-  1  durch  m  theilbar  wird. 
Von  diesen  Zahlen  sind  aber  gerade  n  —  1  kleiner  als  »^,  und 
so  oft  kommt  also  der  Factor  p„.  in  dem  Producte  i/'i  t^2  •••  Pm-2 
vor.  Dann  enthält  p  diesen  Factor  noch  einmal  und  folglich 
kommt  er  nach  (11)  genau  nmal  in  (r,  rj)"^  vor.  Da  keine  an- 
deren als  die  Primfactoren  pn'  in  (^^  vY'  aufgehen  können,  so  ist 
hierdurch  die  Zerlegung  vollständig  ausgeführt: 

(16)  (r,riy-  =  flp;;,; 

hierin  durchläuft  n  die  Reihe  der  positiven  Zahlen,   die  kleiner 

als  m  und  relativ  prim  zu  m  sind,   und  n'  ist  jedesmal  aus  der 

Congruenz 

(17)  nn'  ^  1  (mod  m) 

zu  bestimmen  i). 

Die  Formel  (16)  gilt  für  ein  gerades  wie  für  ein  ungerades  m 
und  ist  auch  noch  für  den  Fall  m  =  2  gültig,  für  den  sie  ein 
schon  bekanntes  Resultat  giebt,  da  dann  (r,  rj)  =  ( — 1,  r})  mit 
einer  Gauss'schen  Summe  übereinstimmt  (Bd.  I,  §.  171). 

Wir  wollen  aber  nun,  indem  wir  den  Fall  m  =  2  jetzt 
ausschliessen ,  der  Formel  (16)  eine  etwas  allgemeinere  Gestalt 
geben. 

Es  sei  m  =  q"  eine  beliebige  Primzahlpotenz,  nur  grösser 
als  2,  und  ^  eine  von  q  verschiedene  Primzahl  von  der  Eigen- 
schaft, dass  p  —  1  durch  q  oder,  wenn  g  =  2  ist,  durch  4 
theilbar  ist. 

Es  sei  ferner  m^  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
p  —  1  und  m,  und 

m  =  m^  m2, 


1)  Dieser  Satz  rührt  von  Kummer  her.  Vgl.  Theorie  der  idealen 
Primfactoren  der  complexen  Zahlen  etc.  Abhandlungen  der  Berliner 
Akademie,  1856. 
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dann  ist  nach  §.  172,  III.  die  Zerlegung  von  jj  in  Primfactoren 
im  Körper  Slm  dieselbe,  wie  im  Körper  Sl^i^  und  es  ist 

Pn   ^^   Pn  +  s  »«11 

wenn  s  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.     Wir  setzen  jetzt 

(18)  t  =  n  -\-  smi 

und  lassen  n  die  Reihe  der  durch  q  nicht  theilbaren  positiven 
ganzen  Zahlen  <  mj,  und  s  die  Zahlenreihe  0,  1,  2,  .  .  .,  ^2  —  1 
durchlaufen,  dann  durchläuft  t  ein  volles  System  durch  q  nicht 
theilbarer  Reste  von  m,  und  zwar  das  ganz  bestimmte  System, 
dessen  Elemente  alle  <  m  sind.     Es  ist  dann  nach  §.  172 

(19)  p  =  n  K- 

Ist  ferner  t'  eine  Zahl,  die  der  Congruenz 

(20)  tt'  =  1  (mod  m) 

genügt,  so  ist,  wenn  n'  durch  die  Bedingung  nn'  ^  l  (mod  m^) 
bestimmt  ist, 

(21)  t'  ^  n'  (mod  m^). 

Danach  lässt  sich  das  Product 

nach  der  Formel  (16)  bestimmen,  die,  auf  den  Körper  ^„^^  an- 
gewandt, der  aus  allen  rationalen  Functionen  der  m/^n  Einheits- 
wurzel Ti  =  r*"2  besteht,  die  Formel  ergiebt: 

(22)  (ri,  7?)-x  =  n  p- . 
Es  ist  aber  nach  (18)  und  (21) 

t  n  n'    s 

n  %  =  n  p;\"^^  n  n  p^r^s 

und  da  n'  nach  dem  Modul  m^  dieselbe  Zahlenreihe  durchläuft 
wie  n,  so  ist  nach  (19): 

s    n' 

und  es  ergiebt  sich: 

t 

n   p*,  =   [|)V2(»n2-l)  (rw^2,   Yi)YK 

Setzen  wir 

(23)  Q  =  //2(»«2-l)  (r„   Yj),       Qn  =  y/2(m2-l)  (|.n^   ^), 

SO  ist  Q  eine  Kreistheilungszahl,  weil  ja  auch  Vp  als  Werth 
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einer  Gauss' sehen  Summe   zu   den  Kreistheilungszahlen   gehört, 

und  es  ist 

t 

(24)  Q'"  =  n  Plr 

Nach  (9)  und  (11)  ist  aber,  wenn  darin  m  durch  nii  ersetzt  wird, 

(25)  ^»'1  =  ±  ^^/2»'H»<2-i)  +1 1/;^  (r»)  .  .  .  i^„^_2  (>•»), 

(26)  ()"  p-i  =  y/.(n-i)0».-i)  ^,^  (>.^)  ^^(rj  .  .  .  i;n-i(r,) 

und  es  sind  also  ^"(>~S  p'^*^  und  folglich  auch  ^JJ*  Zahlen  des 
Körpers  Sl,>,,  und  nach  (25)  bleibt  die  in  (26)  vorkommende 
Verbindung  (>"  q~^  in  ii»,  enthalten,  wenn  n  um  ein  Vielfaches 
von  TWi  vermehrt  wird.  Es  ist  demnach  (>"  ^— ^  auch  dann  noch 
eine  Zahl  in  ii,»,  wenn  n  nicht  gerade  die  beschränkte  Bedeutung 
hat  wie  bisher,  sondern  eine  beliebige  durch  q  nicht  theilbare 
Zahl  bedeutet. 

Diese  Betrachtung  hat  den  Zweck,  das  Kummer' sehe 
Theorem  (16)  gleichzeitig  auf  mehrere  verschiedene  Primzahlen 
anwendbar  zu  machen,  die  zu  verschiedenen  Werthen  von  m^ 
gehören,  und  das  Resultat  spricht  sich  dann  in  folgendem 
Theorem  aus: 

3.  Es  sei  cpn  ein  System  conjugirter  Functionale  des 
Körpers  ü„o  das  mit  keinen  anderen  natürlichen 
Primzahlen  verwandt  ist,  als  solchen,  die  nach 
dem  Modul  q  (oder  bei  q  =  2  nach  dem  Modul  4) 
mit  1  congruent  sind;  es  durchlaufe  ferner  t 
die  durch  q  nicht  theilbaren  Zahlen  der  Reihe 
1,  2,  .  .  .,  m — 1,  und  t'  sei  aus  der  Congruenz 
1 1'  ^  1  (mod  7)i)  bestimmt. 

Dann  ist  das  Functional  des  Körpers  ii,„: 

a)         0,,  =  ncp\^^,=.8^>- 

mit  der  m*^^  Potenz  einer  Kreistheilungszahl  O-« 
associirt,  die  zwar  selbst  in  einem  höheren 
Körper  enthalten  ist,  deren  m*^  Potenz  aber  dem 
Körper  Sl^  angehört,  und  es  ist 

b)  *-'  *»  =  a 

eine  Zahl  des  Körpers  i^,»- 
Der  Beweis  ist  in  den  vorangegangenen  Ausführungen  ent- 
halten und  ergiebt  sich  aus  den  Formeln  (25),  (26),  wenn  man 
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unter  d^  ein  Product  aus  Potenzen  der  Zahlen  q  versteht,  die 
nach  den  Formeln  (24)  aus  den  in  cp  enthaltenen  Primfactoren  p 
abgeleitet  sind. 

§.  175. 
Die  Einheitswurzeln  im  Körper  Sl^i- 

Für  die  weiter  zu  machenden  Anwendungen  ist  eine  genauere 
Kenntniss  der  Einheiten  des  Körpers  Sl^  erforderlich,  die  ja 
auch  an  sich  von  grossem  Interesse  ist.  Wir  beschäftigen  uns 
hier  nicht  mit  den  functionalen,  sondern  nur  mit  den  numerischen 
Einheiten,  worunter,  wie  wir  uns  erinnern,  ganze  Zahlen  des 
Körpers  Sl^n  zu  verstehen  sind,  deren  Norm  +  1  ist, 
oder  eine  ganze  Zahl,  deren  reciproker  Werth  gleich- 
falls ganz  ist. 

Zu  den  Einheiten  gehören  sicher  alle  in  Sl^  enthaltenen 
Einheitswurzeln;  wir  können  aber  leicht  beweisen,  dass  diese 
Einheitswurzeln  nur  Potenzen  von  r  sein  können,  mit  positivem 
und  negativem  Vorzeichen. 

Es  sei  nämlich  q  eine  in  Sl^  enthaltene  Einheitswurzel,  und 

(1)  Q  =  (p{r). 

Ist  g'*  die  höchste  im  Grade  von  q  aufgehende  Potenz  von  g, 
so  ist  Q^^  eine  Einheitswurzel,  deren  Grad  nicht  durch  q  theilbar 
ist,  und 

(2)  Q^''  =  [cp(r)y\ 

Wegen  der  Irreducibilität  der  Kreistheilungsgleichung  im 
weiteren  Sinne  i)  können  daher  in  (2)  die  sämmtlichen  Substitu- 
tionen (r,  r")  gemacht  werden,  ohne  dass  die  linke  Seite  sich 
ändert,  und  folglich  ist  q^^  eine  rationale  Zahl,  und  da  es  eine 
Einheit  ist,  muss  es  =4:  1  sein.  Mithin  ist  9,  vom  Vorzeichen 
abgesehen,  einer  Einheitswurzel  vom  Grade  q^  oder,  wenn  q  =  2 
ist,  vom  Grade  q^  +  ^  gleich.  Es  ist  nachzuweisen,  dass  q^  oder 
qh  +  i  nicht  grösser  als  m  sein  kann.  Dies  ergiebt  sich  aber 
aus  (1).  Denn  wäre  q  eine  Einheitswurzel  höheren  als  m*^^ 
Grades,  so  wäre  r  eine  Potenz  von  g^  und  q  müsste  einer  irre- 
duciblen  Gleichung  höheren  Grades  als  r,  also  auch  höheren 
Grades  als  (p  (r)  genügen,  was  nach  (1)  ein  Widerspruch  ist.  Also 
haben  wir  den  Satz : 


^)  Vgl.  Bd.  I,  §.  134  und  den  Nachtrag  zu  diesem  Bande. 
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1.  Die  einzigen  in  ^^  enthaltenen  Einheitswurzeln 
sind  die  mit  positivem  und  negativem  Zeichen 
genommenen  Potenzen  von  r. 

Hieran  schliesst  sich  ein  ganz  allgemeiner,  d.  h.  in  jedem 
algebraischen  Zahlkörper  gültiger  Satz  über  die  Einheitswurzeln, 
den  wir  jetzt  beweisen  wollen. 

Der  Satz  lautet: 

2.  Ist  a  eine  ganze  Zahl  eines  algebraischen  Zahl- 
körpers n^^"^  Grades,  und  haben  alle  mit  «  con- 
jugirten  Zahlen  «i,  «o,...,  ««  den  absoluten 
Werth  1,  so  ist  cc  eine  Einheitswurzel  i). 

Zum  Beweis  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  der  absolute 
Werth  der  Norm  einer  ganzen  Zahl  co  dem  Product  der  absoluten 
Werthe  der  conjugirten  Zahlen  (»1,092,...,  0,1  gleich,  und  als 
ganze  rationale  Zahl  jedenfalls  grösser  oder  gleich  1  ist.  Es  ist 
daher  nicht  möglich,  dass  alle  diese  absoluten  Werthe  kleiner 
als  1  sind.  Sind  sie  aber  alle  gleich  1,  wie  bei  der  in  unserem 
Satze  angenommenen  Zahl  «,  so  muss  die  Norm  =  +  1  sein, 
und  «  ist  eine  Einheit.  Ist  ß  eine  zweite  Einheit,  die  mit  ihren 
conjugirten  zugleich  den  absoluten  Werth  1  hat,  so  hat  der 
Quotient  «  :  ß  dieselbe  Eigenschaft,  Wenn  daher  unter  den  zu 
diesem  Quotienten  conjugirten  Zahlen  auch  nur  eine  reell  ist, 
so  muss 

^  =  +1 
ß    - 

oder  «  =  +  /^  sein,  und  dies  gilt  dann  auch  noch,  wenn  a,  ß 
durch  die  entsprechenden  Zahlen  eines  conjugirten  Körpers 
ersetzt  werden. 

Wenn  also  a  und  ß  weder  gleich  noch  entgegengesetzt  sind, 
so  ist  ihr  Verhältniss  nicht  reell,  und  es  besteht  daher  zwischen 
den  absoluten  Werthen  die  Ungleichung : 

|«±/3|<|«|  +  |/3|. 
(Vergl.  die  Einleitung  zum  ersten  Bande,  S.  19.) 
Es  ist  also 

|«  +  /J|<2, 


^)  Kronecker,  „Zwei  Sätze  über  Gleichungen  mit  ganzzahligen 
Coefficienten".  Cr  eile's  Journal,  Bd.  53  (1857).  Minkowski,  „Geometrie 
der  Zahlen",  Art.  43. 
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und  folglich  kann  |  (w  i  /3)  keine  ganze  Zahl  sein,  weil  der 
absolute  Werth  der  Norm  dieser  Zahl  kleiner  als  1  ist.  Wenn 
nun  (Dl,  «2,  .  .  .,  «„  eine  Basis  von  o  ist,  und 

a  =  ttiCOi    -\-  a2C3.2   -\-  '    •    •   -\-   ein  CJn 
/^   =   ^1  «1    +   ^2  «2    +   •   •   •   +   ^n  »n, 

so  können  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a^  h  nicht  den  Con- 
gruenzen 

«1  ^  &i,  u^  ^  ^2,  .  .  .,  ün  ^  hn  (mod  2) 

genügen,  weil  sonst  \{a  —  ß)  eine  ganze  Zahl  wäre. 

Wenn  wir  also  die  sämmtlichen  Zahlen  a  in  2"  Fächer  ver- 
theilen,  indem  wir  alle  Zahlen  in  ein  Fach  werfen,  in  denen 
aj,  «2,  .  .  .,  ün  dieselben  Reste  (0  oder  1)  nach  dem  Modul  2 
lassen,  so  können  in  jedem  dieser  Fächer  höchstens  2  Zahlen, 
nämlich  a  und  —  w,  vorkommen,  und  wenn  wir  w  ==  0  noch 
ausschliessen ,  so  giebt  es  sogar  in  einem  dieser  Fächer,  in  dem 
die  «1,  «21  •  •  '•>  (^n  alle  gerade  sind,  gar  keine  Zahl  a.  Die  An- 
zahl aller  möglichen  Zahlen  a  ist  also  endlich  und  höchstens 
—  2"  +  i  —  2. 

Wenn  nun  der  absolute  Werth  von  a  =  1  ist,  so  gilt  dasselbe 
von  allen  Potenzen  von  «.  Folglich  muss  in  der  unbegrenzten 
Reihe 

1,    W,   «2,    06-\    .  .  . 

nothwendig  dieselbe  Zahl  zum  zweiten  Male  wiederkehren,  also 
^h  __  ^fc  ^^^  h  ::>  h  sein.     Dann  ist  aber 

a^-^^  =  1, 

d.  h.  a  ist  eine  Einheitswurzel,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Wir  fügen  noch  die  Bemerkung  bei,  dass,  wenn  eine  Zahl  a 
eines  Körpers  Sl  eine  Einheitswurzel  m*^"  Grades  ist,  auch  alle 
mit  a  conjugirten  Zahlen  Einheitswurzeln  desselben  Grades  sind. 
Denn  in  der  rationalen  Gleichung  a'"  —  1=0  kann  a  durch 
jeden  der  conjugirten  Werthe  ersetzt  werden. 

Die  Anzahl  der  Einheitswurzeln,  die  in  einem  Körper  Sl 
enthalten  sind,  kann  immer  nur  eine  endliche  sein,  weil  jede 
Zahl  in  Sl  einer  rationalen  Gleichung  genügt,  deren  Grad  dem 
Körpergrad  höchstens  gleich  ist.  Der  Grad  der  Einheitswurzeln 
in  Sl  kann  daher  einen  endlichen  W^erth  nicht  übersteigen. 
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§.  176. 
Der  in  Sl^i  enthaltene  reelle  Körper  iT,«. 

Jede  Zahl  des  Körpers  ^,n  geht  durch  die  Substitution 
(r,  r~^)  in  die  conjugirt  imaginäre  Zahl  über,  die  auch  durch  die 
Vertauschung  (?,  —  i)  erhalten  wird.  Das  Product  zweier  solcher 
conjugirt  imaginärer  Zahlen  ist  das  Quadrat  des  absoluten 
Werthes  einer  jeden  von  ihnen. 

Eine  Zahl  in  iß,„  ist  reell,  wenn  sie  durch  die  Vertauschung 
(r,  r~^)  ungeändert  bleibt,  und  nur  unter  dieser  Voraussetzung. 
Jede  solche  Zahl  lässt  sich  rational  durch  die  zweigliedrige 
Periode  r-f-  r~^  ausdrücken,  und  gehört  also  einem  reellen 
Körper  vom  Grade  \  (p  {m)  an,  der  ein  Theiler  von  Sl^  ist.  Diesen 
wollen  wir  den  in  Sl,n  enthaltenen  reellen  Körper  nennen 
und  mit  H^  bezeichnen  (obwohl  auch  noch  andere  reelle  Körper, 
nämlich  alle  Theiler  von  iZ,«,  in  Sl^n  enthalten  sind). 

Die  I  (p  {m)  =  |  ft  Zahlen 

(1)  l,  r  +  r-\  r2  +  r-^,  .  .  .,  r'/-2."-i  +  r-Vä.^  +  i 

bilden   eine   Basis    der   ganzen   Zahlen    des   Körpers   Hm.     Denn 
nach  §.  170,  (7)  ist 

(2)  G)  =  x^+x^r  +  x^r^-] h  %,  u-i  rV2."-i  -[-  xi;^  u  rV« ." 

dann  und  nur  dann  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  ii,„,  wenn  die 
Coefficienten  Xq^  x^^  .  .  .  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  diese  Zahl  dem  Körper  Hm  an- 
gehört, erhält  man,  wenn  man  die  Substitution  (r,  r-^)  aus- 
führt und  die  Differenz  =  0  setzt.  Dividirt  man  noch  durch 
r  —  r~S  so  ergiebt  sich  so: 

{Xi  —  x-i)  +  (^2  —  ^-2)  (r  +  r-i)  H 

^-Vs,"  — 1  /•— V2M  +  I 

+   (%.,"-!    —   ^-V.u  +  l)  y    _    ^1 

l-Vä."  —  |— V2.« 

Die  Divisiqnen  lassen  sich  hier  ausführen,  und  wenn  man 
dann  mit  /'s"— 1  multiplicirt,  so  ergiebt  sich  für  r  eine  rationale 
Gleichung   von   niedrigerem   als   ft*^^  Grade,   die   nur   dann   be- 

Weber,  Algebra.    II.  41 
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friedigt   sein  kann,   wenn  alle   ihre   Coefficienten   verschwinden. 
Dies  führt  zu  den  Gleichungen 

und  es  ist  also  jede  ganze  Zahl  co  des  Körpers  Hm  in  der  Form 
enthalten : 

C3  =  Xq  -4-  Xi  (r  -\-  r-i)  -f-  X2  (r^  -f-  r-^)  -[-... 

Statt  der  Basis  (1)  kann  man  auch,  wenn  man 
setzt,  die  Potenzen  von  q: 

(3)  1,    Q,    Q\    .  .   .,    ()V.."-1 

als  Basis  der  ganzen  Zahlen  von  Hm  wählen.  Denn  die  Grössen  (3) 
lassen  sich  ganzzahlig  durch  die  (1)  ausdrücken  und  umgekehrt. 
Die  Zahl  q  ist  die  Wurzel  einer  irreduciblen  Gleichung 
vom  Grade  l  ft,  die  wir  mit  1^  (^)  =  0  bezeichnen  wollen.  Ist 
/(r)  =  0  die  Gleichung  für  r  (§.  169),  so  besteht  die  identische 
Relation 

(4)  /(r*):=a;'A,"^(^+i), 

woraus  durch  Bildung  der  Ableitung 

(5)  /'  (r)  ==  rV^ "  t^'  (q)  (1  —  r-2). 

Hieraus  können  wir  die  Grundzahl  z/j  des  Körpers  Hm 
bilden,  die,  da  Hm  nur  reelle  Zahlen  enthält,  positiv  sein  muss. 
Diese  Grundzahl  ist,  wenn  wir  die  Norm  in  Bezug  auf  Hm  mit 
Ni  bezeichnen: 

Ist  aber  N  die  in  Bezug  auf  Slm  gebildete  Norm,  so  ist 
und  demnach  ergiebt  die  Formel  (5)  mit  Rücksicht  auf  §.  169: 

Nach  §.  169,  (7)  und  (10)  ist: 

N  {l  —  r--)  =  g     bei  ungeradem  q 

=  4      für  g  =  2, 

* 

.  i  ^  =  ^  ^i      bei  ungeradem  q 

^^^  ==4z/,2     fürg  =  2. 
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Setzt  man  darin 

SO  folgt 

^    X  —  1  g  — 1  —  g^~^  +1 

(7)  zJ-^  =  q"^  2  2         bei  ungeradem  q 

^  2(^^-1) 2^^-'-!  für  q  =  2, 

so  dass  ^i  immer  eine  Potenz  von  q  ist. 

§.  177. 
Die  Primideale  im  Körper  Hm- 

Es  ist  jetzt  die  Frage  zu  untersuchen,  in  welcher  Beziehung 
die  Primideale  des  Körpers  H,n  zu  denen  des  Körpers  Slm  stehen. 

Wenn  ^  irgend  ein  Primideal  in  Hm  vom  Grade  /i  be- 
deutet, so  muss  ^  Theiler  einer  natürlichen  Primzahl  p  sein, 
und  ^  kann  also  (nach  §.  171)  nur  dann  durch  die  zweite  oder 
eine  höhere  Potenz  eines  Primfactors  p  in  Slm  theilbar  sein, 
wenn  p  =  q  ist. 

Ist  aber  ^  ein  Theiler  von  g,  so  muss  es  eine  Potenz  von 
(j  =  1  —  r  sein.     Wir  setzen  etwa 

^  =  6\ 

Nehmen  wir  hiervon  die  Norm  in  Bezug  auf  ß^,  die  das 
Quadrat  der  Norm  in  Bezug  auf  Em  ist,  so  folgt  (nach  §.  169) 

g2/i  =  q\ 

also  /i  =  I  A.  Da  /j  eine  ganze  Zahl  ist,  so  muss  l  mindestens 
=  2  sein.  Es  kann  aber  l  auch  nicht  grösser  als  2  sein,  da  02 
mit  der  in  Hm  enthaltenen  ganzen  Zahl  (1 — r)  (1  —  r-^)  asso- 
ciirt  ist,  also  6-  durch  ^  theilbar  sein  muss.  Demnach  ist 
f^  =  1,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

1.    Die  Primzahl  q  ist  die  |  ft*^  Potenz  einer  in  Hm 
existirenden  Primzahl   ersten   Grades. 

Es  sei  nun  p  von  q  verschieden,  und  p  ein  Primfactor  von  ^ 
im  Körper  Sl^  vom  Grade  /,  der  durch  die  Substitution  (r,  r-^) 
in  p'  übergeht.  Dann  ist  ^  sowohl  durch  p  als  durch  p'  theil- 
bar, und  andererseits  ist  p  p'  in  Hm  enthalten  und  also  durch  ^ 
theilbar,  und  wir  haben  zu  unterscheiden,  ob  p,  p'  verschieden 
sind  oder  nicht. 

Ist  p  von  p'  verschieden,  so  ist  ^  durch  pp'  theilbar,  und 
es  folgt  '^  =  p  p',  und  durch  Normbildung  /i  =  /. 

41* 
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Ist  aber  p  =  p',  so  ist  ^  =  p,  und  die  Normbildung  ergiebt 

2/1  =/• 

Welcher  dieser  beiden  Fälle  eintritt,  das  hängt  also  davon 
ab,  ob  das  Primideal  p  die  Substitution  (r,  r-^)  gestattet  oder 
nicht,  d.  h.  ob  (r,  r-^)  in  der  Gruppe,  zu  der  das  Primideal 
gehört,  enthalten  ist  oder  nicht.  Nach  §.  172  ist  dieser  Unter- 
schied dadurch  bedingt,  ob  es  irgend  einen  Exponenten  h  giebt, 
für  den  die  Congruenz 

p^  ^  —  1  (mod  m) 

erfüllt  ist,  oder  ob  es  keinen  solchen  Exponenten  giebt. 
Wir  fassen  das  Ergebniss  folgendermaassen  zusammen: 

2.    Die  von  q  verschiedenen  natürlichen  Primzahlen 
p  zerfallen  in  zwei  Arten  Pi^  p^- 

Die  erste  Art  p^  ist  dadurch  charakterisirt, 
dass  für  irgend  einen  Exponenten  h 

p\^  —  1  (mod  m), 
und  diese  Primzahlen  zerfallen,  wenn  sie  für 
den  Modulm  zum  Exponenten/  gehören  und 
^  =  ef  gesetzt  wird,  im  Körper  B^  in  e  Prim- 
factoren  l/*®""  Grades.  Ihre  Primfactoren  sind 
auch  in  Sl^  nicht  weiter  zerlegbar. 

Die  Primzahlen  der  zweiten  Art  j?2  sind  da- 
durch bestimmt,  dass  keine  ihrer  Potenzen  nach 
dem  Modul  m  mit  —  1  congruent  wird,  und  sie 
zerfallen  im  Körper  Hm  in  |  e  Primfactoren  /*«° 
Grades.  Ihre  Primfactoren  sind  in  ß,„  noch  in  je 
zwei  Factoren  zerlegbar. 

Bei  den  Primzahlen  der  ersten  Art  muss  /  sicher  eine  gerade 
Zahl  sein.  Wenn  m  ungerade  ist,  so  genügt  es  auch,  damit  p 
eine  Primzahl  von  der  ersten  Art  sei,  dass  sie  zu  einem  geraden 
Exponenten  gehöre;  denn  dann  ist 

{p'/^f  —  1)  (J0V2/  +  1)  =  0  (mod  m). 

Der  erste  dieser  Factoren  jpVs/  —  1  ist  aber  nicht  durch  m 
theilbar,  weil  sonst  p  zum  Exponenten  |/  gehören  würde.  Folg- 
lich muss  p^'^f  -\-  1  durch  q  theilbar  sein.  Hier  können  aber 
nicht  beide  Factoren  p'^-^-^  —  1  und  p^^^^f  -\-  1  durch  q  theilbar 
sein,  weil  sonst  auch  ihre  Differenz,  die  =  2  ist,  durch  q  theilbar 
wäre,  und  folglich  ist  jjVä/  -j-  1  durch  m  theilbar. 
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Ist  aber  m  eine  Potenz  von  2,  so  ist  die  Congruenz 

p^  ^  —  1  (med  in) 

nur   dann    möglich,   wenn  p  ^  —  1   (mod  m)   ist.     Denn  jede 

gerade   Potenz   einer   ungeraden   Zahl   ist   ^  -["  1  (mod  8)   und 

kann  also  nicht  ^  —  1  (mod  m)  sein.   Ist  aber  h  ungerade,  so  ist 

selbst  ungerade,  und  folglich  ist  j/  -|-  1  durch  keine  höhere 
Potenz  von  2  theilbar,  als  p  -{-  l.  Demnach  können  wir  dem 
Satze  2.  noch  folgende  nähere  Bestimmung  hinzufügen: 

3.  Wenn  m  ungerade  ist,  so  gehören  die  Prim- 
zahlen p)^  zu  einem  geraden,  die  Primzahlen  pg 
zu  einem  ungeraden  Exponenten. 

Ist  m  gerade,  so  gehören  die  Primzahlen  der 
Form  hm  —  1  zur  ersten  und  alle  anderen  un- 
geraden Primzahlen  zur  zweiten  Art. 


§.   178. 
Die  Einheiten   des   Körpers  il,„. 

Die  dem  Körper  H^  an  gehörigen  Einheiten  sind  von  be- 
sonderer Wichtigkeit  für  die  Anwendungen.  Auf  sie  lassen  sich 
auch  die  Einheiten  des  Körpers  Sl^n  zurückführen  nach  folgendem 
Satze : 

1.  Jede  Einheit  des  Körpers  ii,«  ist  das  Product 
einer  Einheitswarzel  und  einer  reellen  Einheit 
des  Körpers  Sl^- 

Bezeichnen  wir  irgend  eine  Einheit  des  Körpers  Sl„i  rnit 
(g(r),  so  ist  (S  (r-i)  der  conjugirt  imaginäre  Werth,  der  gleich- 
falls eine  Einheit  darstellt,  und  der  Quotient  (g  (r)  :  <g  (r-^)  ist 
wieder  eine  Einheit,  deren  absoluter  W'erth 


^^  V  &{^-')    &(r) 

gleich  1  ist,  und  folglich  ist  dieser  Quotient  eine  Einheitswurzel 

und  mithin  =  4:  r^  worin  h  irgend   ein   ganzzahliger  Exponent 

ist  (§.  175,  Satz  1.,  2.).     Wir  haben  also 

(2)  &  (r)  =  ±r^&  (i-^). 
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Es  ist  nun  im  weiteren  Beweise  ein  kleiner  Unterschied  zu 
machen,  je  nachdem  m  ungerade  oder  gerade  ist. 

Ist  m  zunächst  ungerade,  so  können  wir  in  (2)  den  Ex- 
ponenten h  gerade  annehmen,  da  wir  ihn  nöthigenfalls  durch 
h  -\-  m  ersetzen  können.  Ferner  ist  in  der  Formel  (2)  nur  das 
obere  Zeichen  zulässig.  Denn  wenn  das  untere  Zeichen  stände, 
so  würde  folgen: 

(g(r)  =  (g(l)  =  -  <g(l),    2(g(l)  =  0  [mod  (1-r)]. 

Nach  §.  169  ist  aber  1  —  r  ein  Theiler  von  g,  also  relativ 
prim  zu  2 ,  und  daher  ist  <S  (1)  und  folglich  auch  Q  (r)  durch 
(1  —  r)  theilbar.  Dies  aber  widerspricht  der  Voraussetzung,  dass 
ß  (r)  eine  Einheit  sein  soll. 

Demnach  ergiebt  sich  aus  (2): 

woraus  folgt,  dass  r-  Va  ^  ^  (f )  eine  reelle  Einheit  ist.  Bezeichnen 
wir  sie  mit  e(r),  so  ist  also 

(3)  (g(r)  =  //2^»e(r), 

woraus  für  diesen  Fall  das  Theorem  1.  bewiesen  ist. 

Wenn  aber  zweitens  m  eine  Potenz  von  2  ist,  so  ist 
^  ==  i  m  und  r^  =  —  1,  und  zugleich  mit  r  ist  —r  eine  m*®  Ein- 
heitswurzel. Wenn  wir  nöthigenfalls  h  durch  h  -\-  \m  ersetzen, 
so  können  wir  in  (2)  das  obere  Zeichen  annehmen   und  setzen: 

(4)  Q>{r)=^r^'Q>{r-^). 

Es  kommt  jetzt  darauf  an,  nachzuweisen,  dass  h  gerade 
sein  muss. 

Wenn  wir  Q,{r)  durch  die  Basis  1,  r,  r2,  .  .  .  r^-^  darstellen, 
so  ergiebt  sich 

(5)  Q>{r)  =    2    XsT', 

0,u  — 1 

worin  die  Xs  ganze  rationale  Zahlen  sind.    Nach  (4)  ist  aber  dann 

0,,a  — 1  l,.ii  — 1 

und  daraus  folgt,  dass  ^^  =  ±  Xs'  ist,  wenn  s  -]-  s'  ^  h  (mod  ^). 
Ist  nun  h  ungerade,  so  ist  aus  zwei  so  verbundenen  Zahlen  die 
eine  gerade,  die  andere  ungerade  (da  ^  eine  Potenz  von  2  ist). 
Der  Ausdruck  (5)  ergiebt  also  für  <g  (r)  ein  Aggregat  von  Gliedern 
der  Form 
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Es  ist  aber  r'±^r^'  =  r«(l±r^'-2«)  =  -^•s(iqi^,u  +  /»-2s)  immer 
durch  1  —  r  theilbar,  und  daraus  würde  folgen,  dass  ß  (r)  durch 
1  —  r,  was  keine  Einheit  ist,  theilbar  wäre,  was  dem  Begriffe 
der  Einheit  widerspricht.  Also  ist  die  Annahme  unzulässig,  dass 
in  der  Formel  (4)  der  Exponent  h  ungerade  sei,  und  wir  können 
wie  oben 

setzen,  worin  e(r)  eine  reelle  Einheit  ist.     Damit  ist  der  Satz  1. 
bewiesen. 

Wir  wollen  ein  System  von  reellen  Einheiten  hervorheben: 
Nach  §.  169  sind  die  ft  Grössen  1  —  r"  alle  unter  einander 
associirt.     Demnach  ist  der  Quotient 

1  —  r» 

1  —  r"' ' 

worin  n^  n'  zwei  relative  Primzahlen  zu  m  bedeuten,  eine  Ein- 
heit.    Daraus  leitet  man  aber,  wenn 


r  =  t 

3  m 

gesetzt  wird. 

die  reelle  Einheit 

((\\ 

.     n  71 

sm 

m 

n 

r-2  __r~ 

n 

2 

\y) 

.     n'7t 

sm 

m 

n' 

r^  —  r~ 

n' 
"2~ 

__         y 


All 

her.     Ist  m  gerade,  so  kann  man  n'  =  n  -\-  —  setzen,  und  er- 
hält  für  diesen  Fall  die  reellen  Einheiten 

(7)  xn  =  tang  — , 

worin  n  jede  ungerade  Zahl  bedeuten  kann. 

Ersetzt  man  n  durch  \  m  —  n^  so  geht  t„  in  den  reciproken 
Werth  über.     Lässt  man  w  die  Reihe  der  Zahlen 

1,  3,  5,  .  .  ,  f  -  1 

durchlaufen,  so  erhält  r„  lauter  positive  echt  gebrochene  Werthe. 


Zweiundzwanzigster  Abschnitt. 
Abel'sclie  Körper  und  Kreistheilungskörper. 


§.  179. 
Einfache  Abel'sche  Körper. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  einer  der  interessantesten  Anwen- 
dungen der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen. 

Es  handelt  sich  um  den  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  i) : 

I.  Alle  im  absoluten  Rationalitätsbereich  Abel'schen 
Zahlkörper  sind  Kreistheilungskörper. 

Haben  wir  diesen  Satz  bewiesen,  so  gewinnen  die  Unter- 
suchungen des  dritten  Abschnittes  über  Kreistheilungskörper  ein 
erhöhtes  Interesse,  weil  damit  gezeigt  ist,  dass  auf  dem  dort 
angegebenen  Wege  nicht  nur  alle  Kreistheilungskörper,  sondern 
alle  Abel'schen  Körper  überhaupt  gefunden  werden. 

Es  sei  Sl^=B(x)  ein  Abel'scher  Körper  m*^^  Grades,  d.  h. 
ein  Körper,  der  aus  allen  rationalen  Functionen  einer  Wurzel  x 
einer  irreduciblen  Abel'schen  Gleichung  m*^^  Grades  besteht, 
wenn  als  Rationalitätsbereich  der  Körper  R  der  rationalen  Zahlen 
betrachtet  wird.  Die  Galois'sche  Gruppe  @  dieser  Gleichung, 
die  also  eine  Abel'sche  Gruppe  ist  und  denselben  Grad  m  hat, 
wie  der  Körper  ß,  ist  auch  die  Gruppe  des  Körpers  Sl. 

Ist  Xi  eine  nicht  primitive  Zahl  aus  ii,  so  ist  Sli  =  R  (x^) 
gleichfalls  ein  Abel'scher  Körper,  den  wir  einen  echten  Theiler 
von  Sl  nennen  und  dessen  Grad  ein  echter  Theiler  des  Grades 
von  Sl  ist.     Denn  ist  51  die  Gruppe,  zu  der  die  Zahl  Xi  gehört, 


^)  Kronecker  hat  diesen  Satz  zuerst  ausgesprochen,  aber  keinen 
vollständigen  Beweis  dafür  verööentlicht.  Den  ersten  Beweis  hat  der  Ver- 
fasser des  vorliegenden  Werkes  in  Bd.  8  der  Acta  Mathematica  bekannt 
gemacht  (1886).  In  neuester  Zeit  ist  ein  zweiter  Beweis  von  Hubert  ver- 
öfifentlicht,  der  sich  auf  die  im  neunzehnten  Abschnitte  entwickelten  Sätze 
stützt  (Nachrichten  d.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  zu  Göttingen,  1896, 
Heft  1). 
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SO  ist  (5)  I  51  (§.  4  dieses  Bandes)  die  Gruppe  des  Körpers  Sl^  und 
dies  ist  zugleich  mit  ©  eine  Abel'sche  Gruppe.  Ein  Theiler 
von  ii,  der  mit  Sl  von  gleichem  Grade  ist,  ist  mit  Sl  identisch 
(vgl.  Bd.  I,  §.  144,  149,  156). 

Giebt  es  nun  zwei  nicht  primitive  Zahlen  x^^  x^  in  Sl  von 
der  Art,  dass 

Sl  =  R  (xi^  X.2) 

gesetzt  Averden  kann,  so  sind  die  Körper  Sli  =  R  (x-^),  Sl2  =  R  (^2) 
echte  Theiler  von  ß,  und  Sl  heisst  aus  den  beiden  Körpern 
ißi,.ß2  zusammengesetzt. 

Gestattet  der  Körper  Sl  keine  solche  Darstellung ,  so  heisst 
er  einfach. 

Wenn  also  als  bewiesen  vorausgesetzt  wird,  dass  .^i,  SI2 
Kreistheilungskörper  sind,  d.  h.  dass  alle  ihre  Zahlen  rational 
durch  Einheitswurzeln  darstellbar  sind,  so  folgt  dasselbe  für  Sl. 

Wenn  einer  der  Körper  Sl^,  SI2  zerlegbar  ist,  so  können 
wir  die  Zerlegung  w^iederholen,  und  müssen,  da  die  Grade  ab- 
nehmende ganze  positive  Zahlen  sind,  endlich  zu  einfachen  Kör- 
pern gelangen. 

Das  Theorem  I.  braucht  also  nur  für  einfache  Abel'- 
sche Körper  bewiesen  zu  werden. 

Es  ist  aber  daran  zu  erinnern,  dass  die  Zerlegbarkeit  eines 
Körpers  Sl  keineswegs  schon  aus  der  Existenz  eines  Theilers 
folgt,  und  dass  bei  einem  zerlegbaren  Körper  die  Zerlegung  in 
einfache  Körper  auf  ganz  verschiedene  Arten  geschehen  kann,  so 
dass  bei  den  Körpern  nicht  die  Gesetze  der  Theilbarkeit  gelten, 
wie  im  Gebiete  der  Zahlen. 

Ein  Kennzeichen  für  die  Einfachheit  eines  Körpers  können 
wir  aus  seiner  Gruppe  ableiten. 

Wenn  die  Gruppe  @  zwei  echte  Theiler  %  und  58  von  der 
Art  hat,  dass  jedes  Element  ein-  und  nur  einmal  aus  einem  Ele- 
ment von  ^Jl  und  einem  Element  von  iß  zusammengesetzt  w^erden 
kann,  so  nennen  wir  die  Gruppe  ©  zerlegbar  in  die  beiden 
Componenten  51,  33;  ©  ist  also  zerlegbar,  wenn  in  dem  nach  der 
Composition  der  Theile  (§.  4)  gebildeten  Producte 
(1)  Ö  =  51  S 

jedes  Element  von  @  ein-  und  nur  einmal  erscheint.  Der  Grad 
von  ©  ist  dann  gleich  dem  Producte  der  Grade  von  51  und  S. 

Giebt  es  solche  Theiler  nicht,  so  heisst  die  Gruppe  @ 
unzerlegbar. 
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Dann  können  wir  den  Satz  beweisen: 

1.  Ist  die  Gruppe  eines  Abel'schen  Körpers  zer- 
legbar, so  ist  auch  der  Körper  zusammengesetzt. 

Nehmen  wir,  um  dies  zu  beweisen,  an,  die  Gruppe  @  des 
Körpers  Sl  sei  nach  der  Formel  (1)  zerlegbar  und  m,  a,  h 
seien  die  Grade  von  @,  ^,  33.  Wir  nehmen  eine  zur  Gruppe  53 
gehörige  Zahl  |  des  Körpers  Sl,  die  also  durch  die  Substitu- 
tionen von  ©  in  a  verschiedene  conjugirte  Werthe  übergeht  und 
ebenso  eine  zu  51  gehörige  6-werthige  Zahl  rj.  Wir  können 
dann  eine  Zahl 

X  =  cc^  -\-  ßrj 

mit  rationalen  Zahlencoefficienten  «,  ß  bilden,  die  m  ver- 
schiedene conjugirte  Werthe  hat,  und  dann  ist  Sl  =  B{x).  Also 
ist  Sl  aus  i2(|)  und  B{r})  zusammengesetzt  (Bd.  I,  §.  143). 

Erinnern  wir  uns  nun  an  die  in  §.  9,  10  dieses  Bandes  abge- 
leitete Darstellung  einer  Abel'schen  Gruppe  durch  eine  Basis,  so 
ergiebt  sich  durch  wiederholte  Anwendung  des  eben  Bewiesenen  : 

2.  Jeder  Abel'sche  Körper  Sl  lässt  sich  aus  solchen 
zusammensetzen,  deren  Grad  eine  Primzahl- 
potenz und  deren  Gruppe  cyklisch  ist.  Die  Grade 
dieser  zusammensetzenden  Körper  sind  die  In- 
varianten der  Gruppe  von  Sl. 

Diese  Sätze  werden  durch  den  folgenden  ergänzt: 

3.  Ein  Abel'scher  Körper  von  Primzahlpotenzgrad 
mit  cyklischer  Gruppe  ist  einfach. 

Wenn  die  Gruppe  @  cyklisch  ist,  so  lassen  sich  ihre  Ele- 
mente durch  die  Potenzen  einer  Basis,  G^^  darstellen,  wenn  y 
ein  volles  Kestsystem  nach  dem  Modul  7n  durchläuft.  Wir  er- 
halten alle  Theiler  %  von  @  dargestellt  durch 

wenn  h  ein  Theiler  von  m  ist  und  y  ein  volles  Restsystem  nach 
dem  Modul  a  =  m  :  b  durchläuft. 
Ist 

%'  =  G^'y 

ein  zweiter  Theiler  von  @  vom  Grade  a'  und  ist 

b'  ^  &,     a'  ^  a, 
so   ist,    wenn   wir  jetzt    annehmen,    dass   m  und    mithin    auch 
a,  5,  a',  b'  Potenzen  einer  Primzahl  q  sind,  b'  ein  Theiler  von  b 
und  folglich  %  ein  Theiler  von  %'. 
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Wenn  also  |  eine  Zahl  des  Körpers  Sl  ist,  die  zu  der 
Gruppe  51  gehört,  so  ist  |  eine  primitive  Zahl  des  Körpers  &*®^ 
Grades  -R(|),  und  in  diesem  Körper  ist  auch  jede  Zahl  |'  ent- 
halten, die  die  Substitutionen  der  Gruppe  51'  gestattet.  Sind 
also  51,  53  und  51',  53'  echte  Theiler  von  @,  so  ist  E  {^)  von  i^ 
verschieden,  und  jR  (|)  wird  durch  Adjunction  von  |'  nicht  er- 
weitert. Es  kann  also  auch  nicht  Sl  aus  B  (J)  und  R  (|')  zu- 
sammengesetzt werden,  wodurch  3.  bewiesen  ist. 


§.  180. 
Die  Resolventen. 

Nach  dem,  was  jetzt  bewiesen  ist,  können  wir  uns  in  den 
weiteren  Betrachtungen,  die  den  Beweis  des  Satzes  I.  zum  Ziele 
haben,  auf  solche  Abel'sche  Körper  beschränken,  deren  Grad 
eine  Primzahlpotenz  und  deren  Gruppe  cyklisch  ist.  Aus  diesem 
Grunde  genügte  es  auch  für  die  beabsichtigte  Anwendung,  dass 
wir  im  vorigen  Abschnitte  uns  auf  die  Betrachtung  der  Kreis- 
theilungskörper  Sl,n  beschränkt  haben,  in  denen  m  eine  Prim- 
zahlpotenz war.  Wir  behalten  so  viel  als  möglich  die  dort 
gebrauchte  Bezeichnung  bei  und  setzen 
(1)  m  =  3^ 

worin  q  eine  Primzahl,  tc  ein  positiver  Exponent  ist,  und  in  dem 
Falle,  dass  ^  =  2  ist,  nehmen  wir  %  >  1  an.  Mit  n  bezeichnen 
wir  jede  durch  q  nicht  theilbare  Zahl.  Es  ist  r  eine  primitive 
m*«  Einheitswurzel  und  Sl,n  der  Körper  der  rationalen  Func- 
tionen von  r. 

Es  sei  nun  ^  =  R(^jc)  ein  einfacher  Abel'scher  Körper  m^^^ 
Grades,  so  dass  x  Wurzel  einer  rationalen  irreduciblen  cyklischen 
Gleichung  ?>i*^^  Grades  ist.  Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  in  geeigneter  Reihenfolge  mit 


und  nehmen  x^  =  oCq^  x^  +  i  =  rr^,  .  .  .  an,  so  ist 

x^  =  0(Xo),   X2  =  ^(Xj),  .  .  .^  Xo  =  0{x,n-i), 

worin  O  eine  ganze  Function  mit  rationalen  Coefficienten  be- 
deutet, und  die  Gruppe  des  Körpers  Sl  besteht  aus  den  Potenzen 
der  Substitution  (^o)  ^i)  oder  aus  den  cyklischen  Permutationen 
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der  Wurzeln  (2).  Jede  cyklische  Function  dieser  Grössen  ist 
eine  rationale  Zahl.  Was  wir  zu  beweisen  haben,  ist,  dass  sich 
die  X  rational  durch  Einheitswurzeln  ausdrücken  lassen.  Adjun- 
giren  wir  dem  Körper  ß  noch  die  m*®  Einheitswurzel  r,  so  ent- 
steht ein  Körper  E (^, r),  der  die  beiden  Körper  ß  =  "Ripc)  und 
B.  (r)  =  Slm  als  Theiler  enthält. 

Wenn  eine  Zahl  o  =  0(a:,  r).  des  Körpers  B  (rr,  r)  die 
sämmtlichen  Substitutionen  {Xq,  Xi)^  {Xq^  rrg)?  •  •  o  (^o^  ^m-i)  ge- 
stattet, so  ist  sie  im  Körper  Sl^  enthalten;  denn  dann  ist 

und  darin  sind  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  r  nicht  nur 
cyklische,  sondern  sogar  symmetrische  Functionen  der  Wur- 
zeln (2),  also  rationale  Zahlen.  Dies  gilt  selbst  noch  in  dem 
Falle,  dass  die  Gleichung  für  x  durch  Adjunction  von  r  redu- 
cirt  wird. 

Dies  wenden  wir  an  auf  die  Resolventen 

(3)  (r,Xo)  =  ^0  +  rx^  +  r^x^  -\ •  +  r"^-'^m-i, 

und  allgemeiner,  wenn  s  einen  beliebigen  ganzzahligen  Expo- 
nenten bedeutet: 

(4)  (r^^o)  =  ^0  +  ^^^1  +  ^^*^2  +  •  •  •  +  r^'''-'^^' oCm-i. 

Durch  diese  Resolventen  lässt  sich  Xq  selbst  wieder  rational 
ausdrücken,  nämlich: 

s 

(5)  mxo  =  1  (r*,  ^o), 

0,m  — 1 

und  wenn  wir  also  nachweisen  können,  dass  alle  diese  Resol- 
venten (r*,  Xo)  Kreistheilungszahlen  sind,  so  haben  wir  unser 
Ziel  erreicht.     Wenn  wir 

(6)  (r',x^)  =  x^-}-r'x^  +  i  +  r^'Xy.  +  2-] [-r^'^'-^^'x^  +  ^-i 

setzen,  so  geht  (r^  Xy)  aus  (r*,  Xo)  durch  die  Substitution  (xq^  Xy) 
hervor,  und  es  besteht  die  fundamentale  Relation 

(7)  r'-'  (r',  Xy)  =  (r^  Xq). 

Alle  diese  Resolventen  sind  Zahlen  des  Körpers  R  (x,  r); 
wir  betrachten  vorzugsweise  die  beiden  folgenden  Verbindungen: 

(8)  (r^,  x,)^  =  CDs, 

(9)  (r^  Xo)-"-  (r,  x^y  =  cc. 
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Diese  beiden  Zahlen  gestatten,  wie  aus  (7)  unmittelbar 
hervorgeht,  die  Substitutionen  (xq,  x>,),  und  sind  also  Zahlen  des 
Körpers  Sl^- 

Ist  n  durch  q  nicht  theilbar,  so  kann  wegen  der  Irreducibi- 
lität  der  Kreistheilungsgleichung  keine  von  den  Resolventen 
(r",  Xo)  verschwinden,  wenn  sie  nicht  alle  verschwinden;  denn 
die  Gleichung 

(r,  x,y-  =  0 

wäre  eine  Gleichung  für  r  mit  rationalen  Coefficienten ,  die  alle 
Substitutionen  (r,  r")  gestattet. 

Ebenso  kann  keine  der  Resolventen  (r*,  Xq)  verschwinden, 
wenn  nicht  die  ganze  Schaar  verschwindet,  in  der  s  einen  be- 
stimmten grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  mit  m  hat. 

Wenn  alle  (r,  Xq)  verschwinden,  so  ist  die  Formel  (9)  nicht 
anwendbar.  Dann  können  wir  aber  die  Resolventen  (>*^,  Xq)  direct 
betrachten,  die  zu  einem  Körper  vom  Grade  m  q-'^  gehören, 
der  aus 

2/0    =  ^0   +  ^2  +  ^2  2   H •  +  X,n-q 

hervorgeht,  und  wenn  auch  diese  Grössen  verschwinden,  so  gehen 
wir  zu  den  Resolventen  (r^*,  rro)  über  u.  s.  f. 

Wenn  aber  (r,  x^)  nicht  verschwindet,  so  lassen  sich  durch 
die  Formel  (9)  alle  (r*,  X(^)  rational  durch  (r,  x^^)  und  durch 
Kreistheilungszahlen  darstellen. 

Demnach  ist  es  für  unseren  Zweck  ausreichend,  wenn  wir 
beweisen  können,  dass  die  nicht  verschwindenden  Resol- 
venten (r,  Xq)  Kreistheilungszahlen  sind. 

Lassen  wir  n  ein  volles  System  incongruenter,  durch  q  nicht 
theilbarer  Zahlen  durchlaufen,  so  ist 

^n  ^  0  (mod  in\ 

denn  die  Zahlen  n  zerfallen  in  Paare  einander  zu  m  ergänzender 
Zahlen.     Daraus  folgt  nach  (7),  dass  das  Product 

(10)  ,         h{r-,x,)  =  a 

eine  Zahl  in  §1^  ist.  Da  aber  diese  Zahl  sich  überdies  nicht 
ändert,  wenn  irgend  eine  der  Substitutionen  (r,  r")  darin  aus- 
geführt wird,  so  ist  a  eine  rationale  Zahl. 
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§.  181. 
Vorbereitung  zum  Beweis. 

Nach  den  Ausführungen  des  vorigen  Paragraphen  ist  zum 
Beweis  des  grossen  Theorems  I  nur  noch  der  Nachweis  erforder- 
lich, dass  die  in  ß^  enthaltene  Zahl 

CO  =  (r,  Xo)"^ 
die  m^^  Potenz  einer  Kreistheilungszahl  ist. 

1.  Die  wesentliche  Eigenschaft  der  zu  o  conju- 
girten  Zahlen  C3„,  auf  die  sich  der  Beweis  stützt, 
ist  die,  dass 

(1)  oj-i  co^  ==  a"^ 

die  m*^  Potenz  einer  Zahl  in  Sl,n  ist. 
Hierin  kann  n  jede  durch  q  nicht  theilbare  Zahl  sein.  Bilden 
wir  von  der  rechten  und  linken  Seite  von  (1)  die  Normen  im 
Körper  Sl^^  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Norm  der  Zahl  oc,  die 
eine  rationale  Zahl  ist,  mit  a  bezeichnen,  da  jedes  ci>„  dieselbe 
Norm  wie  cd  hat, 

Wenn  nun  m  ungerade  ist,  so  können  wir  hierin  n  =  2  an- 
nehmen, und  erhalten  als  Folgerung  aus  1.: 

2.  Die  Norm  von  co  ist  die  m*®  Potenz  einer  ratio- 
nalen Zahl 

(2)  N(o)  =  a"^. 

Ist  m  eine  Potenz  von  2.,  so  ist  diese  Folgerung  nicht  mehr 
zulässig.  Es  ergiebt  sich  dann  aus  1.  nur,  dass  N (coy  die 
m*®  Potenz  einer  rationalen  Zahl  ist.  Gleichwohl  müssen  die 
Zahlen  o,  wie  aus  (10)  des  vorigen  Paragraphen  zu  sehen  ist, 
auch  in  diesem  Falle  noch  der  Bedingung  2.  genügen,  die  dann 
aber  nicht  mehr  von  selbst  schon  in  1.  enthalten  ist,  sondern 
als  neue  Eigenschaft  hinzukommt. 

Was  wir  zu  beweisen  haben,  ist,  dass  aus  1.  und  2. 
folgt,  dass  auch  co  selbst  die  m^^  Potenz  einer  Kreis- 
theilungszahl, wenn  auch  in  einem  höheren  Körper,  ist. 

Dazu  ist  aber  erforderlich,  die  Zerlegung  der  Zahlen  o  in 
ihre  Primfactoren  im  Körper  Sl^  zu  untersuchen. 

Die  Primzahl  q  ist,  wie  im  §.  169  nachgewiesen,  mit  der 
(f  (m)*^^  Potenz  einer  in  Sl^,  existirenden  Primzahl  6=1  —  r 
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associirt.  Ist  also  ö'^  die  in  «  enthaltene  Potenz  von  ö,  so 
setzen  wir 

worin  co'  mit  der  Primzahl  q  theilerfremd  ist.  Die  Bildung  der 
Norm  ergiebt  nach  2. 

worin  b  eine  rationale  Zahl  ist,  die  in  einfachster  Gestalt  die 
Primzahl  q  weder  im  Zähler  noch  im  Nenner  enthält.  Daraus 
ergiebt  sich  aber,  dass  Tc  durch  m  theilbar  sein  muss,  und  daraus 
das  erste  Resultat: 

3.    Der  Exponent   der  in   c?   enthaltenen   Primzahl  6 
ist  immer  durch  m  theilbar. 

Es  sei  nun  ferner  ^  eine  von  q  verschiedene  Primzahl  und 
pt  ein  Primfactor  von  p  im  Körper  Sl^.  Wir  lassen  J  die  im 
§.  172  in  den  verschiedenen  Fällen  näher  bestimmte  Zahlenreihe 
Ii7  l2i  •  •  -1  le  durchlaufen,  so  dass 

(3)  P  =  Pi.\>h'"^h 

witd,  und  nehmen  an,  es  sei  ptl  die  in  co  enthaltene  Potenz 
von  pi.  Die  in  con  enthaltene  Potenz  von  pnt  ist  dann  p^t,  und 
wenn  wir  n'  aus  der  Congruenz 

(4)  .  n  n'  ^  l  (mod  m) 

bestimmen,  so  ist  p?"'!  die  in  o?«  enthaltene  Potenz  von  pt.  Dem- 
nach ist  in 

(5)  ^n^^i    ^i®   Potenz   p" \^ ~ ''■"'. ^ 

enthalten,  und  wegen  1.  muss  der  Exponent  dieser  Potenz  durch 
m  theilbar  sein. 

Wir  erhalten  also  für  jedes  durch  q  nicht  theilbare  n  die 
Congruenz 

(6)  nhi  ^  Icn't  (mod  »w), 

in  der  wir  nun  auch  |  durch  n^  ersetzen  können,  wodurch  sich 

(7)  Ol  'knt  ^  ^t    (mod  w) 

ergiebt.  Nehmen  wir  hierin  |  =  1  und  setzen  dann  |,  |'  für  n^  n' 
und  Ä:  für  A'i,  so  folgt  aus  (7) 

(8)  Z;.  =  i'l  (mod  m), 

worin  nun  A"  für  alle  J  denselben  Werth  hat  und  |,  |'  durch 
die  Congruenz 

I  r  =  1  (mod  m) 
zusammenhängen. 
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Nehmen  wir  n  =  _p  an,  so  wird  ^j^^  =  pt  (§.  172),  also  ist 
auch  \t  =  Ä|,  und  aus  (7)  und  (8)  folgt: 
(9)  Je  {p  —  1)  =  0  (mod  m). 

Hieraus  ergeben  sich  nun  wichtige  Folgerungen:  Wenn  zu- 
nächst p — 1  nicht  durch  q  theilbar  ist,  so  folgt,  dass  Ic  durch  m 
theilbar  sein  muss,  und  wir  haben  also  den  Satz: 

4.  Die  Primfactoren  einer  Primzahl  j),  die  nach 
dem  Modul  q  nicht  mit  1  congruent  ist,  sind 
in  (o  nur  in  solchen  Potenzen  enthalten,  deren 
Exponenten   durch   ni  theilbar  sind. 

Wenn  in  dem  Falle,  wo  m  eine  Potenz  von  2  ist,  j9  —  1 
durch  2 ,  aber  nicht  durch  4  theilbar  ist ,  wenn  also  p  ^  —  1 
(mod  4)  ist,  so  folgt  aus  (9)  nur,  dass  h  durch  |  m,  nicht  aber, 
dass  Ic  durch  m  theilbar  ist.  Der  Exponent  der  in  a  enthaltenen 
Potenz  von  pt  ist,  von  Vielfachen  von  m  abgesehen,  gleich  h^ 
und  wenn  k  durch  m  theilbar  ist,  so  ist  alles  wie  im  Falle  4. 
Ist  aber  h  nur  durch  |m,  nicht  durch  m  theilbar,  also 

k  ^  Im  (mod  m), 
so  ist  ^  ^  I  m  durch  m  theilbar,  und  wir  können  mit  Rücksicht 
auf  die  Zerlegung  (3)  den  Satz  so  formuliren: 

5.  Ist  m  eine  Potenz  von  2  und  p  eine  Primzahl 
congruent  mit  —  1  nach  dem  Modul  4,  so  lässt 
sich  der  Exponent  h  so  bestimmen,  dass  alle 
Primfactoren  von  p  in 

CO  V7~^'" 
nur  zu  solchen  Potenzen  enthalten  sind,  deren 
Exponent  durch  ni  theilbar  ist. 

Es  sei  endlich  p  —  1  durch  g,  oder,  falls  m  gerade  ist,  durch 
4  theilbar.  Ist  mj  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  m 
und  p  —  1,  und  ist 

m  =  Ml  ma , 

so  muss  Je  nach  (9)  durch  ^2  theilbar  sein,  und  wenn  wir 

Je  z=  h  m2 
setzen,  so  ist  in  co  nach  (8)  das  Product  enthalten: 

(10)  (n  plr^^'^- 

Ausserdem  kommen  in  co  die  Primfactoren  pt  nur  noch  in  solchen 
Potenzen  vor,  deren  Exponenten  durch  m  theilbar  sind. 
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In  diesem  Falle  durchläuft  nun  |  nach  §.  172,  III  ein  volles 
System  durch  q  nicht  theilbarer  Reste  nach  dem  Modul  m-^^  und 
wir  können  in  (10)  unter  |'  die  kleinste  positive  Lösung  der 
Congruenz 

II'  =  1  (mod  m{) 

verstehen,  weil,  wenn  wir  die  Exponenten  |'  in  (10)  nach  dem 
Modul  Wi  verändern,  nur  m^^  Potenzen  der  Primfactoren  p  hinzu- 
treten. 

Dann  können  wir  auf  das  Product  (10)  das  Kummer'sche 
Theorem  [§.  174,  (16)]  anwenden,  indem  wir  dort  m  durch  m-^ 
ersetzen,  und  erhalten,  wenn  wir  unter  r-^  =  r'"2  eine  m-^^^  Ein- 
heitswurzel, unter  den  r]  gewisse  Perioden  der  p^^^  Einheits- 
wurzeln verstehen:  ^ 

n  pf  =  (n,  ny\ 

und  folglich 

(11)  (fl  p!>"^  =  (n,  riy- 
Demnach  haben  wir  das  Theorem: 

6.  Ist  p  eine  Primzahl  undjj)  —  1  durch  g,  oder, 
wenn  g  =  2  ist,  durch  4  theilbar,  so  lässt  sich 
der  positive  Exponent  li  so  bestimmen,  dass 
die  in  *ß„j  enthaltene  Zahl 

CO  (ri,  7^)-^'» 
die  Primfactoren  von  p  nur  zu  solchen  Potenzen 
enthält,  deren  Exponent  durch  m  theilbar  ist. 

Es  ist  jetzt  auch  nicht  mehr  nöthig,  den  Satz  5.  von  dem 
Satze  6.  zu  unterscheiden;  denn  für  lUi  =  2  geht  6.  in  5.  über, 
weil  dann  r^  =  —  1  wird,  und  nach  Bd.  I,  §.  171 

(ri,  rjy-  =  (-  1,  riy-  =  Vp'" 
ist  1). 

Fassen  wir  das  Ergebniss  der  Sätze  3.  bis  6.  in  eine  Formel 
zusammen,  so  ergiebt  sich,  wenn  e  ein  Einheitsfunctional,  cp  irgend 
ein  Functional  des  Körpers  Sl^  bedeutet,  und  p  eine  Reihe  von 
Primzahlen  durchläuft,  die  congruent  mit  1  nach  dem  Modul  q  sind, 
worunter  dieselbe  Primzahl  p  auch  mehrmals  vorkommen  kann, 

p 

(12)  ö  =  (r,  XqY'  =  s  g?'»  fl  (^"'S  ^)'". 


1)  In  des  Verfassers  Abhandlung  in  Bd.  8  der  Acta  mathematica  ist  es 
versäumt,  den  Fall  des  Satzes  5.  besonders  hervorzuheben. 

Weber,  Algebra.    II.  42 
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Die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Resolventen  der  Kreis- 
theilung  (r"^2,  rj)  sind  Kreistheilungszalilen  in  einem  höheren 
Körper.  Ihre  m*®^  Potenzen  sind  aber  im  Körper  Sl^  enthaltene 
Zahlen,  die  durch  die  Substitution  (r,  r")  in 

Übergehen.     Ebenso  sind  die  Verbindungen 

(13)  (jnm^^  ^yi   (^ms^   ,yjjn 

im  Körper  Sl^  enthalten  [§.  174,  (9),  (11)].  Diese  Resolventen 
sind  specielle  Fälle  der  allgemeinen  Resolvente  (r,  x^).  Aus  (12) 
erhalten  wir,  wenn  wir  mit  g)„,  £„  die  conjugirten  Functionale  zu 
(p  und  £  bezeichnen 

(14)  03,  =  e^cp^  n  (r-^n^  ,2^. 

Diese  Formel  lehrt  uns  die  wichtigsten  Eigenschaften  der 
Functionale  cpn  und  s^  kennen,  zunächst: 

7.  Die  Functionale  (p^  sind  mit  Zahlen  des  Kör- 
pers Slrn  associirt,  gehören  also  der  Hauptclasse 
an  (§.  152). 

Nach  1.  ist  ct);^^  «^  =  w"^  die  m*^  Potenz  einer  Zahl  Sl^-    Da 
auch  die  Verbindungen  (13)  Zahlen  in  ^,n  sind,  so  können  wir 
p  ^ 

setzen,  und  erhalten  aus  (14) 

worin  /3  eine  Zahl  in  ^^  ist. 

Daraus  geht  hervor,  dass  das  Product 

ß  cpn  (PT""  =  ^ 
ein  Einheitsfunctional   des  Körpers  Sl,n  ist,  und  daraus  ergeben 
sich  für   die  Functionale  cpn  und   die   Einheitsfunctionale  f„   die 
folgenden  beiden  Sätze: 

8.  Die  conjugirten  Functionale  <pn  haben  die  Eigen- 
schaft, dass  alle  Producte 

der  Hauptclasse  angehören. 

9.  Die  Einheitsfunctionale  £„  haben  die  Eigen- 
schaft,  dass    die   Producte 

m*^  Potenzen  von   Einheitsfunctionalen  sind. 
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Es  kommt  nun  für  den  Beweis  des  Haupttheorems  I.  alles 
auf  den  Beweis  der  beiden  Sätze  an,  die  aus  den  Eigenschaften 
der  Functionale  cp  und  £  zu  folgern  sind: 

A.  Die  Functionale  cpn  gehören  der  Hauptclasse  an. 

Können  wir  dieses  Lemma  voraussetzen,  so  ist  cpn  mit  einer 
Zahl  «„  associirt,  und  wir  können  die  Formel  (14)  mit  etwas 
veränderter  Bedeutung  von  £„  so  darstellen : 

(15)  co^  =  s^a^  U  (r«'2",  t?)'». 

In  dieser  Formel  ist  aber  £„  eine  numerische  Einheit 
des  Körpers  Sl^^  die  dem  Satze  9.  genügt. 

Können  wir  also  aus  dem  Satze  9.  noch  das  zweite  Lemma 
beweisen : 

B.  Eine  numerische  Einheit  £„  des  Körpers  iß,„,  die 
dem  Satze  9.  genügt,  ist  die  m*®  Potenz  einer 
Einheit  in  ß,„,  multiplicirt  mit  einer  Potenz 
von  r; 

so  können  wir  in  (15)  die  m*®  Wurzel  ziehen,  und  erhalten,  wenn 
mit  Q  eine  Einheitswurzel  von  möglicherweise  höherem  Grade 
als  m  und  mit  a  eine  Zahl  des  Körpers  Sl^n  bezeichnet  wird: 

(16)  (r,  Xo)=  Qcc  U  (r"%  r}% 

wo  nun  rechts  lauter  Kreistheilungszahlen  stehen  und  wodurch 
daher  das  Theorem  I.  erwiesen  ist. 

g.  182. 
Beweis  des  ersten   Hülfssatzes  für  ein   ungerades  m. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  den  Beweis  des  Theo- 
rems I.  von  zwei  Hülfssätzen  abhängig  gemacht,  deren  Beweis 
nun  ferner  zu  suchen  ist. 

W^ir  formuliren  den  ersten  dieser  Hülfssätze  so: 
a)    Ist    cpn   ein   System   von   Null   verschiedener    con- 
jugirter  Functionale  des  Körpers  Sl„i^  von  denen 
bekannt  ist,  dass 

der    Hauptclasse    angehören,    so    gehören    die 
Functionale  cp  selbst  der  Hauptclasse  an. 

42* 
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Der  Satz  wird  bewiesen  sein,  wenn  von  irgend  einer  Potenz 
(p^  von  9,  deren  Exponent  nicht  durch  q  theilbar  ist,  bewiesen 
werden  kann,  dass  sie  der  Hauptclasse  angehört.  Denn  sind  w,  ß 
Zahlen  in  Sl^  und  ist 

9"^  =  s'  w,     cp^  =  b"  /3, 
so  können  wir  die  ganzen  rationalen  Zahlen  rr,  ij  so  bestimmen,  dass 

mx  -\-  Izy  ■:^  1 
wird,  und  dann  wird 

(p  =  (p^^^  q)^y  =  a'"  a'^ßy^ 

also  ist  auch,  wenn  b\  a'\  b'"  Einheiten  sind,  (p  selbst  mit  einer 
Zahl  associirt. 

Nach  dem  heutigen  Stande  der  Sache  ist  der  Beweis  für 
ein  gerades  m  auf  einem  ganz  anderen  Wege  zu  führen,  als  für 
ein  ungerades,  und  wir  beschäftigen  uns  also  zunächst  mit  dem 
leichteren  Falle  des  ungeraden  m  i). 

Die  in  a)  über  g)„  gemachten  Voraussetzungen  können  wir, 
wenn  w,  ß  wieder  irgend  welche  Zahlen  des  Körpers  <ß„i  und 
B  Einheitsfunctionale  bedeuten,  durch  die  beiden  Formeln  aus- 
drücken : 

(1)  C  =  ^ft 

(2)  CPn    —   BCC  (p^. 

Wir  werden  nun  die  Aufgabe  schrittweise  lösen. 

Ist  zunächst,  wie  früher,  ö  der  in  q  enthaltene  Primfactor, 
der  eine  in  ^^^  existirende  Zahl  ist,  und  6^  die  in  (p  enthaltene 
Potenz  von  ö,  so  setzen  wir 

(3)  qp  =  ö'^i^, 

worin  ip  ein  zu  q  theilerfremdes  Functional  bedeutet,  das  den- 
selben Bedingungen  (1),  (2)  wie  (p  genügt,  und  wenn  eines  von 
beiden  in  die  Hauptclasse  gehört,  so  gilt  das  auch  vom  anderen. 
Der  Satz  a)  braucht  also  nur  noch  unter  der  Voraussetzung 
bewiesen  zu  werden,  dass  (p  theilerfremd  zu  g  ist. 

Es  sei  nun  p  eine  von  q  verschiedene  Primzahl,  die  in 
Primfactoren  zerlegt  den  Ausdruck  hat: 

(4)  i)  =  np5, 


1)  Vgl.  übrigens  den  neuen  Beweis  von  Hubert,   bei  dem  der  Unter- 
schied zwischen  geradem  und  ungeradem  m  weit  mehr  zurücktritt  (S.  648). 
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worin  |  die  in  §.  172  näher  bestimmte  Zahlenreihe  durchläuft. 
Es  möge  pt'^  die  in  cp  enthaltene  Potenz  von  p^  sein,  so  dass, 
wenn  wir  i 

setzen,  %  theilerfrerad  zu  p  und  mit  keinen  anderen  Primzahlen 
verwandt  ist  (s.  den  Schluss  von  §.  173),  als  cp  selbst.  Daraus 
ergiebt  sich 

(5)  cpn  =  In  ri  P^|, 

und  hierin  lassen  wir  n  abermals  die  Reihe  der  Zahlen  |  durch- 
laufen.    Setzen  wir  noch 

so  ist  auch  i\)  theilerfremd  zu  p  und  mit  keinen  anderen  Prim- 
zahlen verwandt  als  9,  und  wir  erhalten  aus  (5)  mit  Benutzung 
von  (4): 

(6)  n9.^  =  ^/^s 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  das  Functional  t/;  denselben  beiden 
Bedingungen  (1),  (2)  genügt,  wie  g?. 

Es  zeigt  sich  ferner,  dass,  wenn  die  cpi  in  der  Hauptclasse 
liegen,  auch  1/^  in  der  Hauptclasse  enthalten  ist. 

Wenn  aber  p  —  1  nicht  durch  g  theilbar  ist,  so  können  wir 
auch  das  Umgekehrte  schliessen. 

Denn  nach  (2)  ist  g?w  äquivalent  mit  9)^  und  folglich  ist: 

11  91  äquivalent  9)-^^, 
äquivalent  t^, 

und  wenn  t^»  mit  einer  Zahl  associirt  ist,  so  gilt  dasselbe 
von  9»-^^.  Nach  dem  Satze  §.  172  ist  aber,  wenn  p  —  1  nicht 
durch  q^  theilbar  ist,  2J  |  auch  nicht  durch  ^  theilbar,  und  folg- 
lich ist  auch  9?  selbst  in  der  Hauptclasse  enthalten. 

Diese  Betrachtung  können  wir  nun,  wenn  1^  noch  mit 
weiteren  Primzahlen,  die  nach  dem  Modul  g  nicht  mit  1  con- 
gruent  sind,  verwandt  ist,  wiederholen,  und  kommen  so  zu  dem 
Satze : 

Der  Satz  a)  ist  allgemein  bewiesen,  wenn  er 
unter  der  Voraussetzung  bewiesen  werden  kann, 
dass  (f  nur  mit  solchen  Primzahlen  verwandt  ist, 
die  nach  dem  Modul  q  mit  1  congruent  sind. 


662  Zweiundzwanzigster    Abschnitt.  §.  182. 

Machen  wir  diese  Voraussetzung  über  die  Functionale  qp^,  so 
können  wir  das  Kummer' sehe  Theorem  in  der  Fassung  des 
§.  174,  3.  anwenden. 

Wir  bezeichnen  in  der  Folge  mit  8  Einheitsfunctionale ,  auf 
deren  genauere  Kenntniss  nichts  ankommt,  und  setzen 

(7)  0„=-.h^i,  =  e»':, 

wenn  t  die  durch  q  nicht  theilbaren  Reste  von  m,  die  kleiner 
als  m  sind,  durchläuft,  und  t'  durch  tt'  ^  1  (mod  m)  bestimmt 
ist.  Dann  ist  d^n  eine  Kreistheilungszahl  in  einem  höheren 
Körper,  deren  m*®  Potenz  in  ß^  enthalten  ist  und  die  der  zweiten 
Bedingung  genügt,  dass 

(8)  ^-'  ^r  =  « 

eine  Zahl  des  Körpers  Sl^i  ist. 

Wir  führen  nun  ein  vielfach  gebrauchtes  Zeichen  ein,  indem 
wir  unter  E  (x)  die  grösste  ganze  Zahl  verstehen ,  die  in  der 
reellen  Zahl  x  enthalten  ist,  und  unter  (x)  den  Rest,  der  stets 
ein  echter  Bruch  ist,  und,  wenn  x  selbst  eine  ganze  Zahl  sein 
sollte,  gleich  Null  zu  setzen  ist.     Dann  ist 

(9)  x  =  JE{x)  +  (x). 

Ist  X  eine  ganze  Zahl,  so  ist  nach  dieser  Bezeichnungsweise 


m 


\mj 


auch  eine  ganze  Zahl,  und  zwar  der  kleinste  positive  Rest  der 
Theilung  von  x  durch  m. 

In  der  Formel  (7)  ist  der  Index  der  Functionale  (p  nur 
nach  dem  Modul  m  bestimmt.  Der  Exponent  aber  ist  auf  seinen 
kleinsten  Rest  nach  dem  Modul  m  reducirt.  Ersetzen  wir  also 
in  (7)  den  Index  t'  durch  n'  t\  so  muss  t  durch  den  Rest  der 
Division  von  n  t  durch  m,  d.  h.  [nach  (9)]  durch 


m 

©  =  •'- 

-,.^g) 

ersetzt  werden. 

und 

wir  können  setzen 

^n 

=  n  ff-" 

m 

=  sC, 

andererseits  ist 

^1  =  n  <f\- 

=    6 

»T, 
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also  nach  (8) 

(10)  ^?  On'  =  n  9^"^&0  =  e  «-. 

Hiernach  ist  der  Quotient 

n  (pf,  o^y 


a 

ein  Einheitsfunctional ,  und  da  er  zugleich  die  ?h*®  Potenz  eines 
Functionals  in  5i,»  ist,  so  ist  die  Basis  dieser  Potenz  auch  eine 
Einheit,  d.  h.  es  ist 

n    (pf,   Vm^    r=r    £  a, 

und  es  gehört  dies  Product  der  Hauptclasse  an.  Nun  ist  aber 
nach  unserer  Voraussetzung 

(pt>   äquivalent   mit   (p*\ 
und  daher  ist 

n  (p^,  v»»/   äquivalent  mit   cp         \mj^ 

und  dies  gilt  für  jedes  beliebige  durch  q  nicht  theilbare  n. 

Können    wir   also    nachweisen,    dass   sich    n    so   bestimmen 
lässt,  dass  auch  die  Summe 


durch  q  nicht  theilbar  ist,  so  haben  wir  das  Theorem  a)  be- 
wiesen. 

Wir  wollen  zunächst  eine  Umformung  der  Summe  Sn  vor- 
nehmen, durch  die  die  Frage  auf  den  weit  einfacheren  Fall 
zurückgeführt  wird,  in  dem  m  eine  Primzahl  ist. 

Wir  setzen,  wenn  m  eine  höhere  als  die  erste  Potenz  von 
q  ist, 

m  =  qm',      t  =  t,+qt„      lZo,l'.V',l'Z\. 

Darin  ist  m'  noch  eine  Potenz  von  g,  der  Summations- 
buchstabe  ti  durchläuft  die  Zahlenreihe  1,  2,  .  .  .,  g  —  1,  und  ^2 
die  Zahlenreihe  0,  1,  2,  .  .  .,  m'  —  1.  Wir  bestimmen  t{  aus  der 
Congruenz 

t^ti  ^  1  (mod  q) 

und  erhalten 

t'  ^  t[  (mod  q). 


664  Zweiundzwanzigster   Abschnitt.  §.  182. 

Es  ist  dann 

(H)      S.  =  iifE(^^U^2^0  +  ^(r.o,,>. 

Wir  nehmen  jetzt  n  <q  an,   also  auch  n  t^^  <  m,   so  dass 
nti  :  m  ein  echter  Bruch  ist.     Dann  ist 

\m'     '     m  /  \  m' ) 

b)  oder  =^(^)+l, 

und  zwar  tritt  der  Fall  b)  nur  dann  ein,  wenn  zwischen 

— f   und   — f  -\ - 

m  m  m 

eine  ganze  Zahl  liegt.  Dies  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn 
der  Unterschied  zwischen  n  t^  :  m'  und  der  nächst  grösseren 
ganzen  Zahl  kleiner  als  nti  :  m  ist,  also  wenn 

(12)  e('^]  +  i-^<:^. 

\m  J    ^  mm 

Lassen  wir  in  dem  Ausdrucke  auf  der  linken  Seite  von  (12) 

(13)  eC^^  +  I-"^ 

\  m  J    '  m 

^2  alle  seine  Werthe  durchlaufen,  so  erhalten  wir  lauter  positive, 
die  Einheit  nicht  übersteigende  rationale  Brüche  mit  dem 
Nenner  m\  von  denen  keine  zwei  einander  gleich  sind.  Denn 
wären   zwei   der   Werthe,   die   aus  (13)    durch   Substitution   von 

^2,  tl  für  ^2  entstehen,  einander  gleich,  so  müsste  -, — ~ 


eine 
m 


ganze  Zahl  sein,  was,  da  n  relativ  prim  zu  m'  und  t^  —  tl  kleiner 
als  m'  ist,  nicht  sein  kann.  Die  Ausdrücke  (13)  durchlaufen 
daher  in  irgend  einer  Reihenfolge  die  Zahlenwerthe 

ru^  J_     ^  m'  —  l 

^     ^  m"  m"  '  '  *'       m'     '     ' 

und  wenn  a  einen  beliebigen  positiven  Bruch  bedeutet,  so  ist 
E  (m'a)  die  Anzahl  der  Zahlen  der  Reihe  (14),  die  nicht  grösser 
als  a  sind.     Nach  (12)  ist  daher  die  Anzahl  der  Werthe  von  ^2? 

für  die  der  Fall  b)  eintritt,  gleich  E  (—),  und  es  ergiebt  sich 

^e('^  +  ^)  =  ^e(^)  +  e('^). 

\m'     ^     m  J  \m,  J    ^        \  g.  J 
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Um  Sn  zu  bilden,  multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  t[  und 
summiren.     Dadurch  ergiebt  sich 

Darin  ist  nun  Z  ^i  =  !!l  ^i  ^  0  (mod  g),  weil  die  ti  paar- 
weise die  Summe  q  ergeben,  und  es  folgt: 

(15)  S„  =  inE  (^^)  (mod  2). 

Die  Summe,  die  hier  auf  der  rechten  Seite  steht,  ist  ebenso 
gebildet,  wie  Sn  selbst  in  dem  Falle,  wo  ni  eine  Primzahl  ist. 
Für  diesen  Fall  ergiebt  sich  aber 

und  daraus  durch  Addition 

und  dabei  kann  die  Summe  der  beiden  positiven  echten  Brüche, 
die   doch   eine   ganze  Zahl   sein  muss,  nur  den  Werth  1   haben. 


Es  folgt  also 


und   daraus    durch   Multiplication   mit   ti   und    Summation   über 
alle  Werth e  von  f^  von  1  bis  q  —  1 

I  ti  £  (^)  +  V  fi  E  (^^^-^)  ^  -  1  (mod  2). 

Folglich  können  sicher  nicht  beide  Summen  auf  der  linken 
Seite  durch  q  theilbar  sein.  Dann  zeigt  der  Ausdruck  (15), 
dass  von  den  beiden  Summen  Sn  und  Sq-n  gewiss  eine  durch  q 
untheilbar  ist. 

Dies  aber  war  zu  beweisen. 
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§.  183. 
Beweis  des  zweiten  Hülfssatzes  für  ein  ungerades  m. 

Das  zweite  Lemma,  was  nach  §.  181   noch  zu  beweisen  ist, 
ist  folgendes: 

2.  Ist  £n  ein  System  conjugirter  numerischer  Ein- 
heiten des  Körpers  Sl^^  das  der  Bedingung 
genügt,  dass 

(1)  «„«r"  =  s"' 

die  m*®  Potenz  einer  Einheit  in  Sl^  ist,  so  sind 
die  Sn  selbst  m^^  Potenzen  von  Einheiten  in 
Slmi  multiplicirt  mit  einer  Einheitswurzel  der 
Form  r"^ 
Auch  dieser  Beweis  ist  für  den  Fall  eines  ungeraden  m  ganz 
elementar.     Wir  betrachten  daher  hier  zunächst  diesen  Fall. 

Nach  §.  178,  1.  können  wir  jede  Einheit  des  Körpers  Sl^i  in 
der  Form  darstellen: 

(2)  £=:±r^a  (r),       8n  =  ±  T^^  &  (f"), 

worin  Q(r)   eine   reelle  Einheit   des   Körpers   ^m  ist.     Es 
genügt  also  &{r)  der  Bedingung 

(3)  S(r)  =  S(r-'), 
woraus  sich  nach  (2)  ergiebt: 

(4)  £i£_i==(g(r)2; 

aus  (1)  aber  findet  sich,  wenn  man  n  ^  —  1  setzt, 

d.  h.  die  linke  Seite  von  (4)  ist  die  m*^  Potenz  einer  Einheit  in 
Slm^  und  es  ist  also  auch 

(5)  <g(r)2  =  <g- 

die  m*^  Potenz  einer  solchen  Einheit. 

Da  nun  m  ungerade  ist,  so  lässt  sich  die   ganze  rationale 
Zahl  X  so  bestimmen,  dass 

(6)  2  ^  +  m  =  1 
wird,  und  daraus  folgt 


§.  184.  Fall  eines   geraden  m.  667 

Wenn  wir  also  nach  (5) 

&-a(r)  =  e(r) 
setzen,  so  folgt 

(7)  &(r)  =  e(ry\ 

Durch  (7)  ist  aber  der  Satz  2.  bewiesen  und  damit  zugleich 
für  ein  ungerades  m  das  ganze  Theorem  L 

Auch  dieser  Schluss  versagt  für  ein  gerades  m^  weil  dann 
die  Gleichung  (6)  nicht  mehr  lösbar  ist. 

§•  184. 
Vorläufiges  über  den  Fall  eines  geraden  m. 

Für  den  Fall,  dass  m  eine  Potenz  von  2  ist,  schlagen  wir 
einen  ganz  anderen  Weg  ein,  über  den  hier  zunächst  einige  vor- 
läufige Bemerkungen  Platz  finden  mögen. 

Wir  haben  schon  im  §.  182  gesehen,  dass  das  erste  Lemma 
bewiesen  ist,  wenn  wir  nachweisen  können,  dass  irgend  eine 
Potenz  von  cp ,  deren  Exponent  nicht  durch  q  theilbar  ist,  zur 
Hauptclasse  gehört.  Dabei  ist  von  den  beiden  Eigenschaften  des 
Functionals  qp  nur  die  erste  benutzt,  dass  die  ni^^  Potenz  von  (p 
in  der  Hauptclasse  enthalten  ist. 

Nun  kennen  wir  nach  den  allgemeinen  Sätzen  in  §.  154  in 
jedem  Körper  einen  Exponenten  /i,  nämlich  die  Anzahl  der 
Idealclassen ,  für  den  9^*  zur  Hauptclasse  gehört,  wenn  q)  ein 
beliebiges  Functional  in  diesem  Körper  ist. 

Wenn  wir  also  beweisen  können,  dass  die  Classenzahl  h 
im  Körper  ß„i,  wenn  m  eine  Potenz  von  2  ist,  eine 
ungerade  Zahl  ist,  so  ist  damit  ohne  alles  Weitere  das 
Lemma  1.  bewiesen. 

Dies  soll  das  Ziel  unserer  Betrachtungen  in  den  nächsten 
Abschnitten  sein. 

In  Bezug  auf  das  zweite  Lemma  liegt  die  Sache  ähnlich. 
Hier  kann  man  aus  den  Voraussetzungen  in  §.  183,  2.  ganz  wie 
oben  die  Formel  §.  183,  (5)  herleiten,  aus  der  aber  nur  zu 
schliessen  ist,  dass  <g(r)  die  |?>i*^  Potenz  einer  reellen  Einheit 
e(r)  ist. 

Nehmen  wir  also  das  erste  Lemma  als  bewiesen  an,  so  ergiebt 
die  Formel  §.  181,  (14): 


(1)  (r",  ^0)  =  9n  Ve{r^)  ccnH  (r-^^^,  ri), 
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worin  p„  eine  Einheitswurzel  vom  Grade  m^,  und  a„  eine  Zahl 
in  Sl^n  ist,  und  es  wäre  noch  zu  beweisen,  dass  e{r^)  das  Qua- 
drat einer  Einheit  in  ^m  ist. 

Da  e{r)  eine  reelle  Einheit  ist,  so  ist 

(2)  e(r»)  =  e(r-"), 

und  wir  wollen  noch  festsetzen,  dass  das  Vorzeichen  der  Wurzel 
so  bestimmt  sei  (was  wir  bei  passender  Annahme  über  Qn  immer 
annehmen  können),  dass 

(3)  Ve(r^)  =  Ve(r-"). 

Das  Product  (r",  x^)  (r~**,  Xq)  ist  nach  der  Voraussetzung 
eine  Zahl  des  Körpers  Sl^n-,  die  sich  durch  die  Substitution 
(r,  r~i)  nicht  ändert,  d.  h.  eine  reelle  Zahl.  Ferner  ist  nach 
§.  174,  (5) 

also  gleichfalls  reell.  Ebenso  ist  w^w-«  reell,  und  daraus  ergiebt 
sich  nach  (1),  dass 

eine  reelle  Zahl  ist,  die,  weil  sie  eine  Einheitswurzel  ist,  nur 
=  ih  1  sein  kann. 

Nun  können  wir  in  der  hieraus  für  n  =  1  sich  ergebenden 
Gleichung 

(r,  ^o)  (^~S  ^o)  =  ±e{r)  Wi  w_i  TT  (±  p) 

jede  Substitution  (r,  r")  ausführen,  woraus  hervorgeht,  dass  das 
Zeichen  von  p„  ^_„  von  n  unabhängig  ist,  dass  also 

(4)  9„  ^_„    —    Q^Q_^    =   ±\ 

ist.     Nun  leiten  wir  aus  (1)  weiter  her: 

und  die  rechte  Seite  ist  eine  Zahl  des  Körpers  *ß^.  Die  linke 
Seite  zeigt  aber,  dass  es  eine  Einheit  ist,  und  wir  können  dem- 
nach, wenn  Q,{r)  eine  reelle  Einheit  bedeutet, 

(6)  Qn  9T'  V^  V^-"  =  r^a  (r) 

setzen.  Substituiren  wir  diesen  Werth  in  die  Formel  (5)  und 
machen  die  Substitution  (r,  r— ^),  so  ergiebt  sich 

(7)  Q_n QZl  Ve^)  V^~"  =  r-^ & (rj, 
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und  durch  Multiplicatiou  von  (6)  und  (7)  mit  Rücksicht  auf  (4) 

(8)  e(r»)  e(r)-"  =  <g(r)^. 

In  unseren  Betrachtungen  über  die  Classenzahl  wird  sich 
noch  der  Satz  ergeben: 

Eine  Einheit  e  (r)  des  reellen  Körpers  i?„i,  die 
mit  allen  ihren  Conjugirten  positiv  ist,  ist 
das  Quadrat  einer  Einheit  im  Körper  Hm- 

Die  Formel  (8)  zeigt  aber,  dass  der  Einheit  ±  e  (r)  diese 
Eigenschaft  zukommt ,  und  dass  daher  e  (r)  (da  auch  —  1  =  i- 
das  Quadrat  einer  Einheit  ist)  das  Quadrat  einer  Einheit  des 
Körpers  Sl,n  ist. 

Damit  ist  die  Frage  auf  den  Beweis  der  beiden  erwähnten 
Sätze  zurückgeführt,  der  sich  als  Schlussstein  einer  langen,  aber 
an  interessanten  Beziehungen  äusserst  reichen  Kette  von  Be- 
trachtungen ergiebt,  denen  die  nächsten  Abschnitte  gewidmet 
sein  sollen. 


Dreiundzwanzigster   Abschnitt. 


Classenzahl. 


§.  185. 
Der  Dirichlet'sche   Satz  über  die  Einheiten. 

Die  Untersuchungen  über  die  Anzahl  der  Idealclassen  in 
einem  algebraischen  Körper,  die  uns  nun  die  nothwendigen  Er- 
gänzungen der  Beweise  des  vorigen  Abschnittes  geben  sollen, 
bedienen  sich  der  Methoden,  die  Dirichlet  in  die  Zahlentheorie 
eingeführt  hat  i). 

Sie  sind  nicht  mehr  rein  algebraisch,  insofern-  dabei  auch 
transcendente  Functionen  und  Zahlen,  wie  der  natürliche  Loga- 
rithmus und  die  Zahl  %  vorkommen.  Auch  wird  von  Grenz- 
übergängen, wie  in  der  Integralrechnung,  Gebrauch  gemacht,  aus 
denen  wir  schon  in  §.  156   ein  schönes  Resultat  gezogen  haben. 

Die  Untersuchungen,  von  denen  wir  zunächst  zu  handeln 
haben,  sind  ganz  allgemein,  d.  h.  sie  gelten  für  jeden  alge- 
braischen Zahlkörper,  und  es  bietet  keinen  Vortheil  der  Einfach- 
heit, sie  auf  specielle  Körper,  wie  etwa  die  Kreistheilungskörper, 
zu  beschränken. 


^)  Dirichlet,  Recherches  sur  diverses  applications  de  l'analyse 
infinitesimale  a  la  theorie  des  nombres.  Cr  eile's  Journal,  Bd.  19,  21. 
Dirichlet' s  Werke,  Bd.  I  (1839,  1840).  {Hierher  gehören  übrigens  auch 
die  nachgelassenen  Abhandlungen  von  Gauss,  „De  nexu  inter  multitudinem 
classium  etc."  Gauss'  Werke,  Bd.  II.)  Die  Anwendung  dieser  Principien 
auf  die  Kreistheiluugszahlen  hat  zuerst  Kummer  gemacht  [Cr eile's 
Journal,  Bd.  35,  40  (1847,'  1850);  Liouville's  Journal,  Bd.  16  (1851)].  Die 
allgemeine  Theorie  der  Einheiten  ist  gleichfalls  von  Dirichlet  begründet 
[Dirichlet's  Werke,  Bd.  I,  S.  622,  633,  639  (1840,  1842,  1846)].  Die  all- 
gemeine Theorie  der  Einheiten  und  die  Bestimmung  der  Classenzahlen  hat 
Dedekind  gegeben:  Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahlen- 
theorie, 4.  Auflage,  §.  183  f.    Minkowski,  Geometrie  der  Zahlen. 
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Es  sei  also  Sl  ein  Körper  n^^^  Grades,  und 

(1)  P-l,   Sl,,   .   .   .,   i^n 

die  conjugirten  Körper.  Die  irreducible  Gleichung  n^^^  Grades, 
deren  Wurzeln  uns  diese  conjugirten  Körper  bestimmen,  wird 
im  Allgemeinen  sowohl  reelle  als  imaginäre  Wurzeln  haben,  von 
denen  aber  die  letzteren  immer  paarweise  vorkommen,  so  dass 
zu  jedem  imaginären  Körper  Sl^^^  ein  anderer  gehört,  dessen 
Zahlen  mit  denen  von  Sl^^'^  conjugirt  imaginär  sind,  der  also  aus 
Sl^'^  durch  die  Substitution  (i,  — i)  hervorgeht. 

Solche  imaginäre  Paare  fassen  wir  zu  einer  Einheit  zu- 
sammen und  bezeichnen  die  Anzahl  der  reellen  Körper  und 
der  Paare  imaginärer  Körper  der  Reihe  (1)  mit  v.  Sind 
alle  conjugirten  Körper  reell,  so  ist  n  =  v]  sind  sie  alle  ima- 
ginär, so  ist  n  :=  2v. 

Ausser  im  Falle  des  rationalen  Körpers  ist  v  nur  noch  in 
dem  Falle  eines  imaginären  quadratischen  Körpers  =  1.  Sonst 
ist  V  immer  grösser  als  1. 

Die  Anzahl  der  imaginären  Paare  ist  n  —  i',  und  die  Anzahl 
der  reellen  Körper  2v  —  n. 

In  der  Determinairte,  durch  die  in  §.  145  die  Quadratwurzel 
aus  der  Grundzahl,  VzJ^  definirt  ist,  vertauschen  sich  durch  die 
Substitution  (z,  — ^)  je  zwei  conjugirt  imaginäre  Reihen,  und  V^ 
wechselt  also  sein  Zeichen  dann,  wenn  diese  Zahl  ungerade  ist, 
sonst  nicht.  Im  ersten  Falle  ist  \^  imaginär,  im  zweiten  reell. 
Daraus  ergiebt  sich  also,  dass  die  Grundzahl  z/  des  Kör- 
pers iß  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  n  —  v 
gerade   oder  ungerade  ist. 

Behalten  wir  von  zwei  conjugirt  imaginären  Körpern  nur 
den  einen  bei,  so  ergiebt  sich  die  Reihe  der  conjugirten  Körper 

denen  wir  ein  Zeichensystem 

dl,  ^2,  .  .  .,  dy 
mit  der  Bestimmung  zuordnen,  dass  d«  =  1  sein  soll,  wenn  Slg 
reell,  und  =  2,  wenn  Sls  imaginär  ist,  also  27  d«  =  n. 

Es  möge  Yj  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  des  Körpers  Sl 
bedeuten  und 

die   conjugirten  Zahlen.     Diesem   Zahlensysteme   ordnen   wir   ein 
anderes  Zahlensystem  zu 
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das  wir  durch  die  Gleichung 

(2)  A,  =  d,  log|7?,| 

definiren,  worin  \rjs\  den  ahsoluten  Werth  von  rjs  und  log  \fjs\ 
den  reellen  natürlichen  Logarithmus  der  positiven  Zahl  |  r}s  \  be- 
deutet. Ist  Sls  reell  und  das  Zeichen  ±  so  gewählt,  dass  +  rjs 
positiv  ist,  so  ist 

ks  =  log  (±  fjs). 

Ist  aber  rjs,  rjs  ein  imaginäres  Paar,  so  ist 
Ks  =  log  rjs  rjs, 
und  zu    rjs  und  rjs  gehört   dasselbe   A^,   so  dass   die  Anzahl   der 
verschiedenen   A«  gleich  v  ist.     Aus   dieser  Bestimmung   ergiebt 
sich  noch 

(3)  h  +  f-^-l h  -Iv  =  log  N4^), 

wenn,  wie  früher,  Na  die  absolute  Norm  bedeutet. 

Die  Zahlen  A^,  Ag,  .  .  .,  A^  wollen  wir  die  conjugirten 
Logarithmen  der  Zahl  rj  nennen. 

Wenn  rj  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  Sl  ist,  so  ist  die 
absolute  Norm  eine  natürliche  Zahl,  die  nur  dann  =  1  ist, 
wenn  rj  eine  Einheit  ist,  und  daraus  folgt  nach  (3): 

1.  Die  Summe  der  conjugirten  Logarithmen  einer 
ganzen  Zahl  rj  ist  positiv,  und  nur  dann  gleich 
Null,  wenn  rj   eine   Einheit  ist. 

Bedeutet  «i,  «2,  .  .  .,  c?^  eine  Basis  der  ganzen  Zahlen  in  Sl 
(eine  Minimalbasis  von  Sl^  §.  145),  und  oji^«,  032,«,  .  .  .,  (JOn,s  für 
s  =  1,  2,  ,  .  .,  n  die  conjugirten  Zahlen,  so  lassen  sich  alle  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  Slg  in  der  Form  darstellen: 

(4)  rjs  =  X^  09i,s  -\-  X2  €02,8  +   •   •   •   -r  ^n  ön,s, 

mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  ^1,  r^g,  .  .  .,  a:„.  Die  Deter- 
minante dieses  Systemes 

^  i  ^1,1  ^2,2  •   •   .   G)n,n  =   y ^ 

ist  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  /i  des  Körpers,  und 
demnach  immer  von  Null  verschieden.  Demnach  lässt  sich  das 
System  (4)  nach  den  Unbekannten  x-^^  x^^  .  .  .^  Xn  auflösen,  und 
wenn  wir  nun  festsetzen,  dass  die  absoluten  Werthe  der  Zahlen 
rjs  nicht  über  eine  gewisse  Grenze  hinausgehen  sollen,  so  er- 
geben sich  aus  diesen  Auflösungen  Grenzen  für  die  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  Xi. 
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Diese  einfache  Bemerkung  liefert  uns  den  folgenden  wich- 
tigen Satz: 

2.  Es  giebt  in  einem  algebraischen  Körper  Sl  nur 
eine  endliche  Anzahl  ganzer  Zahlen  r]  von  der 
Beschaffenheit,  dass  die  absoluten  Werthe  der 
conjugirten  Zahlen  7]s  unter  einer  gegebenen 
Grenze  liegen. 

Wir  machen  jetzt  von  dem  allgemeinen  Satze  §.  155,  (25) 
Gebrauch,  nach  dem,  wenn  /(a\,  a;.,,  •  .  .,  ocn)  irgend  eine  posi- 
tive quadratische  Form  von  n  Variablen  mit  der  Deter- 
minante D  ist,  die  Variablen  cci  sich  als  ganze  rationale  Zahlen, 
nicht  alle  verschwindend,  so  bestimmen  lassen,  dass 


/  (o^i ,  rr2,  .  .  .,  ^«)  <  ^^  P  0,404  D, 
d.  h.  kleiner  als  eine  von  der  Determinante  I)  allein   abhängige 
Zahl  wird. 

Diesen  Satz  wenden  wir,   wie  im  §.  156,   auf  die  Form  an: 

worin   die    yjs   die   Linearformen   (4)   sind,    und   im    Falle    eines 
reellen  ris 

\ris\'  =  (nsy, 

im  Falle  eines  imaginären  Paares  t?«,  r^s 

Im  letzteren  Falle  ist  7}s  rj's  die  Summe  zweier  reeller  Qua- 
drate, und  demnach  ist,  wenn  die  Cs  reell  angenommen  werden, 
/  eine  positive  Form.  Wir  wollen  über  die  bis  jetzt  willkür- 
lichen reellen  Grössen  Cs  noch  festsetzen,  dass,  wenn  y]s^  rjs  ein 
conjugirt  imaginäres  Paar  bilden, 

(5)  G    =r    Cs 

sein  soll;  ausserdem  wollen  wir  die  Cs  noch  der  Bedingung  unter- 
werfen : 

(6)  Ci c 


1  ^2 


Cr 


Die  Determinante  der  Function  /  bilden  wir,  wie  im  §.  156, 
dadurch,  dass  wir  sie  zunächst  als  Form  der  Variablen  th'^2,  •••,'?n 
auffassen,  und  die  Determinante  dieser  Form  ist  wegen  (6) 
gleich  zb  1-  Die  Determinante  von  /  in  Bezug  auf  die  Variablen 
Xi  ist  also  (Bd.  I,  §.  56),  vom  Vorzeichen  abgesehen,  gleich  dem 

Weber,  Algebra.    II.  43 
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Quadrate  der  Determinante  der  Linearformen  tJs^  d.  h.  der  Grund- 
zahl des  Körpers  Sl. 

Daraus  folgt,  dass  man  eine  von  den  c«  unabhängige,  nur 
durch  den  Körper  Sl  bestimmte  Zahl  A  finden  kann,  von  der 
Art,  dass,  was  auch  die  Cs  sein  mögen,  /(.^i,  x^,  ...,  x„)  für  ganz- 
zahlige nicht  verschwindende  x  unter  Ä  heruntersinkt.  Da  /  die 
Summe  von  positiven  Summanden  ist,  so  gilt  dasselbe  von  jedem 
dieser  Summanden,  und  damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen : 

3.  Ist  Cs  ein  beliebiges,  den  Bedingungen  (5),  (6) 
genügendes  System  reeller  positiver  Zahlen,  so 
giebt  es  eine  durch  den  Körper  Sl  allein  be- 
stimmte reelle  Zahl  A  von  der  Art,  dass  man 
immer  eine  ganze  Zahl  r^  des  Körpers  Sl  be- 
stimmen kann,  die  mit  ihren  conjugirten  Zahlen 
rjs  den  Bedingungen  genügt 

(7)  \ris\<:CsA. 

Beiläufig  folgt  hieraus,  dass  man  in  jedem  algebraischen 
Körper  ß,  ausgenommen  dem  rationalen  und  dem  imaginären 
quadratischen,  von  Null  verschiedene  ganze  Zahlen  finden  kann, 
deren  absoluter  Werth  unter  jede  gegebene  Grenze  herunter- 
sinkt. 

Wir  wollen  den  Ausdruck  des  Satzes  3.  durch  Einführung 
der  conjugirten  Logarithmen  von  tj  etwas  umformen.  Wir  setzen 
log  A  =  h^  so  dass  1c  eine  durch  Sl  bestimmte  reelle  Zahl  ist,  ferner 

(8)  Cs=e'^, 

worin  u  eine  beliebige  reelle  Grösse  sein  kann,  und  die  Zahlen 
ys  wegen  (5)  und  (6)  der  Bedingung  genügen: 

(9)  7i  +  r2-\ ^rv  =  i'yi  =  0. 

l,v 

Da  überdies  ^s 

M  =  «^ 

ist,  so  folgt  aus  (7)  und  (8): 

(10)  Is  —  TsU  <h8s. 

Die  Summe  der  v  Ausdrücke  auf  der  linken  Seite  dieser 
Ungleichung  ist  wegen  (9)  gleich  V  A^,  also  nach  dem  Satze  1. 
nicht  negativ,  und  wir  finden 

s 

0  <  I  (As  —  ys'i^)  <  ^^. 
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Daraus  ergiebt  sich  wegen  (10),  dass  ein  Glied  dieser  Summe, 
As  —  ys'i^,  nicht  kleiner  sein  kann,  als  —  (n  —  ög)  ^,  weil  sonst 
die  Gesammtsumme  negativ  wäre,  und  wenn  wir  der  Einfachheit 
halber  die  untere  Grenze  noch  etwas  kleiner  nehmen 

(11)  —  nlvds  <  Is  —  7sit  <  hds. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  es  für  jedes  gegebene  System  der 
Zahlen  t(,  y^,  wenn  nur  die  Bedingung  (9)  erfüllt  ist,  eine  ganze 
Zahl  fj  des  Körpers  £1  giebt,  die  mit  ihren  conjugirten  Zahlen 
den  Grenzbedingungen  (11)  genügt. 

Es  sei  nun  ferner  gg  ein  System  reeller  Grössen,  von  dem 
wir  nur  verlangen,  dass 

von  Null  verschieden  sei.  Damit  ist  [nach  (9)]  ausgeschlossen, 
dass  alle  gs  einander  gleich  sind;  wenn  sie  aber  das  nicht  sind, 
so  werden  sich  zu  jedem  gegebenen  Systeme  der  gs  unendlich 
viele  Systeme  ys  bestimmen  lassen,  die  der  Forderung  (9) 
genügen. 

Wird  nun  Ic  ^  dggs  "=  g  gesetzt,  so  ergiebt  sich  aus  (11) 
durch  Multiplication  mit  gs  und  Summation 

(12)  —  ng  -\-  ccu  <  ^  gsK  <  9  -\-  olu. 

Nach  dieser  Grenzbedingung  bestimmen  wir  nun,  bei  fest- 
gehaltenen gs  und  a,  eine  Reihe  von  ganzen  Zahlen 

(13)  n,  n',  i',  V",  •  •  •, 

indem  wir  für  it  eine  Reihe  von  Annahmen  machen: 

it,  ii\  u'\  ti"\  .  .  ., 

die  folgendermaassen  näher  bestimmt  sind: 
Wir  wählen  u  zunächst  so,  dass 

—  ng  -{-  uu  =  a^     g  -\-  au  =  a' 

positiv  werden;  dann  setzen  wir 

^  ^  a'  —  a  ^  {n  +  l)  g 
a  a         ' 

und  setzen 

^'  =  ^^  _|-  ^,        u"  =  ii'  -f  d,        u'"  =  u"  4-  d,      .  .  ., 
a  -\-  ccd  =  a\    a'  -\-  ad  =  a",    a"  -\-  ad  =  a' 

43* 


in 

1   • 


a 

<2; 

9s 

h 

<a' 

a' 

<Z2J 

9s 

l's 

<a" 

a" 

<:2J 

9s 

K 
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und  erhalten  so  aus  (12),  wenn  A^,  Ai',  ...  die  conjugirten  Loga- 
rithmen von  ri\  ri'\  .  .  .  sind: 


(14) 


und  die  Reihe  dieser  Ungleichungen  lässt  sich  unbegrenzt  fort- 
setzen. 

Alle  diese  Zahlen  rj^  rj'  t/', ...  haben  überdies  nach  (G)  und  (7) 
die  Eigenschaft,  dass  ihre  absoluten  Normen  iV,  JV',  N'\  . . .  unter 
einer  bestimmten  endlichen  Grenze  e~'^"  bleiben. 

Die  Anzahl  der  möglichen  Werthe  von  N,  N\  iV",  ...  ist 
also  endlich,  nämlich  gewiss  nicht  grösser,  als  die  grösste  in  c^^ 
enthaltene  ganze  Zahl.  Ebenso  ist  die  Anzahl  aller  möglichen 
Reste  der  Zahlen  r^i,  it^gi  •  •  -i  ^n  [in  (4)]  nach  allen  Moduln 
N^  N\  iV",  .  .  .  nur  eine  endliche,  und  daraus  folgt,  dass,  wenn 
wir  die  Reihe  der  Zahlen  (13)  nur  weit  genug  fortsetzen,  in 
der  Reihe  zwei  verschiedene  Zalilen  i^W,  7}^^'>  auftreten 
müssen,  in  denen  N^^'>  =  N^^^  und  die  Reste  von  Xi^  x^^  ...,  Xn 
nach  dem  Modul  N^^'^  genau  dieselben  sind. 

Aus  (14)  aber  folgt,  wenn  h  :>  h  vorausgesetzt  wird: 

(16)  ■  2;  ^,  (Af  -  Af ')  >  0. 

Ist  N  die  absolute  Norm  dieser  beiden  Zahlen  r}^^\  ri^^\  so 
ist  wegen  der  üebereinstimmung  der  Reste  der  x  die  Differenz 
^(h)  —  i^(fe)  durch  N  theilbar.  Andererseits  ist  nach  §.  138  (13) 
die  Zahl  N  durch  i^W  theilbar,  und  folglich  ist  auch  i^('*>  —  rj^^^ 
durch  T^w  theilbar.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  auch  rj^^'>  durch 
t^W  und  ebenso  r}^^^  durch  rj^^^  theilbar  ist.  Beide  Zahlen  sind 
also  associirt,  und  wenn  wir 

setzen,  so  ist  s  eine  Einheit  des  Körpers  Sl. 

Setzen  wir  ausserdem,  indem  wir  mit  \es\  den  absoluten 
Werth  von  £«  bezeichnen, 

(16)  d.  log  \£s\  =  7., 

so  ergiebt  sich  aus  (15): 

(H)  9Ji+92k-\ h^v?v>  0. 
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Dies  beweist  nun  der  Satz: 

4.  Ist  (ji^  (Ji-,  .  .  ",  Qv  ein  beliebiges  System  reeller 
Zahlen,  die  nicht  alle  einander  gleich  sind,  so 
lässt  sich  in  jedem  algebraischen  Körper  Sl  eine 
Einheit  £  so  bestimmen,  dass  die  Summe 

gxk+  92^^ h  Qy ?v 

von  Null  verschieden  ist,  wenn  /^  das  System  der 
conjügirten  Logarithmen  von  b  ist. 
Dieser  wichtige  Satz,  der  das  Fundament  für  das  Folgende  ist, 
rührt,  wenn  auch  in  etwas  veränderter  Fassung,  von  Dirichlet 
her.     Diese  Formulirung  ist  von  Minkowski  gegeben. 


§.  186. 

Systeme    unabhängiger   Einheiten    und    Exponenten- 
systeme der  Einheiten. 

Wenn  wir  in  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  ^j  =r  1,  ^/^  =r  0, . . ., 
gy  ==  0  setzen,  was,  wenn  wir  von  jetzt  an  r  >  1  voraussetzen, 
gestattet  ist,  so  folgt,  dass  es  in  fl  eine  Einheit  e  giebt,  für  die 
einer  der  conjügirten  Logarithmen,  /^ ,  von  Null  verschieden  ist. 
Da  jede  Potenz  von  £  dieselbe  Eigenschaft  hat,  so  giebt  es  auch 
unendlich  viele  solche  Einheiten. 

Dieser  Satz  gestattet  nun  eine  sehr  wichtige  Verallge- 
meinerung : 

5.  Ist  s  ^  V  —  \,  so  lässt  sich  im  Körper  Sl  ein 
System  von  Einheiten  mit  den  zugehörigen  con- 
jügirten Logarithmen 

£2    •    ^2,1?   '2,21   •    •    -t   '2,v 


(1) 


^s    '•    h,\i    's, 2 5    •    •    -1    's,v 

derart  bestimmen,  dass  eine  beliebige  der  s-rei- 
higen  Determinanten  der  Matrix  der  7;,^fc,  etwa 

i's  =   -^  i   ?1,1  ?2,2    •   •   •    h,s 

von  Null  verschieden  ist. 

Für  s  =  1   ist  der  ausgesprochene  Satz  nach  der  am  Ein- 
gange  gemachten  Bemerkung  richtig.     Wir  nehmen  also  an,   er 
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sei  bewiesen  für  s  —  1  und  leiten  ihn  durch  vollständige  In- 
duction  allgemein  her.  Dazu  ordnen  wir  die  Determinante  Lg 
nach  den  Elementen  der  letzten  Zeile,  und  schreiben  sie  so: 

(2)  Ls  =  gi  ls,i  +  92  h,2  H ^  gs  ls,s. 

worin  gs  =  Ls—i  ist,  und  daher  nach  der  gemachten  Voraus- 
setzung von  Null  verschieden  angenommen  werden  kann.  Sub- 
stituiren  wir  diese  Werthe  von  g  in  die  Formel  des  Satzes  4., 
§.  185,  indem  wir  ^^^i  =  0,  .  .  .,  (/^  =  0  annehmen,  während  gg 
nicht  =:  0  ist,  so  sind,  so  lange  s  <:  v  ist,  gewiss  nicht  alle 
gii  92')  '  '  -^  9v  einander  gleich,  und  es  ergiebt  sich,  dass  sich  Sg 
so  annehmen  lässt,  dass  Lg  von  Null  verschieden  ist,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

Auf  s  =  V  ist  diese  Schlussweise  nicht  auszudehnen,  und 
die   Determinante  Lv  muss  auch   in   der  That  immer   Null   sein, 

weil  für  jede  Einheit  ^  lg  verschwindet. 

Wir  wollen  jetzt  für  den  Fall,  dass  s  =^  v  —  1  ist,  die 
Determinante  Lg  so  bezeichnen: 

(3)  Lv—i  =  L  (fi,  £2^  •  •  o  fv-i), 

und  ein  System  von  Einheiten  a^,  s^^  .  .  .,  f.-i,  für  welches  diese 
Determinante  von  Null  verschieden  ist,  ein  System  unab- 
hängiger Einheiten  nennen. 

Der  absolute  Werth  L  der  Determinante  L  (£1,  £3,  .  .  .,  £r— 1) 
heisst  der  Regulator  des  Systems  £1,  821  •  •  -i  fv— lO- 

Wenn  wir  in  der  Determinante 


(4) 


n,lj  'l,2i  •  •   ")  h,v 


n  — 1,1,   'v  — 1,2^  •  •   -i   h  —  i^v 

in  der  die  a^i,  ^21  •  •  -^  ^r  willkürliche  Grössen  sind,  alle  Colonnen 
zu  der  letzten  addiren,   so   erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  die 

i 

Relationen  ^  lsi^=0  ihren  Werth  gleich 

Wenn  wir  also  alle  x  mit  Ausnahme  von  einem  beliebigen 


^)  Dirichlet-Dedekind,   Vorlesungen   über  Zahlentheorie     4.  Auf- 
lage, §.  183. 
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=  0,   das  eine  =  1   annehmen,   so   ergiebt  sich  aus  (3)  irgend 
eine  der  (v — l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


^v  — l,li    'v  — l,2i   •   •   ••)   iv  — l,v 

und  alle  diese  Determinanten  haben  also  (vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen) denselben  Werth.  Es  ist  daher  gleichgültig,  welcher 
unter  den  v  conjugirten  Werthen  bei  der  Bildung  des  Regu- 
lators L  weggelassen  wird. 

Ist  £i,  £.2?  '  '  '■)  £v—i  eiii  unabhängiges  System  von  Einheiten, 
und  sind  Aj,  A2,  .  .  .,  Av  die  conjugirten  Logarithmen  irgend  einer 
Einheit  e  in  Sl^  so  kann  man  die  Zahlen  g^,  I21  •  •  •?  |v-i  immer 
und  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen,  dass 

5i '1,1  -{-  tih,!  -\-  '  •  '  -\-  5v-i?v— 1,1  =  Aj, 
/^\  li  ^,2  +  I2  h,2  -|-  •  •  •  +  lv-i  /v-1,2  =  hl 

^in,v  -{-  l2?2,v  -|-   •   •   *   -|-  |v  — i?v-l,v   =   Av 

wird.  Denn  von  diesen  Gleichungen  sind  die  ersten  v  —  1  ein 
System  linearer  Gleichungen  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante, und  die  v^^  Gleichung  folgt  aus  den  übrigen,  weil  die 
Summe  der  conjugirten  Logarithmen  einer  jeden  Einheit  ver- 
schwindet. 

Das  System  der  Zahlen  |i,  I21  -  -  •■>  Jv-i  nennen  wir  das 
Exponentensystem  der  Einheit  e  in  Bezug  auf  das  System 
fi,  £2^  .  •  ",  £v— 1,  und  es  ist  nun  zu  beweisen: 

6.    Dass   die   Exponenten  jeder   Einheit    e    rationale 
Zahlen  sind,  deren  Nenner  eine  gewisse  endliche 
Grenze  nicht  übersteigt,  und  die  daher  alle  mit 
einem  gemeinschaftlichen,  nur  von   dem  Systeme 
£»•   abhängigen    Nenner    behaftet    angenommen 
werden  können. 
Um  dies  einzusehen,  hat  man  Folgendes  zu  erwägen : 
1)  Wenn  wir  die  Grössen  |i,  ^21  •  •  -i  lv— 1  wie  Variable  be- 
trachten, und  jede  von  ihnen,  von  den  anderen  unabhängig,  von 
0  bis  1   gehen  lassen,  so   bleiben   die   linken  Seiten   von   (5)   in 
endlichen,    nur  von   den  Einheiten    £1,  £2?  •  •  •?  ^v-i   abhängigen 
Grenzen   eingeschlossen.     In   diesen   Grenzen   müssen   also   auch 
die   conjugirten  Logarithmen  A  der  Einheit  £  bleiben,  so   lange 
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die  Exponenten  |i  auf  nicht  negative  echte  gebrochene  Werthe 
beschränkt  bleiben,  und  daraus  ergiebt  sich  nach  der  Definition 
der  conjugirten  Logarithmen  eine  obere  Grenze  für  s  und  seine 
Conjugirten. 

Nach  dem  Satze  2.,  §.  185  giebt  es  aber  in  Sl  nur  eine 
endliche  Anzahl  ganzer  Zahlen,  also  um  so  mehr  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Einheiten,  die  dem  absoluten  Werthe  nach  mit 
allen  ihren  Conjugirten  unter  einer  endlichen  Grenze  liegen. 

Wenn  wir  nun  eine  Einheit,  deren  Exponenten  in  den 
Grenzen  0  und  1  liegen,  mit  Einschluss  der  unteren  und  mit 
Ausschluss  der  oberen  Grenze  eine  in  Bezug  auf  das  System 
£i,  £2?  •  •  ♦»  ^v-i  reducirte  Einheit  nennen,  so  haben  wir 
den  Satz: 

Es  giebt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Einheiten 
in  Sl,  die  in  Bezug  auf  ein  unabhängiges  System 
£1,  £2,  •  •  '1  ^v-i  reducirt  sind. 

2)  Die  Einheiten  reproduciren  sich  durch  Multiplication  und 
Division.     Sind  t'    t'  f 

feil     fe25     .    .    -1     fev  — 1 
feil    fe25     •    •    •,     fev  — 1 

die  Exponenten  von  zwei  Einheiten  £',  e",  so  sind  die  Summen 
und  die  Differenzen 

ti  ±  ii,  I2  ±  12, . . .,  i;-i  ±  r;-i 

die  Exponenten  der  Einheiten  s'  e"  und  t'  :  a". 

Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  Satze,  dass  der 
Logarithmus  eines  Productes  oder  eines  Quotienten  gleich  der 
Summe  oder  der  Differenz  der  Logarithmen  der  beiden  Bestand- 
theile  ist. 

3)  Die  Einheiten  fj,  £3,  ...  selbst  haben  die  Exponenten 
1,0,  .  .. ,  0;  0, 1,  . . .,  0;  .  . .,  und  daraus  folgt  nach  2),  dass  jedes 
System  von  ganzen  Zahlen,  für  li,  I2?  •  •  •?  Iv-i  gesetzt,  das 
Exponentensystem  einer  Einheit  giebt,  die  sich  durch  Multi- 
plication von  Potenzen  der  £1,  £2,  .  •  .  bilden  lässt. 

4)  Aus  2)  und  3)  ergiebt  sich,  dass  ein  Exponentensystem 
In  I21  •  •  •■)  lv— 1  einer  Einheit  ein  Exponentensystem  bleibt,  wenn 
alle  seine  P]lemente  mit  einer  und  derselben  ganzen  Zahl  multi- 
plicirt  werden,  und  dass  es  auch  dann  noch  diesen  Charakter 
behält,  wenn  seine  Elemente  1^-  um  beliebige  ganze  Zahlen 
vermehrt  oder  vermindert  werden.  Gebrauchen  wir  also  das 
Zeichen  (x)  in   dem  Sinne,  wie  im   §.  182,   dass  es  -den  Ueber- 
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schuss  der  Zahl  x  über  die  grösste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl 
bedeutet,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 

Ist  li,  I21  •  •  -1  S»— 1  clas  Exponentensystem  einer  Einheit,  und 
m  eine  ganze  Zahl,  so  ist  auch 
(6)  (m|i),  (mia),  .  .  .,  (w|,._i) 

das  Exponentensystem  einer  Einheit. 

Nun  sind  die  Grössen  {m^i),  wenn  sie  nicht  Null  sind, 
positive  echte  Brüche,  und  nach  1)  muss  es  sich  also,  wenn  die 
Reihe  der  ganzen  Zahlen  hinlänglich  weit  fortgesetzt  wird,  er- 
eignen, dass  für  zwei  verschiedene  Wertlie  m\  m"  von  m  die 
Zahlenreihe  (6)  übereinstimmt.  Da  hiernach  m'  ^i,  m"  |i  denselben 
üeberschuss  über  eine  ganze  Zahl  haben,  so  ist  (m'  —  m")  |j 
selbst  eine  ganze  Zahl,  und  es  giebt  also  eine  ganze  rationale 
Zahl  m^  die  höchstens  gleich  der  Anzahl  der  Exponentensysteme 
reducirter  Einheiten  ist,  von  der  Eigenschaft,  dass 

ganze  rationale  Zahlen  werden. 

Diese  Zahl  m  kann  sich  ändern,  wenn  die  Einheit  s  geändert 
wird.  Da  aber  alle  möglichen  Werthe  dieser  Zahl  unter  einer 
endlichen  Grenze  liegen,  so  giebt  es  eine  endliche  Zahl,  in  der 
alle  diese  Werthe  von  m  enthalten  sind  und  die  selbst  für  ui 
genommen  werden  kann.  Es  giebt  daher  eine  gewisse  positive 
ganze  Zahl  m,  die  als  Nenner  aller  der  rationalen  Zahlen  ge- 
nommen werden  kann,  die  als  Exponenten  von  Einheiten  auf- 
treten können.     Damit  ist  der  Satz  6.  bewiesen. 

§.  187. 
Fundamentalsysteme   von  Einheiten. 

Wir  wählen  jetzt  an  Stelle  des  Systemes  unabhängiger  Ein- 
heiten f,  ein  anderes,  dessen  conjugirte  Logarithmen 

(1)  A,-,i,  A,-,2,  .  .  .,  Xi,v        i  =  1,2,  .  .  .,  v—1 
sein  mögen.     Nach  §.  186,  (5)  ist 

(2)  Aj,fc  =   |i,t/i,fc  -j-   ^2,ih,k  "T~  •   •   •   "T"   §»— 1,  iH-l,fc 

i=  1,2,  ..  .,1^-1;     ^'=  1,2,  .  .  .,  v, 
wenn  |i,j,  |2,i,  •  .  •,  lv-i, /  die  Exponenten  einer  der  neuen  Ein- 
heiten  in  Bezug  auf  das  System   f ^ ,  eo-,  •  .  .,  £»-1  bedeuten,  die 
wir  als  rationale  Zahlen   mit  dem   gemeinsamen  Nenner  m  an- 
nehmen können. 
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Es  ist  aber  nach  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten 

^l,li  •    •    .,    ^V  — 1,1 


(3) 


^l,v  —  li  .   .   .,  Av_i,v  — 1 


|l,li  .   .   .,  |l,r  — 1 


I.. 


^l,ll  •    •    «5     ^V~l,l 


oder,  wenn  wir 

setzen,  und  beachten,  dass  die  Determinante 

^  i  ll,l   §2,2  .   .   .   |r-],r  — 1 

eine  rationale  Zahl  mit  dem  Nenner  m^-^  ist: 

a 


1,  »'• 


(4) 


^V-l    = 


m"- 


-  L  (£i,  £2, 


l), 


worin  a  eine  ganze  rationale  Zahl  ist. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  neu  eingeführten  Einheiten 
immer  und  nur  dann  ein  unabhängiges  System  bilden,  wenn  die 
Determinante  der  1,-,^,  d.  h.  die  Zahl  a,  von  Null  verschieden  ist. 

Nun  giebt  es  unter  einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl 
nicht  verschwindender  rationaler  Brüche  mit  demselben  Nenner 
immer  einen  dem  absoluten  Werthe  nach  kleinsten,  und  folglich 
können  wir  nach  (4)  das  neue  System  unabhängiger  Einheiten 
so  wählen,  dass  sein  Regulator  +  Ay—x  so  klein  als  möglich 
wird.  Ein  solches  System  nennen  wir  ein  Fundamentalsystem 
von  Einheiten,  und  den  Minimalwerth  des  Regulators  selbst, 
also  den  Regulator  eines  Fundamentalsystemes ,  nennen  wir  den 
Regulator  des  Körpers.  Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  unser 
System  g^,  £3,  •  •  •,  £v— 1  selbst  ein  Fundamentalsystem  sei. 

Unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  beweisen,  dass  alle 
Exponenten  von  Einheiten  ganze  Zahlen  sein  müssen. 

Wenn  wir  nämlich  annehmen,  es  existire  eine  Einheit  £, 
deren  nach  den  Formeln  §.  186,  (5)  bestimmte  Exponenten  nicht 
alle  ganze  Zahlen  sind,  so  giebt  es  nach  §.  186,  4)  auch  eine 
Einheit  £oi  deren  Exponenten  echte  Brüche  sind,  die  nicht  alle 
verschwinden. 


Verstehen   wir  unter  l-^,  l^ 


in   den  Formeln  (5), 


§.  186   das  System   der  conjugirten  Logarithmen  von   Eq^  so  er- 
giebt sich 

L   (^0?   ^25   •    •   •?   ^v  — 1)    =    ^iL   (fj,    £2,   .   .    .,    £v-l), 
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und  wenn  wir  also  annehmen,  was  offenbar  keine  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  ist,  dass  Jj  ein  nicht  verschwindender  echter 
Bruch  sei,  so  widerspricht  diese  Formel  der  Annahme,  dass 

ein  Fundamentalsystem  sei,  weil  die  Determinante  Lv—i  ver- 
kleinert würde,  wenn  s^  durch  £0  ersetzt  wird. 

Haben  wir  ein  Fundamentalsystem,  so  können  wir  ein  be- 
liebiges System  ganzer  rationaler  Zahlen  li,  I21  •  •  •,  |v-i  als 
Exponentensystem  annehmen  und  eine  Einheit  s  mit  diesen  Ex- 
ponenten bilden: 


Es  bleibt  also  noch  die  Frage  zu  beantworten,  inwieweit 
eine  Einheit  durch  das  Exponentensystem  bestimmt  ist. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  e',  e"  zwei  Einheiten  mit  demselben 
Exponentensysteme,  dann  besteht  das  Exponentensystem  der 
Einheit  e' :  e"  =  q  aus  lauter  Nullen,  und  folglich  sind  die  con- 
jugirten  Logarithmen  von  q  alle  gleich  Null;  q  ist  daher  eine 
ganze  Zahl  von  der  Eigenschaft,  dass  die  absoluten  Werthe  aller 
mit  Q  conjugirten  Zahlen  gleich  1  sind,  und  daher,  wie  im 
§.  175,  2.  bewiesen  ist,  eine  Einheitswurzel.  Damit  ist  das 
folgende  Theorem  bewiesen: 

I.     Es  giebt  im  Körper  Sl  ein  System  von  v — 1  funda- 
mentalen Einheiten 

(5)  ^ii  ^0-,  •  •  .,  fv— 1, 

welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  in  der  Form 

(6)  8  =  Q  8]^  8^  ...  el^-' 

alle  Einheiten  des  Körpers,  jede  nur  einmal, 
enthalten  sind,  wenn  |i,  lai  •  •  •?  Iv-i  alle  ganzen 
rationalen  Zahlen  und  q  alle  in  Sl  vorhandenen 
Einheitswurzeln  durchläuft. 

Es  ist  nun  leicht,  aus  einem  Fundamentalsysteme  alle  anderen 
abzuleiten,  indem  man  in  (6)  für  die  Exponenten  v  —  1  ver- 
schiedene Systeme  ganzer  Zahlen  |j,fc  setzt,  deren  Determinante 
r=  +  1  ist.    Denn  setzt  man 

SO  folgt  aus  (3): 

L  (£i,  £2,  .  .  .,  £v  — 1)  =  i  ^  (fn  82^  .  .  .,  £»— 1). 
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Beide  Determinanten  haben  also  den  Minimalwerth,  und 
beide  Systeme  sind  Fundamentalsysteme. 

Der  Fall  v  =  1,  den  wir  oben  ausgeschlossen  haben,  tritt 
ausser  im  Falle  des  rationalen  Körpers,  in  dem  nur  die  beiden 
Einheiten  +  1  existiren,  im  Falle  des  imaginären  quadra- 
tischen Körpers  ein.  In  diesem  Falle  haben  wir  im  zwanzig- 
sten Abschnitte  die  ganzen  Zahlen  des  Körpers  in  der  Form 

X  -{-  y  V —  w* 
2 
dargestellt,   worin   —  m   eine    Stammdiscriminante   bedeutet,   so 
dass  m  zu  0  oder  ^  3  (mod  4)  ist,  und  .t,  y  beide  gerade  oder 
beide  ungerade  sind.     Die  Einheiten  erhalten  wir,  wenn  wir  die 
Gleichung 

auf  alle  mögliche  Arten  in  ganzen  rationalen  Zahlen  lösen.  Diese 
Gleichung  hat  aber,  wenn  m  >>  4  ist,  nur  die  zwei  Lösungen 
rr  =  4^  2,  y  =  0,  und  es  giebt  also  in  diesen  Fällen,  wie  im 
Körper  der  rationalen  Zahlen,  nur  die  zwei  Einheiten  +  1.  Ist 
ni  =  4,  so  findet  man  die  vier  Einheiten  di  1,  +  «",  und  ist  end- 
lich m  =  3,  die  sechs  Einheiten 

,    ,       ,    —  1  +  ^  V  3  _  1  —  rV  3 

±1^    ± 2 ' 2 

In  dem  nächst  einfachen  Falle,  n  =  2^  i;  =  2,  d.  h.  im 
reellen  quadratischen  Körper,  fällt  die  Theorie  der  Einheiten 
zusammen  mit  der  im  §.  127  des  ersten  Bandes  behandelten 
Theorie  der  Pell'schen  Gleichung. 


§.  188. 
Reducir'te   Za hl e n . 

Ist  oc  irgend  eine  von  Null  verschiedene  ganze  oder  ge- 
brochene Zahl  des  Körpers  i?v,  so  betrachten  wir,  wie  bei  den 
Einheiten,  das  System  der  conjugirten  Logarithmen  von  a, 
worunter  wir,  wie  im  §.  185,  die  reellen  Zahlen 

(1)  Air=dilog|0Ci|,    A2=d2l0g|«2|,    '-M    A,  =  Ö^  log  |  04,  | 

verstehen,  die  wir  auch  mit  A.s.(w)^ bezeichnen.     Ziehen  wir  das 
Fundamentalsystem  fj,  fg^  •  •  -^  ^v-i  von  Einheiten  zu  Rathe,  so 
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können  wir  die  linearen  Gleichungen,  analog  wie  im  §.  18G,  (5) 
bilden :  | 

ll?l,l  +  12^1  + h  Iv-l7v-l,l  +  öl  Jv  ==  Ai, 

(2\  ^1  ^1'2   +   ^2^2,2   H h   |v-l?v-l,2    +   ^2  1»    =    A., 

Sl  ?l,v  +  S2  ^2,v   +   •  •  •   +   lv-l  7v-l,v   +   Öv  |v  =   Av, 

dessen   Determinante   [§.  186,  (4)]    den   von   Null   verschiedenen 
Werth  hat: 

*l,li  ?2,li  •   •   ")  ^v  — 1,1?   Ol 
h,2->  «2,2,   •  .   •,  h~l,2^  "2 


(3) 


'l,V5    '2,ri    •    •    •)    'v  — 1,VJ    Öy 


=  mL  (fi,  80,  . ..,  f,-i) 


Demnach  sind  die  Unbekannten  li,  |o,  •  •  -,  |r-i,  |v  aus  (2) 
eindeutig  bestimmt. 

Durch   Addition    der   Gleichungen   (2)   findet   man   zunächst 
sehr  einfach 
(4)  n^r  =  \ogNa(a), 

und  |v  bleibt  also  dasselbe  für  alle  Zahlen  «,  die  unter  ein- 
ander  associirt   sind. 

Die  Zahlen  |i,  ^2-,  •  •  -i  Jv-i  heissen  die  Exponenten  der 
Zahl  a  [in  Bezug  auf  das  Fundamentalsystem  (fi,  ^2.  •  •  ••>  ^v-i)]. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass  die 
Exponenten  eines  Productes  oder  eines  Quotienten  gleich  der 
Summe  oder  der  DiflPerenz  der  entsprechenden  Exponenten  der 
einzelnen  Bestandtheile  sind.  Die  Exponenten  einer  Einheit  sind 
ganze  rationale  Zahlen,  und  jedes  System  ganzer  rationaler  Zahlen 
Si,  1-21  •  •  -1  lv— 1  ist  auch  das  Exponentensystem  einer  Einheit. 

Die  Exponenten  associirter  Zahlen  unterscheiden  sich  also 
um  ganze  Zahlen  von  einander,  und  man  kann  zu  jeder  Zahl  cc 
eine  associirte  Zahl  «^  finden,  deren  Exponenten  zwischen  0 
und  1  liegen.  Solche  Zahlen  heissen  reducirte  Zahlen  (in 
Bezug  auf  das  Fundamentalsystem  £i,  .  .  .,  f,— i).  Reducirte  Ein- 
heiten sind  alle  und  nur  die  in  Sl  verhandenen  Einheits- 
wurzeln, deren  Zahl  wir  mit  w  bezeichnen  wollen.  Da 
die  beiden  Einheitswurzeln  +  1  in  jedem  Körper  enthalten  sind, 
so  ist  w  mindestens  =  2  und  immer  eine  gerade  Zahl. 

Wenn  zwei  associirte  Zahlen  dasselbe  Exponentensystem 
haben,  so   unterscheiden  sie  sich   nur  durch   einen  Factor,   der 
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eine  Einheitswurzel  ist.     Das  Exponentensystem  der  aus  a  ab- 
igeleiteten reducirten  Zahl  «o  ist  durch  a  selbst  völlig  bestimmt. 
Hierdurch  ist  der  Satz  bewiesen: 

II.  Zu  jeder  (von  Null  verschiedenen)  Zahl  a  des 
Körpers  ü  giebt  es  n)  und  nicht  mehr  reducirte 
Zahlen  ^a^. 

Wenn  statt  des  Fundamentalsystemes  (^i,  b<^,  .  .  .,  £r_i)  ein 
anderes  angewendet  wird,  so  erleiden  die  Exponenten  |i,|2,  • . .,  |v-i 
eine  ganzzahlige  lineare  Substitution  von  der  Determinante  4:  1. 
Eine  reducirte  Zahl  kann  dann  aufhören,  für  das  neue  Funda- 
mentalsystem reducirt  zu  sein.  Der  Begriff  der  reducirten  Zahl 
ist  also  von  der  Wahl  des  Fundamentalsystemes  abhängig.  Die 
Anzahl  der  aus  einer  gegebenen  Zahl  abgeleiteten  reducirten 
Zahlen  ist  aber  immer  dieselbe. 

Durch  diesen  Satz  haben  wir  den  Zweck  erreicht,  aus 
dem  ganzen  unendlichen  Systeme  der  unter  einander  associirten 
Zahlen  eine  bestimmte  endliche  Anzahl  von  Repräsentanten 
herausgehoben  zu  haben. 

§.  189. 

Grenzen   der  Anzahl  der  durch   ein  Ideal  theilbaren 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl. 

Unsere  früheren  Betrachtungen  haben  ergeben,  dass  jede 
ganze  Zahl  eines  Körpers  Sl  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Idealen 
zu  Theilern  hat.  Da  jedes  ganze  Ideal  ein  Theiler  seiner  Norm 
ist,  so  giebt  es  also  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ganzen 
Zahlen  in  i2,  deren  absolute  Norm  eine  gegebene  Grenze  nicht 
übersteigt. 

Aus  diesen  Zahlen  greifen  wir  jetzt  wieder  einen  Theil 
heraus,  und  fragen  nach  der  Anzahl  T  aller  ganzen  Zahlen 
des  Körpers  .ß,  deren  absolute  Norm  eine  positive  Grösse  i 
nicht  überschreitet,  und  die  durch  ein  gegebenes  Ideal  a  theil- 
bar  sind. 

Nehmen  wir  als  vorläufiges  Beispiel  den  rationalen  Körper, 
so  ist  dort  T  die  Anzahl  der  natürlichen  Zahlen,  die  kleiner  als 
t  und  durch  eine  gegebene  ganze  Zahl  m  theilbar  sind,  also,  in 

der  früher  (§.  182)  gebrauchten  Bezeichnung  T=  Ei — j- 
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Die  Zahl  T  ist  eine  im  Allgemeinen  nicht  genauer  zu  be- 
stimmende Function  von  ^,  die  mit  t  zugleich  ins  Unendliche 
wächst,  die  sich  aber^  da  sie  nur  ganzzahlige  Werthe  hat,  nur 
stufenweise,  also  unstetig  ändert.  Worauf  es  hier  ankommt,  ist 
der  Grenzwerth,  dem  sich  das  Verhältniss  T  :  t  mit 
unendlich  wachsendem  t  nähert  (der  in  dem  oben  an- 
geführten Beispiele  1  :  m  ist). 

Dieser  Grenzwerth  lässt  sich  durch  Betrachtungen,  wie  wir 
sie  schon  im  §.  155  benutzt  haben,  finden. 

Wir  bilden  uns  zunächst  eine  Basisform  des  gegebenen  Ideals  a : 

(1)  «  =  «1  a:i  +  «2  :r2  H •  -f  «„:»„, 

d.  h.  eine  lineare  Function  der  n  Variablen  a:,,  von  der  Eigen- 
schaft, dass  durch  Substitution  aller  ganzen  rationalen  Zahlen  für 
Xi  aus  «  alle  durch  a  theilbare  ganze  Zahlen  des  Körpers  Sl  ent- 
stehen (§.  146).  ^lit  at;i,  «,^2,  •  • .,  «t,  n  bezeichnen  wir  die  mit  a» 
conjugirten  Werthe  und  bilden  die  lineare  Substitution  für  Xi: 

Vi  =  «1,1  ^'i   +  «2,1  ^^2   H h  «„,  1  Xn 

rO\                            2/2   =  «1,2  ^1   +   «2,2  ^2   +   •   •   •  +  «n,2^n 
K^J  

Vn  =  CCl,nOCi   +  a2,n^2   +  '   '   '  +  OCn^nO^n- 

Ist  Ä  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems 

Ä  =  2:  ±  «1,1  «2,2   .   .   .   «n,«, 

SO  ist  Ä^  die  Discriminante  des  Functionensystems  («i,  «21  •••!  «n)i 
und  daher  nach  §.  147  gleich  dem  Producte  aus  dem  Quadrate 
der  absoluten  Norm  von  «  und  der  Körperdiscriminante  z/. 
Da  die  absolute  Norm  von  «  zugleich  die  Norm  des  Ideals  a 
ist  (§.  151).  so  setzen  wir 
(3)  Ä^  =  N{ay^. 

Nun  können  wir,  wie  im  §.  155,  die  Xi^  x^^  .  .  .,  Xn  als 
Coordinaten  eines  Punktes  (x)  in  einem  Räume  von  n  Dimen- 
sionen deuten,  und  wir  lassen  jedem  Punkt  (x)  einen  Punkt  (x') 
entsprechen,  dessen  Coordinaten  durch 

L  L  JL 

\^j  X\  —  i    Xi ,   X2  —  t    X2 )  ...  5  Xfi  —  r    ^ji 

bestimmt  sind,  worin  t  eine  beliebige  positive  Grösse  bedeutet. 
Jedem  Gebiete  S  von  Punkten  (x)  entspricht  ein  Gebiet  S'  von 
Punkten  {x').  Alle  Figuren  in  S  sind  den  entsprechenden  Figuren 
in  >S'   ähnlich,  und  die  Lineardimensionen  in  S  verhalten  sich 


1^ 
zu  denen  in  S'  wie  l  :  t^. 


688  Dreiundzwanzigster  Abschnitt.  §.  189. 

Denken  wir  uns  das  Gebiet  S  gegeben,  so  wird  das  ent- 
sprechende Gebiet  S'  von  t  abhängig  sein  und  sich  mit  t  ver- 
grössern.  Die  Punkte  mit  ganzzahligen  Coordinaten  Xi  nennen 
wir,  wie  früher,  die  Gitterpunkte.  Die  Anzahl  der  in  einem 
endlichen  Gebiete  S'  liegenden  Gitterpunkte  ist  immer  endlich, 
wächst  aber  mit  t  und  soll  mit  Zt  bezeichnet  werden.  Dann  ist 
nach  den  Sätzen  §.  155,  (14)  das  Volumen  des  Gebietes  S^  d.  h.  das 
über  alle  Punkte  von  S  erstreckte  w- fache  Integral 

V  =  ff ,  .  .  f  dxi  dx^  .  .  .  dxn 
gleich   dem   Grenz werthe   des  Verhältnisses   Zt  :  t  für  unendlich 
wachsendes  t: 

(5)  F  =  Lim  ^  . 

Hierin  liegt  zugleich  die  genauere  Präcisirung,  die  wir  über 
das  Gebiet  S  machen  müssen,  wenn  unsere  Betrachtung  an- 
wendbar sein  soll.  Es  muss  S  so  beschaffen  sein,  dass  das 
n- fache  Integral  V  eine  bestimmte  Bedeutung  hat.  Jeder  Gitter- 
punkt ist  nun  durch  (1)  das  Bild  einer  ganzen  durch  a  theil- 
baren  Zahl  des  Körpers  Sl^  und  wir  können  also  auch  sagen, 
dass  Zt  die  Anzahl  der  durch  a  theilbaren  ganzen  Zahlen  in  Sl 
ist,  deren  Bilder  in  dem  Gebiete  S'  liegen. 

Um  das  Gebiet  S'  in  geeigneter  Weise  abzugrenzen,  wählen 
wir  ein  System  fundamentaler  Einheiten  des  Körpers  Sl 

£l,    £-25   •   •   •■)   ^v-l 

mit  dem  System  der  conjugirten  Logarithmen 
und  dem  Regulator 

(6)  ±   L   (£3,    £-2,    ♦   .    •,    ^v-l)   —   ±   ^   ±   h,l  h,2   .   .    .   ?v-l,v-l, 

der  mit  L  bezeichnet  werden  mag. 

Wir  definiren  jetzt  ein  System  von  Functionen  |i,  |2i  •  •  -5  1^ 
der  Variablen  Xi  durch  folgende  Bedingungen: 

Es  sei,  wenn  die  yi  die  Bedeutung  (2)  haben, 

(7)  ^i  =  di  log  1 2/i  I , 

so  dass,  wenn  für  die  Xi  ein  System  ganzer  rationaler  Zahlen 
gesetzt  wird,  Zi  nach  §.  185  in  das  System  der  conjugirten 
Logarithmen  der  Zahl  a  übergeht. 

Es  ist  dann,  wenn  yj^  zu  einem  reellen  Körper  gehört, 

(8)  ^Tc^l  log  2/1, 
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und  wenn  «z^,  y'-^  einem  imaginären  Paare  angehören, 
(9)  ^fc  =  log  2/fc  2/i, 

wodurch  die  Definition  völlig  eindeutig  ist. 

Nun   bestimmen  wir  die  Variablen   |i,  ^g,  .  •  -,  |v-i,  |v  aus 
den  linearen  Gleichungen 

Si  ?i,i  H h  |v-i?v-i,i  +  ^ilv  =  ^1 


ll   ?l,r  +    •••   +   Iv-l7v_l,v  +   Öviv   =   ^v, 

deren  Determinante  nicht  verschwindet. 

Giebt  man  den  Variablen  Xi  ganzzahlige  Werthe,  so  gehen 
nach  §.  188,  (2),  (3)  die  ^i,  |2i  "-,  Sv— i  in  das  Exponentensystem 
der  Zahl  a  über,  und  es  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Glei- 
chungen (10)  [§.  185,  (3)]: 

(11)  ^=llogi\-„(«). 

Wir   gehen  jetzt  von   dem   Punkte  {x)   zu   dem   Punkte  (^') 

über,  indem  wir  x'i  =  i"^  xi  setzen.     Dadurch  geht  yi  in 

ji_ 
y'i  =  t""  yi 
über,  und  Zi  in 

z'i  =z  Si-\-  —  di  log  t. 

Wenn  wir  also  z'i  an  Stelle  von  ^i  setzen,  und  die  dann  aus 
(10)  sich  ergebenden  Werthe  der  |i,  ^2-,  •  •  5  lf  niit  |i,  I27  •  •  -j  |v 
bezeichnen,  so  ist 

(12)  1;  =  tu  I2  =  I2,  ...,  I'v-i  =  lv_i,  1;  -=t^  +  ^  log  t 

7t' 

Nunmehr  wollen  wir  das  Gebiet  S'  dadurch  abgrenzen,  dass 

0  5  Ji  <  1,  .  .  .,  0  5  |;_i  <  1, 

(13)  1 

i;<^iogi 

sein  soll.  Dadurch  erreichen  wir,  dass  die  in  dem  Gebiete  S' 
liegenden  Gitterpunkte  (x')  nur  reducirte  ganze  Zahlen  a  dar- 
stellen, und  alle  und  nur  solche,  deren  absolute  Norm  kleiner 
als  t  ist. 

Unter  den  reducirten  Zahlen  sind  aber  immer  je  w  mit 
einander  associirt,    wenn  iv   die   Anzahl    der  in   Sl   enthaltenen 

Weber,  Algebra.    II.  ^ 
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Denken  wir  uns  das  Gebiet  S  gegeben,  so  wird  das  ent- 
sprechende Gebiet  S'  von  t  abhängig  sein  und  sich  mit  t  ver- 
grössern.  Die  Punkte  mit  ganzzahligen  Coordinaten  Xi  nennen 
wir,  wie  früher,  die  Gitterpunkte.  Die  Anzahl  der  in  einem 
endlichen  Gebiete  S'  liegenden  Gitterpunkte  ist  immer  endlich, 
wächst  aber  mit  t  und  soll  mit  Zt  bezeichnet  werden.  Dann  ist 
nach  den  Sätzen  §.  155,  (14)  das  Volumen  des  Gebietes  S^  d.  h.  das 
über  alle  Punkte  von  S  erstreckte  )^- fache  Integral 

V  =  ff  ^  .  .  f  dxi  dx2  .  .  .  dXn 
gleich   dem   Grenz werthe   des  Verhältnisses   Zt  :  t  für   unendlich 
wachsendes  t: 

(5)  F  =  Lim  ^  . 

Hierin  liegt  zugleich  die  genauere  Präcisirung,  die  wir  über 
das  Gebiet  S  machen  müssen,  wenn  unsere  Betrachtung  an- 
wendbar sein  soll.  Es  muss  S  so  beschaffen  sein,  dass  das 
n- fache  Integral  V  eine  bestimmte  Bedeutung  hat.  Jeder  Gitter- 
punkt ist  nun  durch  (1)  das  Bild  einer  ganzen  durch  a  theil- 
baren  Zahl  des  Körpers  »ß,  und  wir  können  also  auch  sagen, 
dass  Zt  die  Anzahl  der  durch  a  theilbaren  ganzen  Zahlen  in  ß 
ist,  deren  Bilder  in  dem  Gebiete  S'  liegen. 

Um  das  Gebiet  S'  in  geeigneter  Weise  abzugrenzen,  wählen 
wir  ein  System  fundamentaler  Einheiten  des  Körpers  ii 

mit  dem  System  der  conjugirten  Logarithmen 
und  dem  Regulator 

(6)  ±   L  (£3,   £2,   .   .   .,   fv-l)   —  ±  ^  ±  ?l,l  ^2,2   .   .   .   Iv-l,r-l, 

der  mit  L  bezeichnet  werden  mag. 

Wir  definiren  jetzt  ein  System  von  Functionen  |i,  I21  •  ♦  -5  1* 
der  Variablen  Xi  durch  folgende  Bedingungen: 

Es  sei,  wenn  die  yi  die  Bedeutung  (2)  haben, 

(7)  ^i  =  di  log  1 2/i  I , 

so  dass,  wenn  für  die  Xi  ein  System  ganzer  rationaler  Zahlen 
gesetzt  wird,  ^i  nach  §.  185  in  das  System  der  conjugirten 
Logarithmen  der  Zahl  a  übergeht. 

Es  ist  dann,  wenn  yj,  zu  einem  reellen  Körper  gehört, 

(8)  ^,  =  ilog^|, 
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und  wenn  i/fc,  ^/it  einem  imaginären  Paare  angehören, 

(9)  ^k  =  log  ^fc  2/i, 
wodurch  die  Definition  völlig  eindeutig  ist. 

Nun  bestimmen  wir  die  Variablen  |i,  I2,  •  •  •,  |v-i,  |v  aus 
den  linearen  Gleichungen 

ll  h,l  +  •••  +  |v-l?r-l,l  +  (^1  Jv  =  01 
ll  h,y  +   •••  +  ^v-i7v_i,r  +  dvjv  =  ^v, 

deren  Determinante  nicht  verschwindet. 

Giebt  man  den  Variablen  Xi  ganzzahlige  Werthe,  so  gehen 
nach  §.  188,  (2),  (3)  die  |i,  Jo,  ...,  |v-i  in  das  Exponentensystem 
der  Zahl  a  über,  und  es  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Glei- 
chungen (10)  [§.  185,  (3)]: 

(11)  |,.  =  ilogi\^(«). 

Wir   gehen  jetzt   von   dem   Punkte  (x)   zu   dem   Punkte  (x') 
2_ 
über,  indem  wir  x'i  =  f"  Xi  setzen.     Dadurch  geht  yi  in 

i_ 

y'i  ■=  ^"  Vi 

über,  und  Zi  in 

z'i  =  Zi-^  —  di  log  t 

Wenn  wir  also  z'i  an  Stelle  von  Zi  setzen,  und  die  dann  aus 

(10)  sich  ergebenden  Werthe  der  |i,  ^.y-.  •  •  ?  !»•  niit  |i,  |o,  .  .  .,  ^,' 
bezeichnen,  so  ist 

(12)  ^i  =  |„  I2  =  S2,  ...,  i;-i  =  lv-1,  1;  =  Sv  +  ^  log  ^. 

Nunmehr  wollen  wir  das  Gebiet  S'  dadurch  abgrenzen,  dass 

0  5  li  <  1,  .  .  .,  0  5  |;_i  <  1, 

(13)  1 

|;<^log^ 

sein  soll.  Dadurch  erreichen  wir,  dass  die  in  dem  Gebiete  S' 
liegenden  Gitterpunkte  (x')  nur  reducirte  ganze  Zahlen  a  dar- 
stellen, und  alle  und  nur  solche,  deren  absolute  Norm  kleiner 
als  t  ist. 

Unter  den  reducirten  Zahlen  sind  aber  immer  je  w  mit 
einander  associirt,    wenn   tv   die   Anzahl    der  in   Sl   enthaltenen 

Weber,  Algebra.    11.  44 
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Einheitswurzeln  bedeutet,  und  wenn  wir  also  diese  tv  associirten 
Zahlen  zu  einem  Complex  zusammenfassen,  so  ist  die  Anzahl 
dieser  Complexe  gleich  der  Anzahl  T  aller  nicht  associirten, 
durch  a  theilbaren  ganzen  Zahlen  in  Sl^  deren  absolute  Norm 
kleiner  als  t  ist.  Demnach  ist  die  Anzahl  der  in  ^S'  liegenden 
Gitterpunkte 

(14)  Zt  =  w  T. 

Für   die  Begrenzung   des   Gebietes   S  erhält  man   aus   (12) 
und  (13): 

(15)  0  ^  li  <  1,  .  .  .,  0  5  |._i  <  1,  Iv  <  0, 

und  nach  (5)  erhalten  wir 

(16)  Lim  -7-  =  —   /    I  . . .  I  dxi  dx2  .' .  dxn  ^=  —  F, 

worin  das  n-fache  Integral  über  das  durch  (15)  bestimmte  Gebiet 
S  auszudehnen  ist. 


§.  190. 
Bestimmung   des  Volumens. 

Das  Volumen  V  lässt  sich  bestimmen  nach  der  schon  im 
§.  155  angeführten  Transformationsformel  für  mehrfache  Inte- 
grale, nach  der,  wenn  Xi,  X2,  »  .  .,  Xn  Functionen  der  Variablen 

u-i^  U2,  .  .  .1  Un  sind, 

(1)      V  =  I    I  . , .  I  dxi  dx2  .  ^ .  dXn 

J  J       J  \  dui  du2         ouj 

ist,  wobei  die  Functionaldeterminante  in  dem  nach  den  Variab- 
len u  genommenen  Integrale  mit  ihrem  absoluten  Werthe  zu 
nehmen  ist. 

Diese  Functionaldeterminante  ist  auch  gleich  dem  reciproken 
Werthe  der  Determinante 

,    du^  du2         dUn 

~  dXi    dX2  dXn 

Wir  führen  zunächst  die  Variablen  u  durch  eine  lineare  Sub- 
stitution ein,  und  bemerken,  dass  unter  den  mit  Sl  conjugirten 
Körpern  nach  unserer  Annahme  n  —  v  conjugirt  imaginäre  Paare 
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und  2v  —  n  reelle  vorkommen.  Demnach  sind  von  den  wFunc-. 
tionen  y  [§.  189,  (2)] 

(2)  2/fc  =  «l,*^l   +  ^2,fc^-2   +  •   •   •  +  (^n,kXn  . 

2v  —  n  reell,  2n  —  2v  paarweise  conjugirt.    Wir  wollen  unter 

den  n  Variablen  ii  reelle  lineare  Verbindungen  der  x  verstehen, 

nämlich  die   2v  —  n  reellen  y  und  die   2n  —  2v  Bestandtheile 

der  conjugirt  imaginären  Paare   der  ?/,  so  dass,  wenn  i/,  y'  ein 

imaginäres  Paar  ist, 

2  «1  =  y  -\-y\     2iii2  =  y  —  y' 
oder 

(3)  //  =  u-^  -\-  iu-2'     y'  =  ih  —  ^^(-2 

gesetzt  wird.  Wenn  man  in  der  Functionaldeterminante  der  y 
auf  jedes  Paar  conjugirt  imaginärer  Zeilen  zweimal  den  elemen- 
taren Determinantensatz  von  der  Addition  der  Zeilen  anwendet 
(Bd.  I,  §.  22),  so  ergiebt  sich 


dxi  dX2 

—   CXi   dX2 

CUn 
dXn 

dy» 

dXn           (• 

(—  2  iy-'       -  cx^  dx2         dXn        (—  2  ^)»-^ ' 
worin  Ä  die  in  §.  189,  (3)  festgesetzte  Bedeutung  hat. 

Die  Körperdiscriminante  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
die  Anzahl  der  conjugirt  imaginären  Paare,  also  n  —  r,  gerade 
oder  ungerade  ist,  und  demnach  erhält  man,  wenn  mit  +  ^  der 
absolute  Werth  der  Körperdiscriminante  bezeichnet  wird,  nach 
§.  189,  (4),  (16): 

(4)  Lim  —  = ,  ,- /    \  ...  \  du^  äu^  . . .  (^iv 

Es  ist  also  weiter  noch  das  Integral 

C7  =    /       ' ' '  1  dui  dUi  . . .  dUn 
zu  behandeln. 

Aus  den  Gleichungen  §.  189,  (10)  erhält  man  zu  jedem 
den  Bedingungen  (15)  genügenden  Werthsysteme  der  Variablen 
In  I21  •  •  o  lv  ein  bestimmtes  endliches  System  der  Werthe  für 
^1,  -s^a,  .  .  .,  ^v,  und  daraus  nach  §.  189,  (7)  für  jedes  y  einen  von 
Null  verschiedenen  absoluten  Werth.  Setzt  man  im  Falle  eines 
imaginären  Paares  (3) 

(5)  Wi  =  e'^2^  cos  -ö-,     U.2  =  e'l'i-^  sin  %, 

(6)  2/1  2/1  =  ^1'  +  '^'i  =  ^^ 

44* 
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SO  ergiebt  sich,  wenn  -O-  in  den  Grenzen 

0  ^  -^  <  27t 

genommen  wird,  bei  feststehendem  z  zu  jedem  Werthe  von  %^  ein 
zugehöriges  Werthepaar  Wj,  u^.  Ein  solcher  Winkel  %  gehört  zu 
jedem  imaginären  Paare. 

Es  gehört  dann  zu  jedem  Punkte  des  Gebietes  S  ein  und 
nur  ein  Werthsystem  der  Variablen  Jj,  J25  •  •  -j  l^j  '^  •  •  •  in  der 
Begrenzung 

(7)  0  5  li  <  1,  .  .  .,  0  5  Iv-i  <  1 

^><0,  0^'9'<27r,  ... 

Wenn  umgekehrt  irgend  ein  Werthsystem  der  Variablen  |,  %^ 
in  den  Grenzen  (7)  gegeben  ist,  so  erhält  man  hieraus  die  ent- 
sprechenden Bestandtheile  u^^  u<^  eines  imaginären  y  eindeutig,  von 
den  reellen  y  aber  nur  die  absoluten  Werthe,  und  es  kann  also 
jedem  der  reellen  y  noch  jedes  der  beiden  Vorzeichen  gegeben 
werden.  Die  Anzahl  dieser  möglichen  Bestimmungen  ist  22^-".  Ist 
eine  dieser  Bestimmungen  herausgegrilien ,  so  sind  die  Variablen 
X  eindeutig  bestimmt  und  sind  für  jedes  endliche  Werthsystem 
der  I,  %  endlich.  Für  ein  gegen  —  00  abnehmendes  ^y  werden 
die  Werthe  der  y  zum  Theil  gegen  Null  convergiren. 

Das  Gebiet  S  zerfällt  demnach  in  22^-"  Theilgebiete  S^,  S2, . .., 
deren  jedes  durch  eine  bestimmte  Vorzeichen  -  Combination  der 
reellen  2/1  ?  2/21  ••  •  charakterisirt  ist,  und  demnach  zerfällt  das 
Integral   ü  in  ebenso  viele  Theilintegrale   U^^  C4  ?  •  -  • 

Bei  der  Ausführung  der  Integration  in  einem  dieser  Be- 
standtheile, die  sich  alle  als  von  gleichem  Werthe  ergeben, 
fangen  wir  mit  einem  imaginären  Paare  an,  wenn  ein  solches 
vorhanden  ist. 

Betrachten  wir  Wj,  U2  als  rechtwinkelige  Coordinaten  in  einer 
Ebene,  so  können  wir  eVa^,  ^  nach  (5)  als  Polarcoordinaten  auf- 
fassen, und  erhalten 

worin   die  Integration   in  Bezug   auf  d',   die   sich   von  0  bis  2  7t 
erstreckt,  ausgeführt  werden  kann.     Man  findet  so 


/    I  dui  du2  =  7t  I  e"  d. 
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Nun  ändert  man  die  Reihenfolge  der  Integration,  und  stellt 
ein  etwa  noch  vorhandenes  zweites  imaginäres  Paar  voran,  das 
man  wieder  in  derselben  Weise  behandelt. 

Die  verschiedenen  Bestandtheile  Ui,  C/j,  ...  unterscheiden 
sich  durch  die  Vorzeichen  der  den  reellen  y  entsprechenden  u. 
Nehmen   wir  das  Zeichen  so,  dass  i  u  positiv  wird,  und  setzen 

(8)  z  =  log  (+  w),      +  ^1*  =  e^  (/^, 

so  erhalten  wir  für  die  verschiedenen  üj,  Ug?  •  •  •  denselben  Aus- 
druck durch  ein  i^-faches  Integral 

(9)  C7i  =  7t''-'  ff'-'  fe^^  +  '^+'-'^^'v  d0id^2  •••  d^r, 

wenn  mr  d^i,  djSi,  .  .  .,  d^v  positiv  annehmen. 

Die  Variablen  ^k  sind  aber  nach  (6)  und  (8)  hier  keine 
anderen,  als  in  §.  189,  (8),  (9),  (10),  und  danach  ist 

Wenn  wir  nun  die  Transformationsformel  (1)  auf  das  v-fache 
Integral  (9)  anwenden,  um  die  Variablen  |i,  Ig^  •  •  •,  |v  einzu- 
führen, so  haben  wir  die  Determinante 

-all    8|2    '**    d^r 

zu  bilden,  die  nach  §.  1^8,  (3)  dem  absoluten  Werthe  nach  mit 
wL,  d.  h.  mit  dem  w  fachen  Werthe  des  Körperregulators  L 
übereinstimmt,  und  danach  ist 

1  10 

Vi  =  Tt''-"nL  fd^i  ...  fd^y_i  fe^'^vd^y  =  n^-' L 

0  0  —00 

und 

Daraus  ergiebt  sich  also  endlich  nach  (4)   der  Satz: 

1.  Bedeutet  T  die  Anzahl  der  durch  a  theilbaren 
nicht  associirten  ganzen  Zahlen,  deren  absolute 
Norm  kleiner  als  t  ist,  so  ist 

(10)  Lim  —  =  —     ^ 


t        t(;JV(a)V±^       Ni^y 
worin  g   eine   durch  die  Natur  des  Körpers   ^ 
völlig  bestimmte  positive  Zahl  ist,  nämlich: 

(11)  ,  =  2^--'^ 


10 


v±^ 
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§.  191. 
Sätze   aus   der  Reihenlehre. 

Bei  den  weiteren  Anwendungen  der  bisherigen  Resultate 
sind  einige  Sätze  aus  der  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen 
erforderlich,  die  zunächst  hier  abgeleitet  werden  sollen. 

1.  Ist  «1,  «21  öt3  7  •  •  •■)  cin  •  '  .  ein  unbegrenztes  System 
reeller  (positiver,  negativer  oder  auch  ver- 
schwindender) Grössen,  von  dem  wir  voraus- 
setzen, dass  die  Summe 

(1)  Ön  =  «1   +  «2   +  •   •   •  +  ein 

für  jedes  beliebige  n  dem  absoluten  Werthe 
nach  unter  einer  endlichen  Grenze  C  bleibt, 
so  ist  die  Reihe 

(2)  s  =  fi  +  |!  +  |  +  --- 

für  jedes   positive   s  nicht   nur   convergent,   son- 
dern auch  eine  stetige  Function  von  s. 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  zerlegen  wir  S  in  der  Weise: 

S   =   Sni  -\-   Bmf 


worin 


a, 


(m—iy 


■p      ^^      1  ^m  +  l  I  (^m  +  2  I 

*"  ~"  m«  "^  (m  +  iy  "^  (m+2p  "^ 
Nun  ist  nach  (1): 

a^  =  (9^ — ^w— 15    ö^»i -1- 1  =  (?m  + 1 Ö„i,    Ctm  +  2=^^m  +  2 ^m  +  li  •  •  • 

und  daher 

7?    _u  ^"^-1  —  rt    fl 1       \ 

■^rn-r  ^,  —  ^-\^^.     {m+iyj 

+  ^"^  +  '  \(m+iy  —  (m  +  2)V  "^ 
Da  nun  nach  der  Voraussetzung  öm-i,  ö„t,  <?m  +  i,  •  •  •  zwi- 
schen endlichen  Grenzen  ±  C  eingeschlossen  sind,  so  ist  hier- 
nach Bm  H "^^—^  zwischen  den  beiden  Grenzen 

+  c(^-  —^—  +  —^ ^ k  ..A  =  +  -^ 


§.  191.  Sätze  aus  der  Reihenlehre.  695 


eingeschlossen,  und  es  ist  dem  absoluten  Werthe  nach 
oder,  wenn  s  ^  c  ist, 


7?     .-20 


Diese  obere  Grenze  für  i?„i,  die  von  s  unabhängig  ist, 
kann  aber,  wenn  c  positiv  ist,  dadurch,  dass  man  m  hinlänglich 
gross  annimmt,  unter  jeden  noch  so  kleinen  Werth  herabgedrückt 
werden. 

Daraus  folgt  aber  nicht  nur  die  Convergenz,  sondern  auch 
die  Stetigkeit  von  S.  Denn  nimmt  man  m  hinlänglich  gross, 
so  wird  nicht  nur  jR,„,  sondern  es  werden  auch  die  Schwankung 
von  Rm  bei  veränderlichem  s  unendlich  klein,  und  Sm  ist  für 
ein  feststehendes  m  eine  stetige  Function  von  s.  Also  ist  auch 
S  stetig. 

Es  ist  dabei  noch  zu  bemerken,  dass  die  Voraussetzung  über 
ö„i  keineswegs  die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe  2J  ajc  voraus- 
setzt. Es  ist  nicht  einmal  erforderlich,  dass  die  a^  reell  seien; 
denn  wenn  sie  imaginär  sind,  so  braucht  man  nur  den  Satz 
auf  den  reellen  und  den  imaginären  Bestandtheil  anzuwenden. 
Endlich  ist  es  auch  nicht  nothwendig,  die  %,  02,%,...  als  Con- 
stanten vorauszusetzen.  Alles  bleibt  gültig,  wenn  es  stetige 
Functionen  von  s  sind. 

2.  Bedeutet  /ij,  f<2i  • .  m  l^n,  •  •  •  eine  unendliche  Menge 
positiver  Zahlen  von  der  Beschaffenheit,  dass 
zwei  endliche  Zahlen  w,  ß  so  angegeben  werden 
können,   dass  für  jedes  noch  so  grosse  n 

(3) 


a, 

< 

f^« 

<A 

SO 

ist 

die 

unen 

dl 

ich 

e  Rei 

he 

S 

1 

+ 

1 
^1 

+Ä 

+ 

convergent,  so  lange  der  Exponent  s  grösser 
als  1  ist,  und  das  Product  (s  —  l)  S  bleibt  bei 
hinlänglicher  Annäherung  von  s  an  den  Werth  1 
gleichfalls  zwischen  den  Grenzen  cc  und  ß  oder 
nähert  sich  wenigstens  einem  dieser  Werthe 
unbegrenzt  an. 
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Der  Beweis  ist  durch  Zurückführung  auf  ein  Integral  sehr 
einfach  zu  führen.     Offenbar  ist  nämlich 

n  +  l 
n 


(n-\-  1)«   ^ J    x^         n' 


weil  sich  der  erste  oder  der  zweite  Werth,  (n  -\-  1)-^  oder  n"*, 
ergiebt,  wenn  unter  dem  Integralzeichen   für  x~^  der  zu  kleine 
oder  der  zu  grosse  Werth  (n  4-  1)-*  oder  n-^  gesetzt  wird. 
Demnach  ergiebt  sich  aus  (3)  für  jedes  positive  s 


Jfdx       i_  rdx^ 

J     X'   ^  ^^^  ^  J    x^ 

n  n-l 

Setzen  wir 

^^  =  -s h  -s ^-  ~s h 

rm  + 1  r  w  +  2  ^m  +  3 

SO  ergiebt  sich  hieraus 

'  dx 


«^'/^  <  JJ»  <  ß^f 


w  +  l 

oder 


(s  — 1)  (m+l)«-i   ^     *^  ^(s_i)^«-i 

Es  bleibt  also  B^^  wie  viele  Glieder  auch  summirt  werden 
mögen,  wenn  s  >  1  ist,  endlich,  und  dies  ist  bei  Reihen  mit  posi- 
tiven Gliedern  eine  ausreichende  Bedingung  für  die  Convergenz. 

Setzt  man  ferner  (4)  in  die  Form 


so  sieht  man,  dass  die  beiden  Grenzen  beliebig  nahe  an  a,  j3 
gebracht  werden  können,  wenn  man  s  —  1  klein  genug  an- 
nimmt, und  daraus  ergiebt  sich,  dass  (s  —  1)  B^  bei  hinlänglich 
kleinem  s  —  1  nicht  mehr  ausserhalb  der  Grenzen  a,  ß  liegen 
kann,  wenn  es  sich  nicht  mit  abnehmendem  s  —  1  einem  dieser 
Werthe  unbegrenzt  annähert.  Da  sich  nun  Bm  von  S  nur  durch 
einen  Bestandtheil  unterscheidet,  der  für  jedes  positive  s  endlich 
ist,  so  ist  der  Satz  hiermit  bewiesen. 

Es  gilt  der  Satz  aber  auch  dann  noch,  wenn  die  Ungleich- 
heit (3)  nicht  für  alle  n  gilt,  sondern  wenn  sie  nur  besteht,  so- 
bald n  eine  beliebig  gegebene  Grenze  m  überschritten  hat.     Auf 
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Grund  dieser  Bemerkung  kann  man,  wenn  sich  n  :  /i„  einem 
endlichen  Grenzwerthe  y  nähert,  a  und  ß  diesem  Grenzwerthe 
beliebig  nahe  annehmen,  und  erhält  so  die  etwas  präcisere  Fassung 
des  Theorems: 

3.  Sind  die  positiven  Zahlen  ^Uj,  ^Ug,  ft3,  .  .  .  so  be- 
schaffen, dass 

Lim  —  =  7 

n  =  00    l^n 

ein   endlicher  Grenzwerth  ist,   so  ist  die   unend- 
liche Reihe 

H  "^  ^1  "^  ^1  "^ 
für  jedes  s,  was  grösser  als  1  ist,  convergent, 
und   es   ist 

Lim  (s  —  1)  S  =  y. 

s  =  l 

Es  sei  jetzt  irgend  ein  System  M  von  unendlich  vielen 
positiven  Zahlen  /Lt„  gegeben,  die  wir  so  ordnen 

(5)  ,"1  ^  ^2  ^  /*3  ^  .  .  •  W. 

so  dass  in  der  Reihe  (5)  niemals  ein  kleineres  Glied  auf  ein 
grösseres  folgt,  und  es  bedeute  T  die  Anzahl  von  Gliedern  in  31. 
die  nicht  grösser  als  eine  beliebig  gegebene  positive  Grösse  t 
sind.     Es  gilt  dann  folgender  Satz: 

4.  Wenn  einer  der  beiden  Grenzwerthe 

(6)  Lim  — ,    Lim  — 

n  =  ao^n         i  =  oo      ^ 

endlich  ist,  so  hat  der  andere  denselben  end- 
lichen Werth. 
Es  sei  zunächst 

(7)  Um  ^  =  y 

ein  endlicher  Grenzwerth.  Dann  werden  die  {in  iiiit  unendlich 
wachsendem  n  nothwendig  ins  Unendliche  wachsen  müssen,  und 
es  giebt  für  jedes  positive  t  einen  Werth  m^  so  dass 

(8)  «m   ^  t  <   ,"m  +  i; 

m  wächst  zugleich  mit  t  ins  Unendliche  und  es  ist  T  =  m 
[wegen  (5)].    Daher  nach  (8) 

m  T  ^        m 


^^^  ilm'^     t     ^    iln, 


+  1 
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Wenn  nun  y  =  0  ist,  so  folgt  hieraus,  indem  man  t  und  m 
ins  Unendliche  wachsen  lässt,  dass  auch  T :  t  den  Grenzwerth  0 
hat.    Ist  aber  y  von  0  verschieden,  so  ist  nach  (7) 


Lim  -J^  ^  Lim  ^^-  =  1 

iim  +  i  m+1 


und  daher  nähern  sich  die  beiden  Grenzwerthe  in  (9)  dem 
Werthe  y.  und  es  folgt  also: 

T 

(10)  Lim  -r  ■=  7- 

f  =00        t 

Setzen  wir  zweitens  umgekehrt  die  Grenzgleichung  (10) 
voraus,  so  wird  auch  jetzt  ft„  mit  w  ins  Unendliche  wachsen 
müssen,  denn  sonst  würde,  da  die  Gesammtzahl  aller  ^  unendlich 
ist,  T  schon  für  ein  endliches  t  unendlich,  und  y  könnte  nicht 
endlich  sein. 

Nehmen  wir  nun  einen  Werth  ft«,  der  in  der  Reihe  der 
unter  einander  gleichen 

vorkommt,  so  dass 

m-f-l  ^  n  ^  m  -\-  l^ 

so  wird  T,  wenn  t  durch  den  Werth  ^„  geht,  plötzlich  um  l  Ein- 
heiten wachsen,  und  das  Verhältniss  T :  t  wächst  um  l  :  ft„.  Da 
aber  T :  t  einen  endlichen  Grenzwerth  haben  soll,  so  muss 

(11)  Lim  —  =r  0 

sein.    Wenn  nun  t  ==  ^n  ist,  so  ist  T  =  m  -|-  l,  und  folglich  ist 

(12)  j  =  -^,     Lim  -— -  =  y. 

Ferner  ,  -.  .        , . 

m         n         m^i 

*^  —  5 

und  folglich  ist  wegen  (11)  und  (12) 

Lim  —  =  Lim  —  =  y. 

Also  ist  aus  der  Gleichung  (10)  die  Gleichung  (7)  gefolgert  i). 

Mit  Benutzung  des  Satzes  4.  können  wir  nun  dem  Satze  3. 
auch  die  Form  geben: 

1)  Dieser  Satz  ist  im  Wesentlichen  auf  dieselbe  Weise  bewiesen  bei 
Dirichlet-Dedekind,  Supplement  IL  Vgl.  auch  Riemann's  mathema- 
tische Werke,  2.  Auflage,  Nr.  XXX. 


§.  191.  Sätze  aus  der  Reihenlehre.  699 

5.  Ist    T   die    Anzahl    der    Grössen    ft„,    die    nicht 
grösser  als  t  sind,  so  ist 

n 

(13)  Lim  ;S  ^  =  Lim  j, 

1,  X 

wenn  der  Grenz werth  von  T  :  t  endlich  ist. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Grössen  iw-i,  ftg?  f^s?  •  •  •  nicht  nur 
den  Bedingungen  des  Satzes  3.,  sondern  noch  den  weiteren 
genügen,  dass,  wenn  "  ,; :    •' 

(14)  .»  =  -t^" 

gesetzt  wird,  die  c„  mit  unendlich  wachsendem  n  nicht  unendlich 
werden  (d.  h.  für  jedes  noch  so  grosse  n  zwischen  endlichen 
Grenzen  eingeschlossen  sind),  so  können  wir  den  Satz  3.  durch 
den  noch  schärferen  ersetzen: 

6.  Haben   die   Zahlen  ft„   die  Eigenschaft,   dass   sich 
ein  endliches  y  so  bestimmen  lässt,  dass 

(15)  y^^  —  n  —  Cn 

mit  unendlich  wachsendem  n  nicht  unendlich 
wird,  so  hat  die  für  jedes  s  >>  1  definirte  Func- 
tion von  s 

(16)  S=i,  +  ^  +  --- 

die  Eigenschaft,  dass  die  Differenz 

(17)  •      «-i^  =  c^^ 

sich  mit  unendlich  abnehmendem  s  —  1  einer 
endlichen  Grenze  nähert. 

Um  dies  zu  beweisen,  setzen  wir  nach  (14)  und  (16): 

(18)  i£-Ä  =  r2l[i-(i  +  ^)^. 

Wenn  nun  £  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  so  ist,  wenn  wir 

setzen,  ««^1  +  *  für  ein  unendlich  wachsendes  n  nicht  unendlich, 
und  folglich  ist  nach  einem  bekannten  elementaren  Satze  der 
Reihenlehre  «i  -f-  «2  +  *  •  *  ^ine  unbedingt  convergente  Reihe. 
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Setzen  wir  nun 
SO  ergiebt  sich  aus  (18): 

und  dies  ist  nach  1.  eine  für  positive  S\  endliche  und  stetige 
Function  von  Sj.  Für  s^  ==  1  —  £  wird  aber  s  =  1 ,  und  folg- 
lich ist 

(19)  S  5  -  S  =  A 

für  s  ==  1  endlich,  nämlich  gleich 


Mit  Anwendung  einfacher  Sätze  aus  der  Theorie  der  jT-Func- 
tionen  lässt  sich  aber  die  Summe  1  —  durch  ein  bestimmtes 
Integral  ausdrücken.    Es  ist 

00 

n'        r{s)  J 

0 

und  folglich 

1    __     1        rx'-^e-'^dx 
n^  ~  TJsj  J       1  —  e-^ 

0 

Ferner  ist  [nach  dem  Satze  (s  —  \)  r(s —  1)  =  -f^(^)]- 

00 

s  —  1      r(s)  J 

0 

und  daraus 

1 ^  =  ~^    fx^-^  e-^  (- — ^ -\  dx. 

n'        s  —  1        r{s)J  \1  — e-^        xj 

0 

Hierin  ist  die  rechte  Seite  eine  für  alle  positiven  Werthe  von 
s  stetige  Function,  die  für  s  =  1   in  die  Euler'sche  Constante 

00 

/«-^  (irr^  -  i)  '^^  =  -  -^'(1)  =  0,57721566  .  .  . 

0 

übergeht.    Nun  ist  nach  (19): 
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und  daher 

(20)        Lim  (s -  ^)  =  -  r-r'(i)  +  A  =  c„ 

wie  zu  beweisen  war,  endlich  i). 

§•  192. 
Anwendung  auf  die  Bestimmung  der  Classenzahl. 

Wir  machen  von  diesen  Sätzen  jetzt  die  Anwendung  auf  die 
Theorie  des  Körpers  Sl.  Wir  verstehen  unter  den  Zahlen  jt«  des 
Theorems  5.  die  Normen  der  sämmtlichen  Ideale  des  Körpers  iß, 
also  unter  T  die  Anzahl  der  Ideale  in  Sl^  deren  Norm  nicht 
grösser  als  eine  gegebene  positive  Grösse  t  ist,  und  erhalten 

und  darin  erstreckt  sich  die  Summe  der  linken  Seite  auf  alle 
Ideale  a  des  Körpers.  Die  Ideale  zerfallen  nun  nach  §.  153  in 
eine  endliche  Anzahl  von  Classen 

und  das  grosse  Ziel  ist  die  Bestimmung  dieser  Zahl  h,  der 
Classenzahl. 

Die  Ideale  üi  einer  dieser  Classen  Ä^  sind  dadurch  charak- 
terisirt,  dass  ihre  Producte  mit  einem  und  demselben  ganzen 
Functionale  g^i,  das  der  Classe  Ä~^  angehört,  Hauptideale 
sind,  dass  also 

(p^ai  =  cc 

eine  ganze  Zahl  des  Körpers  Sl  ist. 

Ist  die  Norm  von  Oj  nicht  grösser  als  f,  so  ist 

Na(cc)  ^  Na((pi)  t  =  t^. 

Ist  Tj  die  Anzahl  der  Ideale  der  Classe  J-i,  deren  Normen 
nicht  grösser  als  t  sind,  so  ist  T^  zugleich  die  Anzahl  der  nicht 


1)  Die  hier  gebrauchten  Sätze  über  r  -  Functionen  finden  sich  in 
den  ausführlicheren  Lehrbüchern  der  Integralrechnung,  z.  B.  Serret- 
Harn  ack,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung,  Bd.  II, 
S.  170  f.  (Leipzig  1885). 
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associirten   durch   g^^   theilbaren   ganzen   Zahlen,   deren   Normen 
nicht  grösser  als  ^j  sind,  und  nach  dem  Satze  §.  190,  1.  ist 

(2)  Lim  ^  =       ^ 


wenn  g  die  an  der  erwähnten  Stelle  angegebene  Bedeutung  hat, 
also  eine  von  Null  verschiedene,  durch  die  Natur  des  Kör- 
pers Sl  bestimmte  Zahl  ist. 

Wenn  jetzt  Tg^  ^2i  •  •  n  ^n^  k  die  entsprechende  Bedeutung 
für  die  Classen  Ä2^  .  .  .,  Äh  haben,  wie  Ti,  ^i  für  Ai^  so  ist 

T  =  I\  +  T,  +  •  •  •  +  T„ 

j  =  ^  N„(cp,)  +  I  N„{^,)  H h  f  ^«(9'^), 

und  aus  (1)  und  (2)  ergiebt  sich  die  fundamentale  Formel: 

Die  Zahl  g  können  wir  nach  §.  185,  (11)  als  bekannt  be- 
trachten, wenn  auch  ihre  wirkliche  Berechnung  noch  auf  der 
Voraussetzung  beruht,  dass  ein  Fundamentalsystem  von  Einheiten 
bekannt  sei,  und  wenn  auch  die  Ermittelung  eines  solchen  Sy- 
stemes  in  höheren  Körpern  immer  als  eine  der  grössten  Schwierig- 
keiten betrachtet  worden  ist.  Dann  hängt  die  Berechnung  der 
Classenzahl  noch  von  der  Bestimmung  des  Grenzwerthes  auf  der 
linken  Seite  von  (3)  ab,  die  natürlich  auch  nur  in  besonderen 
Fällen  gelingt,  doch  aber  oft  wichtige  Schlüsse  über  die  Natur 
der  Classenzahl  gestattet.  Wir  wollen  noch  eine  die  Berechnung 
vorbereitende  Umformung  der  Summe 

in  ein  unendliches  Product  entwickeln. 

Es  sei  p  irgend  ein  Primideal  /*®°  Grades  im  Körper  ^,  also 

Dann  ist  die  unendliche  geometrische  Reihe 

wenn  man  diese  Reihen  für  alle  verschiedenen  Primideale  p  mit 
einander  multiplicirt,  so  erhält  man  nach  bekannten  Sätzen  aus 
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der  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  eine  Summe  von  Gliedern 
der  Form 

\nW  nWV'  ^cpt"  "  /  ^  hröyWV^^^J ' 

die  alle  in  der  Form  N(a)~^  enthalten  sind,  und  jedes  solche 
Glied  ergiebt  sich  ein-  und  nur  einmal.     Danach  ist  also 

(^>     ■  *(^)  =  n  r^ri(pp- 

Sind  daher  p^,  p2i  •  •  •?  Pe  f^ie  von  einander  verschiedenen 
Primfactoren  von  ^9,  und./i,/2,  .  .  .,/e  ihre  Grade  (§.  143),  so 
ergiebt  sich 

(6)  0 (s)  =  h  (i_^-,^.3(i_^i^,3_^i_^-.^,) , 

worin  das  unendliche  Product  FI  über  alle  natürlichen  Prim- 
zahlen p  auszudehnen  ist,  und  nach  (3),  (4) 

(7)  gh  =  Lim  (s— 1)  ^(s). 

s  =  l 

Hieraus  lässt  sich  ein  für  mannigfache  Anwendungen  wich- 
tiger Schluss  ziehen : 

Wenn  wir  aus  der  Entwickelung 

das  Product  für  alle  Primzahlen  p  bilden,  so  ergiebt  sich: 
PI  n    1 

worin  sich  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  auf  alle  natürlichen 
Zahlen  n  erstreckt,  und  es  hat  also  dies  Product  für  alle  Werthe 
von  s.  die  grösser  als  1  sind,  einen  endlichen  Werth.  Der  reci- 
proke  Werth,  nämlich  das  Product 


p 


(9)  P  =  II  (1  -  p-^% 

dessen  Factoren  sämmtlich  kleiner  als  1  sind,  hat  daher,  so 
lange  s  >  1  ist,  einen  von  Null  verschiedenen  Werth.  Diese 
Eigenschaft  bleibt  nun  erhalten,  wenn  vnr  bei  der  Bildung  des 
Productes  P  nur  einen  Theil  aller  Primzahlen  p  berücksichtigen, 
weil  das  Product  durch  Weglassen  beliebiger  Factoren  nur  ver- 
grössert  wird,  ohne  die  Einheit  je  zu  übersteigen. 
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Daraus  ergiebt  sich,  dass  in  dem  Producte  (6)  die  Theil- 
producte 

die  sich  über  alle  Primzahlen  p  erstrecken,  für  die/>>l  ist,  auch 
für  s  =  1  noch  endlich  bleiben.  Da  andererseits  ^,  h  bestimmte 
von  Null  verschiedene  Werthe  haben,  so  ergiebt  sich  aus  (7)  der 
wichtige  Satz: 

1.  Durchläuft  |)  die  Gesammtheit  der  Primideale 
ersten  Grades  irgend  eines  algebraischen  Kör- 
pers ß,  so  hat  das  Product 

für  s  =  l  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen 
Grenzwerth. 

Diese  Eigenschaft  bleibt  auch  dann  noch  erhalten,  wenn  bei 
der  Bildung  des  Productes  eine  beliebige  endliche  Anzahl  von 
Primidealen  ersten  Grades  ausgelassen  wird. 

Die  Normen  N  (p)  sind  in  der  Formel  (10)  gleich  natür- 
lichen Primzahlen  |;.  Eine  Primzahl  p  kommt  aber  darin  so  oft 
vor,  als  sie  Primfactoren  ersten  Grades  in  Sl  enthält,  also  höch- 
stens nmal.  Ist  Sl  ein  Normalkörper,  so  kommt  auch  wirk- 
lich jede  Primzahl  p,  die  in  Primfactoren  ersten  Grades  zerlegbar 
ist,  genau  ^mal  darin  vor,  und  wir  können  für  das  Product  (10) 
auch  setzen: 

(^  -   J)   n   (1  _'^-y , 

worin  sich   das   Product  0   auf  alle   in   Primfactoren   ersten 
Grades  zerlegbaren  Primzahlen  p  erstreckt  (§.  160). 
Eine  unmittelbare  Folgerung  des  Satzes  I.  ist  die: 

In  jedem   algebraischen   Körper   giebt   es   un- 
endlich viele  Primideale  ersten  Grades. 


Vier  und  zwanzigster  Abschnitt. 
Classenzahl  der  Kreistheilungskörper. 


§.  193. 
Classenzahldarstellung  im  Kreistheilungskörper  ß,„. 

Die  allgemeinen  Resultate  über  die  Classenzahl  li  sollen 
nun  angewandt  werden  auf  den  vollen  Kreistheilungskörper  i2,„ 
unter  der  bisherigen  Voraussetzung,  dass  m  eine  Potenz  einer 
Primzahl  q  sei,  und  dass  also 

(1)  m==g%    9(m)  =  (Z— nfi-i)  =  i^ 
gesetzt  sei. 

Im  einundzwanzigsten  Abschnitte  (§.  169,  171)  haben  wir 
gesehen,  dass  in  q  nur  ein  Primideal  l^^^^  Grades  aufgeht,  und 
dass  eine  zum  Exponenten  /  gehörige,  von  q  verschiedene 
Primzahl  p  in  e  verschiedene  Primideale  f^^^  Grades  zerfällt. 
Darin  bedeutet  /  den  kleinsten  positiven  Exponenten,  für  den 

(2)  pf  ^  \  (mod  m) 
ist,  und  e  ist  durch  die  Gleichung 

(3)  ft  =  e/ 
bestimmt. 

Die  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  durch  die  Formel  (6) 
bestimmte  Function  0(s)  erhält  daher  hier  den  Ausdruck: 

und  darin  erstreckt  sich  das  Productzeichen  TL  auf  alle  Prim- 
zahlen p,  die  von  q  verschieden  sind.  Darin  ist  s  eine  Variable, 
die  immer  grösser  als  1  ist,  die  sich  schliesslich  der  Grenze  1 
nähern  soll. 

Weber,  Algebra.    II.  45 
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Um  nun  diesen  Ausdruck  für  die  Function  O  weiter  umzu- 
formen und  zur  Berechnung  vorzubereiten,  hat  man  die  Sätze 
über  die  Abel' sehen  Gruppen  und  Gruppencharaktere  zu  be- 
nutzen, die  wir  in  den  Paragraphen  14  bis  16  dieses  Bandes 
kennen  gelernt  haben. 

Die  Gesammtheit  der  durch  q  nicht  theilbaren  Zahlen  n 
bildet,  nach  dem  Modul  m  genommen,  eine  Abel' sehe  Gruppe  ^ 
vom  Grade  fi,  deren  Charaktere  x(n)  im  §.  16  bestimmt  sind.  Es 
war  dabei  ein  kleiner  Unterschied,  je  nachdem  q  ungerade  oder 
g  =  2  ist. 

1)  Ist  g'  ungerade,  so  giebt  es  eine  primitive  Wurzel  c  von  m, 
und  für  jede  Zahl  n  giebt  es  einen  Index  y,  so  dass 

(5)  n  ^  cy  (mod  w). 
Ist  dann  0  eine  ^^^  Einheitswurzel,  so  ist 

(6)  Z{n)  =  &y, 

und  die  sämmtlichen  ^  Charaktere  erhält  man,  wenn  man  für  & 
die  verschiedenen  fi*^^  Einheitswurzeln  setzt. 

Gehört  n  zum  Exponenten  /,  so  ist  e  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  y  und  ft,  und  %  (n)  ist  /*^  Einheits- 
wurzel. 

2)  Für  g  =  2,  m  >>  4  (den  Fall  m  =  4=  berücksichtigen  wir 
hier  nicht)  hat  jede  ungerade  Zahl  n  zwei  Indices  w,  /3,  die  nach 
den  Moduln  2,  |  ft  bestimmt  sind,  für  die 

(7)  n  =  (—  1)«  5/^  (mod  m) 

ist.     Als  Charaktere   erhält  man,  wenn   £  =  ±  1   und   ®   gleich 
einer  |  ft*^^  Einheitswurzel  gesetzt  wird : 

(8)  ;^(l^)  =  £«0/^ 

/  ist  die  kleinste  positive  Lösung  der  beiden  Congruenzen : 

ocf=0  (mod  2),     ßf=0  (mod  |  /t), 
und  X  (^)  ist  auch  hier  /*^  Einheitswurzel. 

Für  beide  Fälle  gilt  aber  die  Bemerkung: 

3)  Gehört  n  zum  Exponenten/,  so  erhält  man,  wenn  man  % 
die  gesammte  Gruppe  der  ^  Charaktere  durchlaufen  lässt,  aus 
x(n)  jede/*®  Einheitswurzel  emal. 

Denn  da  die  %  eine  Abel' sehe  Gruppe  bilden,  so  erhält 
man  zunächst  jede  /*®  Einheitswurzel,  die  überhaupt  vorkommt, 
gleich  oft,  nämlich  so  oft  als  den  Werth  1,  weil,  wenn  x^{n)  =  %2{n) 
ist,  %^  %7^  (^0  =  Zo  W  =  1   ist.      Andererseits   erhält  man   aber 
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jede  /*^  Einheitswurzel;  denn  wenn  man  im  Falle  1)  für  0  eine 
primitive  fi^%  im  Falle  2)  eine  primitive  |  ^^^  Einheitswurzel,  und 
im  letzten  Falle  zugleich  £  =  —  1  setzt ,  so  ist  x  00  ^^^^  P^i" 
mitive  /^®  Einheitsw^urzel,  und  aus  deren  Potenzen  kann  man 
alle  ß^^  Einheitswurzeln  herleiten. 

Bedeutet  daher  jetzt  x  eine  Variable,  so  ist,  wenn  n  zum 
Exponenten  /  gehört,  das  über  sämmtliche  Charaktere  x  er- 
streckte Product 

(9)  Ü[i-x(»)x]  =  {i-xfy, 

und  wenn  man  daher  a  =  jj- "  setzt,  so  ergiebt  sich  aus  (4) : 

wenn  sich  das  erste  Productzeichen  auf  alle  Charaktere  Xi  das 
zweite  auf  alle  Primzahlen  p  erstreckt.  Es  ist  also  0  (s)  ein 
Product  aus  einer  endlichen  Zahl,  u,  von  Factoren,  deren  jeder 
ein  unendliches  Product  ist. 

Jetzt  wollen  wir  jeden  Factor  eines  dieser  unendlichen  Pro- 
ducte  nach  steigenden  Potenzen  von  p—^  entwickeln.  Dadurch 
ergiebt  sich 

i^^\p)p-s  =  1  + ;« (p)  p-'  + 1  (p'-)  p-''  +  z  (p')  p-'»  +  •  •  • 

Das  Product  aus  allen  Factoren,  die  man  hieraus  erhält, 
wenn  x  festgehalten  wird,  während  p  alle  von  q  verschiedenen 
Primzahlen  durchläuft,  ist  ein  Aggregat  von  Gliedern  der  Form 

xip"")  xiß'n  xip"n ' '  •  p-''  p'-'""'  p"-'"""  '"  =  %  w  >^-^ 

und  jedes  Glied  dieser  Form  kommt  in  dem  Producte  ein-  und 
nur  einmal  vor  [vgl.  §.  192,(8)].  Danach  ergiebt  sich  die  Umformung 
von  0(s)  in  ein  endliches  Product  von  unendlichen  Reihen: 

(H)  ^(.)  =  ^ftv.^), 

worin  sich  die  Summe  auf  alle  durch  q  nicht  theilbaren  Zahlen  n 
erstreckt  und  das  Product  auf  alle  ^  Charaktere  x- 

Dieser  Ausdruck  ist  geeignet,  um  den  Grenzwerth  von 
(s  —  1)  ^  (s)  für  s  =  1  zu  bestimmen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  dem  Hauptcharakter  x  =  ^ 
entsprechende  Summe 

vi. 

45* 
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Man  erhält  die  Zahlen  w,  wenn  man  von  der  Gesammtheit 
aller  natürlichen  Zahlen  /c  die  Vielfachen  von  q^  d.  h.  die 
Gesammtheit  der  Zahlen  qTc  wegnimmt.     Hiernach  ist 

Wenn  man  aber  in  dem  Satze  3.,  §.  191,  für  die  fin  die 
Reihe  der  natürlichen  Zahlen  k  setzt,  so  folgt: 

Lim  (s- 1)^:^=1, 
und  wir  erhalten  daher 

(12)  Lim  /~^     1  --  =  1. 

Die  anderen  Factoren  des  Productes  0(s)  aber  sind,  wenn 
die  unendlichen  Reihen  nach  steigenden  Werthen  von  n  geordnet 
werden,  nach  dem  Satze  1.,  §.  191,  stetige  Functionen  von  s. 

Denn  die  nach  steigenden  Werthen  von  n  geordnete  Summe 

(13)  1  X  (n) 

ist  zwar  nicht  convergent,  kann  aber  doch  dem  absoluten  Werthe 
nach  nicht  über  eine  endliche  Grenze  hinausgehen.  Denn  so  oft 
n  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  m  durchläuft,  kommt 
zu  der  Summe  (13)  ein  Beitrag  hinzu,  der  nach  §.  11,  6.  den 
Werth  0  hat.    Demnach  ist,  wenn  %  nicht  der  Hauptcharakter  ist, 

(14)  LimV^)=X^), 

und  demnach  erhalten  wir  für  die  Classenzahl  h  im  Kreis- 
theilungskörper  Sl^n  jetzt  den  Ausdruck 

(15)  gh=(\lT^M^ 

in  dem  sich  das  Productzeichen  TT  nur  noch  auf  die  vom 
Hauptcharakter  verschiedenen  Charaktere  %  bezieht. 


§.  194. 
Bestimmung  der   Summen   X. 

Die  unendlichen  Reihen 

(1)  x=i^-^), 
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von  denen  hiernach  die  Bestimmung  der  Classenzahl  noch  ab- 
hängt, lassen  sich  durch  endliche  Ausdrücke  darstellen.  Es  ist 
nämlich 


n       J 


1 

0 


und  demnach 

1 


X  =  y^v  ^j^{,i)x—^d 


0 

Nun  bleibt  %  (n)  ungeändert,  wenn  n  um  ein  Vielfaches  von 
m  wächst.  Versteht  man  aber  unter  t  den  kleinsten  positiven 
Rest  von  n  und  setzt 

n  ^=  t  -\-  ml, 

so  ist  x(n)  =  i{t),  und  es  folgt: 

X  =  [^  x{t)  x*-^  V  x^^'Ul 

J  0,00 


x. 


Setzt  man  jetzt 

(2)  f{x)  =  {x{t)x\ 

so  ist  f  {x)  eine  ganze  Function  von  x  vom  Grade  m  —  1,  und 
zugleich  ist  wegen  der  Relation  Z  %{t)  =  0: 

(3)  /(0)  =  0,    /(1)  =  0, 

also  f{x)   durch  x  (1  —  x)  theilbar.     Für  X  ergiebt  sich   dann 
nach  der  Summenformel  für  die  geometrische  Reihe  U  x''^^: 


0 

Um  ein  solches  Integral  zu  finden,  schreibt  die  Integral- 
rechnung vor,  den  rationalen  Bruch  unter  dem  Integralzeichen 
in  Partialbrüche  zu  zerlegen.  Diese  Partialbruch -Zerlegung  er- 
giebt aber,  wegen  (3),  wenn 


gesetzt  wird : 

f{x)        ^  _  1  4^    f(r') 


X  (1  —  X"')  m  -^  X  —  r* 

1,  m  — 1 

[Bd.  I,  §.  29,  (11)].  und  nun  haben  wir  weiter  nach  bekannten 
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elementaren    Sätzen    der    Integralrechnung,    wenn    w    irgend 
einen   Winkel   zwischen  0  und   2%  bedeutet, 

1 

y  ^— ^  =  i  log  (4  sin^  2)  +  '  ^— 

0 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  (4): 

1,  TO  — 1 

Hierin  ist  nach  (2) 
(6)  f{r')  =  iz{t)r'', 

und  daraus  ergiebt  sich  [wegen  (3)] : 


(7)  2  /(»•')  =  2   ^C'-^)  =  0' 

1,  w  —  1  0,  m  —  1 

da  s       ' 

2  r't  =  0 

0,  m  —  1 

ist.     Hiernach  vereinfacht  sich  die  Formel  (5)   noch  etwas   und 
ergiebt 

1,  TO  — 1 

wofür  man  auch,  wenn  man  s  durch  m  —  s  ersetzt  und  wieder 
(7)  benutzt, 

(»)  ^=-i2/(-)[j'«K""^y-'^] 

1,  m  — 1 

setzen  kann. 

Aus  (6)  folgt  aber 

und  die  nach  t  genommene  Summe   ändert  sich  nicht,   wenn   t 
durch  m  —  t  ersetzt  wird.     Daraus  folgt: 

/(»•-')  =  z(-i)/('-0- 

Der  Factor  %  ( —  1)  hat  den  Werth  +  1  oder  —  1 ,  da  sein 
Quadrat  =  -\-  l  ist.  Wir  unterscheiden  daher  jetzt  zwei  Arten 
von  Charakteren  Xi  (w),  X2  00'  ^^  ^^^^ 

(10)  ;(,(-l)=l,       ;j,  (_!)==_    1 
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ist,  und  danach  sind  auch  die  Functionen  /  in  /^  und  /g  zu 
unterscheiden,  so  dass 

(11)  /,  (r-0  =  /i  (r^),    /2  0-0  =  -  /2  M 

wird.  Ebenso  unterscheiden  wir  die  Ausdrücke  (8),  (9)  als  Xi 
und  Xg,  und  es  ergiebt  sich,  wenn  man  beide  Ausdrücke  addirt, 
nach  (11): 

^. =-i  i: /.('•')  log  (^'"S' 


(12) 


1,  JH  — 1 


^^'^  =  -1^.  S*/^o-^)- 


Wi2 

l,?n  -1 


§.  195. 

Ueber  die  Classenzahl  in  dem   in   £l,,^   enthaltenen 
reellen  Körper. 

Unsere  allgemeinen  Principien  können  auch  angewandt 
werden,  um  die  Classenzahlen  in  den  Theilern  des  Körpers  i2,„ 
zu  bestimmen. 

Insbesondere  sind  die  Formeln  (6),  (7),  §.  192  anwendbar,  wenn 
wir  die  Grade  der  Primideale  in  einem  solchen  Theiler  kennen. 
Die  Frage  nach  dem  Verhältniss  der  Classenzahlen  in  den 
Theilern  eines  Körpers  Sl,n  zu  der  Classenzahl  in  Sl,n  selbst  ist 
von  grossem  Interesse  und  soll  hier  für  den  Fall  behandelt 
werden,  dass  es  sich  um  den  in  ii,,^  enthaltenen  reellen  Körper 
Hm  handelt,  den  wir  ja  schon  im  §.  176  f.  untersucht  habend). 
Es  hat  sich  dort  ergeben,  dass  q  im  Körper  Hm  die  \  ^^^  Potenz 
einer  Primzahl  ersten  Grades  ist,  dass  die  anderen  Primzahlen  p 
in  ei  Primfactoren  f^}^^  Grades  zerfallen,  so  dass 

(1)  /.e,  =i,«, 

und  dass  zwei  Arten  von  Primzahlen  p^,  m  zu  unterscheiden 
sind,  so  dass  bei  den  Primzahlen  erster  Art  /^  =  i/,  e^  =  e,  bei 
denen  der  zweiten  Art  /^  =  /,  ^i  =  i  e  ist. 

Für  den  Körper  ^"„1  erhalten  wir  demnach  aus  §.  192,  (6),  (7) 
die  Classenzahl  \  nach  der  Formel: 


^)  Vgl.  Kummer,  „Bestimmung  der  Anzahl  u.  s.  f.".    Crelle's  Journ. 
Bd.  40  (1849). 
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(2)  g,JH=Lim(s-l)0,{s), 


l  Pl  1  P-2  1 

(3)     ®i («)  =  1^3^  1'  (i-PT'^'fy  '1  (r=:^^-^7)vr^ ' 

worin  sich  die  beiden  Productzeichen  auf  alle  Primzahlen  jp^  und 
P2  beziehen.  Mit  Benutzung  der  oben  erklärten  Zeichen  /j,  e^ 
kann  man  dafür  auch  setzen: 

W  ^^(«).=  TT^Ji(i  _',-./.).' 

und  das  Productzeichen  auf  alle  Primzahlen  ^j  erstrecken. 

Die  Bedeutung  von  g^  ergiebt  sich  aus  §.  190,  (11). 

Nun  wollen  wir  aus  der  Gruppe  C  der  Charaktere  %  einen 
Theiler  d  aussondern,  der  aus  allen  den  Charakteren  %^  bestehen 
soll,  für  die 

(5)  Xi(-1)  =  +  J- 

ist.  Zunächst  ist  klar,  dass  diese  Charaktere  ;ki  eine  Gruppe  C^ 
bilden.  Diese  Gruppe  ist  aber  nicht  mit  C  identisch,  weil  es 
gewiss  einen  Charakter  Xo  giebt,  für  den  x^  ( —  1)  =  —  1  ist. 
Wir  brauchen,  um  einen  solchen  zu  erhalten,  nur  in  §.  193,  (6) 
für  ®  eine  primitive  ^*®  Einheitswurzel,  oder  in  §.193,(8)  £  =  — 1 
zu  setzen.  Dann  bildet  die  Gesammtheit  der  Charaktere  Xo  %i^ 
die  alle  nicht  zu  Ci  gehören,  eine  Nebengruppe  Cg,  deren  Ele- 
mente mit  X2  bezeichnet  werden  mögen.  Jeder  Charakter  x  ist 
also  dann  entweder  in  Ci  oder  in  C2  enthalten,  denn  wenn  x 
nicht  in  Ci  vorkommt,  so  kommt  XV^  %  darin  vor,  und  folglich 
X  in  C2.     Es  ist  daher  6\  ein  Theiler  von   C  vom  Index  2. 

Die  Charaktere  Xi  kann  man  auf  folgende  Art  bilden : 

1)  Ist  m  ungerade,  so  setzen  wir,  wie  in  §.  193, 

n  ^  cy  (mod  m)^ 
und  lassen  in 

(6)  xi  ('0  =  6)/ 

0  die  Gesammtheit  der  |  fi*®°  Einheitswurzeln  durchlaufen. 

2)  Ist  m  gerade,  so  setzen  wir 

n  =  (—  1)«  5^^ 
und  erhalten 

(7)  xi  00  =  0^ 

worin  0  wieder  die  sämmtlichen  |  fit*^^  Einheitswurzeln  durch- 
läuft. 
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Beides  ergiebt  sich  leicht  dadurch,  dass  für  n  =^  —  1  im 
ersten  Falle  y  =  l^^  im  zv>'eiten  «  =  1 ,  /3  =  0  ist,  also  beide 
Male  Xi  (—  1)  =  1  ist'  und  dass  jede  der  Formeln  (6),  (7)  genau 
}  ^  verschiedene  Charaktere  darstellt. 

Worauf  es  nun  wesentlich  ankommt,  ist  Folgendes: 

'  Ist  2^  irgend  eine  von  q  verschiedene  Primzahl, 
so  erhält  man  in  der  Form  Xi  (p)^  wenn  Xi  die 
Gruppe  Ci  durchläuft,  jede  f^^^  Einheitswurzel, 
und  jede  gleich   oft,  also  ej  mal. 

Dass  alle  Xi  (p)  Einheitswurzeln  vom  Grade  /^  sind,  ist  klar, 
denn  es  ist  immer  (vgl.  §.  177)  j^'i  ^  +  1  (mod  m),  und  daher 

[zi(i')F  =  Zi(±i)  =  i. 

Wenn  aber  unter  den  Xi  (p)  eine  primitive  /i^®  Einheitswurzel 
vorkommt,  so  kommen  alle  anderen  /^^«^  Einheitswurzeln  auch 
darunter  vor,  und  gleich  oft,  nämlich  so  oft  wie  die  Einheits- 
wurzel 1. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Gruppennatur  der  Xi-  Es 
ist  also  nun  noch  zu  zeigen,  dass  unter  den  Xi(p)  eine  pri- 
mitive /i*^  Einheitswurzel  vorkommt. 

Diese  Möglichkeit  ergiebt  sich  aber  aus  der  Bestimmung  von 

Xi  sehr  einfach.     Ist  zunächst  &  in  (6)  bei  ungeradem  m  eine 

primitive  Einheitswurzel  vom  Grade  \  fi,  und  ist  y  der  Index 

von  p,  so  ist  eine  Potenz  von  0'/,  @y^  dann  und  nur  dann  =  1,  wenn 

2  7  A  ^  0  (mod  ft). 

Nun  ist  ^  =  cf  und  e  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  y  und  fi;  und  daher  wird  diese  Bedingung  2  A  ^  0  (mod  /). 
Es  ist  aber  nach  §.  177,  3.  f^=zf  oder  =  |/,  je  nachdem  / 
ungerade  oder  gerade  ist,  und  folglich  muss  A  ^  0  (mod  /i)  sein. 
Also  ist  0'  primitive  /j*®  Einheitswurzel. 

Ist  aber  m  gerade,  so  nehmen  wir  in  (7)  gleichfalls  für  0 
eine  primitive  |  ^^^  Einheitswurzel  und  setzen 

p  =  (—  1)"  5.^  (mod  m), 
so  dass  /  die  kleinste  positive  Zahl  ist,  die  den  Congruenzen 

«/  =  0  (mod  2),     ßf=0  (mod  |  fi) 
genügt.    Es  ist  nun  0.^^-  nur  dann  =  1,  wenn  /3  A  ^  0  (mod  ^^) 
ist.     Wenn   nicht   A  =  1,    also   ß  =  0   ist,    so   ist    der   kleinste 
Werth,  den  A  haben  kann,  gerade,  und  daher  ist  dieser  kleinste 
Werth  von  A  ^/. 
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Wenn  aber  A  =  1  ist,  so  muss  ß  =  0  sein,  und  es  sind 
noch  zwei  Fälle  möglich: 

entweder   /=1,    w  =  0,   p^        1  (mod  m),    ^  =  f 

oder  /  =  2,    «  =  1,    p  ^  —  1  (mod  m),    l  =  \f. 

Nur  in  diesem  letzten  Falle  gehört  p  zur  ersten  Art,  und  es 
folgt  also,  dass  auch  hier  allgemein  ®t^  eine  primitive  /j*^  Ein- 
heitswurzel ist.     Hiermit  ist  dann  der  Satz  bewiesen. 

Dieser  Satz  gestattet  uns  die  Anwendung  der  Formel 
§.  193,  (9),  die  hier  ergiebt: 

(8)  (1  -  p-^f^Y^  =  ü  [1 — X,  (p)  p-q , 

worin  sich  das  Product  auf  alle  Charaktere  x^  der  Gruppe  C^ 
erstreckt,  und  nun  lässt  sich  die  Function  O^  (s)  ebenso  wie  0  (s) 
im  §.  193  weiter  entwickeln.  Man  erhält  auf  demselben  Wege, 
wie  dort,  die  Formel  (11). 

(9)  a.,(.)  =  — ^— fii?i|L), 

und  wenn  man  zur  Grenze  s  =  1  übergeht, 


(10) 


../.  =  ftv^-#, 


worin  aber  jetzt  das  Product  auf  alle  Charaktere  der  Gruppe  Ci 
mit  Ausnahme  des  Hauptcharakters  zu  erstrecken  ist. 
Dieses  Product  ist  also  ein  Theil  des  Productes,  durch  welches 
im  §.  193  die  Zahl  gh  ausgedrückt  ist. 

Die  Zahlen  ^,  gi  ergeben  sich  aus  dem  im   §.  190,  (11)  an- 
gegebenen allgemeinen  Ausdrucke: 
(11)  2^__JL^ 

Da,  wde  im  §.  178  nachgewiesen  ist,  die  Einheiten  in  £1^ 
und  jffin,  von  den  Einheitswurzeln  abgesehen,  dieselben  sind,  so 
ist  auch  ein  Fundamentalsystem  von  Einheiten  in  Hm  zugleich 
ein  Fundamentalsystem  in  *ß,„. 

Bedeutet  Sj,  fg,  •  •  o  £v-i  daher  ein  P'undamentalsystem  reeller 
Einheiten,  und  sind  £^,1,  £j;2,  •  •  -i  ^i,v  die  conjugirten  Einheiten 
zft  £i,  so  sind  die  conjugirten  Logarithmen  im  Körper  Hmi 

log   |£i,i|,    log   |£/,2|,    .  .   .,    log   |£i,r|, 

dagegen  im  Körper  Sl^^  in  dem  nur  conjugirt  imaginäre  Paare 
vorkommen  (§.  185), 

2  log  |£,-i|,   2  log  |f,-2|,  .  .  .,  2  log  |£,-,|. 
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Bezeichnen  wir  daher  mit 

log  |£i,i|,        log  |£i,2|,        .  .  .,  log  |£l,v-l| 
/12)  ^=4-       ^^^l^^'^l'  ^^Sl^2,2|,  ..   .,  log   |£2,v-l| 

log  |£v-i,i|,  log  |£v-i,2!,  .  .  .,  log  l£v-l,v-l 

den  Regulator  des  Körpers  H,n  (§.  187),  so  ist  hei  der  Anwendung 
des  Ausdruckes  (11)  im  Körper  i2,„ 

L  =  2^-1  je;, 
und  im  Körper  Hm 

L    =:    E 

zu  setzen.     Es  ist  ferner 

in  Sl,n-      n  =  ii,        V  ■=  |a, 
in  Hm '      n  =  ^  ^^     v  =  \  ^. 
Im  Körper  Hm  sind  nur  die  zwei  Einheitswurzeln  +  1  ent- 
halten.    In   Slm  sind   die   mit  positivem  und  negativem  Zeichen 
genommenen  Potenzen  von  r,  sonst   aber  keine  Einheitswurzeln 
enthalten  (§.  175),  und  bei   der  Zählung  ist  noch   zu  beachten, 
dass   bei   geradem  m  unter  den  Potenzen   von  r  auch  —  1  ent- 
halten ist,  bei  ungeradem  m  nicht.     Daher  haben  wir 
in  Slm-      IV  =  2m,      m  ungerade 

=  m,         m  gerade, 
in  Hm'      IV  =  2. 
Endlich  haben  wir  noch,  wenn  z/,  z/j  die  Grundzahlen  der 
Körper  »ß,„.  Hm  sind  (§.  176): 

+  z/  =  (/  z/f         7U  ungerade 
=  4z/f         m  gerade, 
und  es  folgt,  wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  v  für  |  |li   setzen: 

22(v-l)jjv^ 

g  z=  -^ m  ungerade 


m 


Vq^i 


Q  = ~ m  gerade, 

2^-1  E 

(13)  '^  =  ^-2r^ 

woraus 


-'i  ...  uncferade 


(14) 


m 


Vq^, 


m  ^..^^ 


g  = -^  m  gerade. 

m  V  ^i 
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Wenn  wir  die  Formel  (10)  mit  der  Formel  §.  193,  (15)  ver- 
binden und  die  im  §.  194  eingeführte  Bezeichnung 

n     '         ^        ^      n 
gebrauchen,  so  ergiebt  sich 

gh  =  g^h.Yi  X2. 

Ersetzt  man  g  durch  seinen  Werth  (14),  so  folgt  für  die 
Classenzahl 

(15)  h^hh,, 
wenn  ' 

(16)  h  =      ^,_^     !;  n  ^2       bei  ungeradem  m 

=   2V-1  Jv  n  ^2       bei  geradem  m, 
und  worin  [nach  (10),  (13)]: 

(17)  K  =  ^%nx, 

die  Classenzahl  des  Körpers  H^  ist.  Im  letzteren  Ausdrucke  er- 
streckt sich  das  Product  auf  alle  Charaktere  %i  der  Gruppe  C\ 
mit  Ausnahme  des  Hauptcharakters. 

Dass  h  eine  ganze  Zahl  ist,  und  daher  h  ein  Vielfaches 
von  hl,  wird  sich  bald  zeigen.  Die  Zahlen  k  und  h^  heissen  der 
erste  und  zweite  Factor  der  Classenzahl. 

In  dem  Falle,  dass 

m  =  2" 

eine  Potenz  von  2  ist,  haben  wir  nach  §.  176,  (7): 

und  wenn  wir  diesen  Werth  einsetzen,  so  können  wir  für  die 
vorstehenden  Formeln  in  diesem  Falle  schreiben: 

^  =  -^^^ — -  n  ^^ 

(18) 

K  = -^ n  Xj. 
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§.  196. 
Classenzahl  im  Körper  der  achten  Einheitswurzeln. 

Wir  wollen,  einerseits  zur  Veranschaulichung  der  bisherigen 
Resultate,  andererseits  um  für  die  später  anzuwendende  voll- 
ständige Induction  eine  Basis  zu  gewinnen,  den  Fall  m  =  8, 
^  =  4,  r  =  2  zunächst  behandeln. 

Hier  haben  wir  ausser  dem  Hauptcharakter  nur  drei 
Charaktere,  nämlich,  wenn 

n  =  (—1)"  5.^  (mod  8) 
ist, 

Für  n  ^  —  1  ist  a  =  1,  /3  =  0,  und  folglich  gehört  Xi  zur 
ersten,  x-i^  Xs  zur  zweiten  Art  [§.  195,  (5)],  und  es  ergeben  sich 
für  die  vier  Zahlen  ^i  =  1,  3,  5,  7  folgende  Werthe  dieser 
Charaktere : 

X,:     +1,     -  1,     -  1,     +1 

X2-     +1,     -1,     -f  1,     -  1 

Xz:     +1,     +1,     -1,     -  i. 

Daraus  erhält  man  die  drei  Functionen /i, /g, /g  [§.  194,  (2)]: 

f^  (x)  =  X  —  x^  —  ^5  -\^  x'^  =  X (l  —  x'^)  (l  —  x^) 

f^(x)  =  X  —  x^  -{-  x'^  —  x"^  =  x(l  —  x'^)  (l+x^) 

/3  (^x)  =  x-^x^  —  X'  —  X"  =  xiX-^x'^)  (1  —  x% 

Für  T  können  wir  setzen: 

14-?'                                      1  —  i 
r  —  ! r2  —  7       r3  —  r^  —  1 

'^-    V2    '     '    -    '  V2    '  ' 

und  danach  ergiebt  sich: 

/i(r)   =       2V2,  /,(,•)   =0,     f,{r)   =2V2!, 

/,  0-3)  =  -  2  V2,  /,  (rO  ==  0,     f,  0-3)  =  2  V2  {. 

Für  a;  =  r*  verschwinden  alle  drei  Functionen  /(^),  und 
für  X  =  r^,  r«,  r  erhält  /j  (x)  dieselben ,  f^  {x)  und  /g  {x)  die 
entgegengesetzten  Werthe,  wie  für  x  =  r^,  r^,  r. 
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Demnach  ergiebt  sich  aus  §.  194,  (12)  mit  Rücksicht  auf  die 
trigonometrische  Formel 

sin  -Q-  =  cos  g 
X,  =  -  -^  log  tg  I,    X,  =  ^,    X,  =  -'^ 


Nun  ist 


V2      "^    "    8  '    ^  "     4    '        '        2  y2 
^tg^  =  V2-l 


r2  (r  +  1) 

eine  Einheit  des  Körpers  i^g,  der  hier  nichts  Anderes  ist,  als  der 
aus  V2  entspringende  quadratische  Körper,  und  die  Einheiten 
darin  erhält  man  also  aus  den  Lösungen  der  Pell' sehen  Glei- 
chung 

in  der  Form  u  -^  v  y  2. 

Die  kleinste  positive  Lösung  dieser  Pell 'sehen  Gleichung 
ist  aber  w  =  1,  v  =  \^  und  folglich  findet  man  nach  Bd.  I, 
§.  128  alle  Einheiten  in  H^  in  der  Form  ±  (1  -f-  V2)«,  worin  a 
ein  positiver  oder  negativer  ganzzahliger  Exponent  ist;  t  ergiebt 
sich  hieraus  für  a  =  —  1 ,  und  daher  sind  alle  Einheiten  auch 
in  der  Form 

enthalten.  Es  ist  also  t  eine  fundamentale  Einheit,  und  die 
in  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  vorkommende  Deter- 
minante E  [§.  195,  (12)]  wird  hier  (da  t  ein  echter  Bruch  ist): 

E  =^  —  log  r. 

Man  erhält  also  aus  §.  195,  (15),  (18): 
7i^  =  1,    /c  =  1,     h  =  1. 

Der  Körper  ßg  ist  also  ein  einclassiger,  d.  h.  ein  solcher, 
in  dem  die  Zerlegung  der  ganzen  Zahlen  in  Primfactoren  nach 
denselben  Gesetzen,  wie  im  Körper  der  rationalen  Zahlen,  mög- 
lich ist. 

Es  hat  sich  dabei  zugleich  ergeben,  dass  alle  Einheiten  im 
Körper  H^  in  der  Form  ±  t«  darstellbar  sind.  Die  conjugirten 
Werthe  der  Einheit  t  sind  aber 

,        7C  ,       S7t 

^1   =  tg   -  ,    Tg   =  —  tg   —  r=   —   r-\ 

und  haben  also  verschiedene  Zeichen.  Wir  schliessen  daraus  für 
diesen  Fall  auf  den  Satz: 
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Eine  Einheit  in  i/j,  die  mit  ihren  Conjugirten  von 
einerlei  Zeichen  ist,  ist,  vom  Zeichen  abgesehen,  das 
Quadrat  einer  Einheit. 


§.  197. 

Recurrente  Berechnung  der  Classenzahl  im  Körper  ii,„, 
wenn   m  eine  Potenz  von   2  ist. 

Zur  allgemeinen  Bestimmung  der  Classenzahl  im  Körper  Sl^n 
unter  der  Voraussetzung,  dass  m  irgend  eine  Potenz  von  2  und 
grösser  als  8  ist,  wenden  wir  ein  recurrirendes  Verfahren  an. 
Es  sei  also 

(1)  m  =  2^     u  =  2^-1,     V  =  2^-2,     v'  =  2^-3. 

Neben  dem  Körper  Sl^  betrachten  wir  den  Körper  Slu^  der 
ein  Theiler  von  Sl,^  ist,  und  den  wir  hier  auch  mit  Sl'^^  bezeichnen 
wollen.  Es  sei  h'  die  Classenzahl  im  Körper  Sl'm^  d.  h.  die  Zahl, 
die  sich  aus  h  ergiebt,  wenn  k  in  x  —  1  verwandelt  wird,  und 
wir  setzen 

(2)  h  =  h'H: 

Setzen  wir  h'  als  schon  bekannt  voraus,  so  kommt  es  nur 
noch  auf  die  Berechnung  von  H  an,  was,  wie  sich  zeigen  wird, 
eine  ganze  Zahl  ist.  Indem  wir  h  und  li'  wie  im  §.  195  zer- 
legen, setzen  wir 

(3)  11  =  1^  Ih,         h'  =  Ä:' hi,         TT  ^    ij. 

(4)  l-=l'A,         h,  =  ]hB,  ~ 

worin  Je'  aus  Ic  und  hi  aus  Ji^  durch  die  Vertauschung  von  k  mit 
K  —  1  hervorgeht.    Wir  wollen  überhaupt  jetzt  durch  Accente  an 
den  Buchstaben  andeuten,  dass  x  —  1  statt  z  gesetzt  sein  soll. 
Nach  §.  176,  (7)  ist  dann 

z/i  =  2(^-i)2^~^-i, 

und  folglich 

(5)  z/,  ^  2-2—3^;^ 

Hat  E  die  Bedeutung  §.  195,  (12),  und  geht  E'  aus  E 
hervor,  wenn  x  durch  x  —  1  ersetzt  wird,  so  setzen  wir  noch 

(6)  E=E'D, 
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wodurch  D  als  eine  von  Null  verschiedene  positive  Zahl  definirt 
ist.    Was  die  Summen 

n 
betrifft,  so  ist  daran  zu  erinnern,  dass  x(ri)  [nach  §.  193,  (8)] 
definirt  ist  durch 

(7)  71  =  (—  1)«  5/^  (mod  m),     %  (n)  =  (+;  1)"  @l\ 

worin  &  eine  v^^  Einheitswurzel  bedeutet. 

Unter  den  r*^^  Einheitswurzeln  sind  aber  auch  die  v'^^"^ 
Einheitswurzeln  enthalten,  und  unter  den  Charakteren  %  auch 
die  Charaktere  für  den  Körper  Slln.  Wir  unterscheiden  demnach 
primitive  und  imprimitive  Charaktere  des  Körpers  Sl^^  in- 
dem wir  die  dem  Körper  Sl,n  eigenthümlichen  Charak- 
tere %^  d.  h.  die,  in  denen  0  eine  primitive  v^^  Einheitswurzel 
ist,  als  primitiv  bezeichnen. 

Unter  den  Summen  X  kommen  auch  alle  zu  dem  Körper  Sl^ 
gehörigen  Summen  vor: 

n 
Wenn  man  nun  in  (4)  für  ^,  ¥  und  \^  h[  die  im   §.   195, 
(16),  (17)  gebildeten  Ausdrücke  einsetzt,  und  dann  die  Summen  X' 
weghebt,  so  ergiebt  sich: 

^  ^  BB  =  22^~'(^-2)  n  Xi, 

worin  sich  jetzt  aber  die  Producte  fl  nur  noch  auf 
die  mit  den  primitiven  Charakteren  ;fi,  ^2  gebildeten 
Summen   X-^^  X^  erstrecken. 

In  den  im  §.  194,  (12)  gegebenen  Ausdrücken  für  die  X\ 


^.=-i2/.('-)ios(-^; 


(9) 

i7C 


^^  =  -^^'M^'^ 


1,  m  — 1 


treten  nun,  unter  der  Voraussetzung,  dass  m  eine  Potenz  von  2 
und  dass  %^^  I2  primitive  Charaktere  sind,  bedeutende  Ver- 
einfachungen ein. 
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Die  Zahl  1  -(-  ,a  hat  die  Indices  «  =  0,  /3  =  i/',  und  folglich 
ist  nach  (7) 

wenn  %  ein  primitiver  Charakter  ist. 
Ferner  ist   für   ein   ungerades  n: 

n  {\  -f-  ft)  ^  n  -\-  ^  (mod  »?), 
und  folglich 

X(n  -}-  ^)  =  —  X  ('0- 
Wenn  wir  nun  die  Function  /  (r'')  betrachten : 

(10)  /M  =  X;tW»"", 

worin  w  die  ungeraden  Zahlen  eines  vollen  Restsystems  für  den 
Modul  m  durchläuft,  so  erhalten  wir,  da  wir  in  (10)  unter  dem 
Summenzeichen  n  durch  n  -j-  u  ersetzen  dürfen : 

und  da  r"  =  —  1  ist: 

/(,.)  =  _(_!)»/(,.). 
Es  ist  also 

(11)  /(^O  =  0,    wenn  s  gerade  ist, 

und  demnach  können  wir  in  den  Formeln  (9)  den  Summations- 
buchstaben  s  auf  die  ungeraden  Zahlen  beschränken,  die 
kleiner  als  m  sind. 

Es  ist  aber  nach  (10): 

und  wenn  man  s  n  durch  n  ersetzt,  was  bei  ungeradem  s  ge- 
stattet ist: 

(12)  /(>'*)  =  >t(^)'"^/(0'    wenn  s  ungerade  ist. 

Die  Function  f(r)  hat,  wenn  a,  ß  die  Indices  von  n  sind, 
den  Ausdruck 

(13)  /(r)=i(±l)"0^^>-, 

und  ist  also  mit  der  im  §.  17  dieses  Bandes  betrachteten  Kreis- 
theilungsresolvente 

(±  1,  0,  r) 
gleichbedeutend,  für  die  im  §.17,(17)  die  Relation  aufgestellt  war: 

(14)  (±  1,  0,  r)  (±  1,  &-\  r)  =  ±  m. 

Hier  gelten  durchweg  die  oberen  Zeichen  für  die  Summen  Xi, 
die  unteren  für  die  Summen  Xg  [§.  195,  (7)]. 

Wir  theilen  jetzt  die  Reihe  der  in  (9)  vorkommenden 
Zahlen  s  in  vier  Theile.     Es  soll  t  ein  Zeichen  sein,  welches  die 
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Reihe   der  positiven  ungeraden  Zahlen  von   1  bis  v  —  1    durch- 
läuft; dann  durchläuft  das  ungerade  s  die  vier  Zahlenreihen: 

t,   t  -{-  ^^   m  —  t,   m  —  t  —  ft, 
und  es  ist:  s 

x(t  +  ^)  =  -x  (0, 

Xi  (m  —  t)  =       %i  (t),     z,  {m  —  ii  —  t)  =  —  Xi  (Ov 
X2(^  —  t)  =  —  X2(i\     X2('>n  —  ^  —  t)=        X2{i)- 
Nach  (12)  ergiebt  sich  hieraus: 

/(r«  +  .")  =  — /(r*), 
/i(r— 0=       fi{r%    /i(r— ."-0  =  -/i(n 
/,  (r>n-t)  =  ~f,  (r%    f,  (r— ^-0  =       /2  W- 

Theilt  man  demnach  die  Summen  (9)  in  je  vier  Theile  und 
benutzt  noch  die  trigonometrische  Gleichung 

.     (t  -\-  a)  7t  tit 

sm  ^ — --^^ —  =  cos  — , 
m  m 

so  ergiebt  sich 

x,  =  ::^v/^(,<)iog(tggy, 

In  dieser  Summe  ist 

1 7C  7t  .       1 7t  _ 

—  <  T '     tg  —  >  0, 

und  folglich  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  (12),  (13),  wenn  wir 
0-1  für  0  setzen,  wodurch  %(0~'^  in  %(0  übergeht: 

(15)  X,  =  -  ^  (+  1,  ®-\  r)  V  X.  (t)  log  (tg  ^) , 

(16)  X,=       i|(_i,  0-i,^)i  ;t,(0, 

1  <  ^  <  V  —  1. 


§.  198. 
Der-  Classenzahlfactor  A, 

Um  nun  zunächst  Ä  zu  berechnen,  haben  wir  den  Ausdruck 
(16)   für   Xg  in   die   erste  Formel  (8)   des  vorigen  Paragraphen 
einzusetzen.     Diese  Formel  können  wir  auch  so  darstellen: 
(1)  7t'' Ä  =  2mV4^  2-^'  n  X,. 
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Bezeichnen    wir   mit   «,  ß    die   Indices   von    f,   so   ist   X2  (0 

(2)  i;K2(O=^(-i)"0'^=9(0) 

ist  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  5iv,  und  es  wird: 
X,  =  '^  (-!,©-',<-)  9,(0). 

Nun  hat  man  für  0  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

(3)  0»'  +1=0 

zu  setzen,  und  erhält  für  Ä,  mit  Rücksicht  auf  §.  197,  (14): 

(4)  Ä  =  2^-^'hcp{®). 

Die  Summe ,  durch  die  in  (2)  die  Zahl  cp  (0)  definirt  ist, 
enthält  v'  Glieder  von  der  Form  ( —  1)"  0.^,  worin  a,  /3  so  zu 
bestimmen  sind,  dass 

(5)  (—  1)«  5,^  =  ^  (mod  m) 

und  t  zwischen  0  und  v  liegt.  Nun  ist  zunächst  ersichtlich,  dass 
unter  den  Exponenten  ß  nicht  zwei  nach  dem  Modul  v'  con- 
gruente  vorkommen  können.  Denn  ist  ß  ^  ß'  (mod  v').  so  ist 
5«'^  ^  h^'  (mod  |Lt),  und  aus 

(—  1)«  5,^  =  e,    (—  1)"'  h^'  =  t'  (mod  »0 
folgt: 

(—  1)«  t  —  (—  1)"'  t'  =  0  (mod  ^). 

Da  aber  t  und  t'  absolut  kleiner  als  v  =  ^  ^  sind ,  so  ist 
dies  nur  möglich,  wenn  t  =  t\  u  =  a'  ist.  Demnach  durchläuft 
ß  in  (2)  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  v'. 

Da  aber  ß  nach  dem  Modul  v  zu  nehmen  ist,  so  werden  die 
nach  (5)  bestimmten  ß  theils  kleiner,  theils  grösser  als  v'  aus- 
fallen, und  wenn  wir  also  ß^  die  Reihe  der  Zahlen  0,1,  ...,  v' — 1 
durchlaufen  lassen,  so  erhalten  wir  in  (2)  zweierlei  Arten  von 
Gliedern : 

1.    (- 1)«  0,^  =  (- 1)«  ®^       ß  =  ßi<:  v, 
^^      2.    (—  \y  0^  =  —  (—  1)"  0'^s  /5  =  A  +  v'  ^  v'. 

Nun  ist  nach  (5)  der  absolut  kleinste  Rest  von  (—  1)"  5.* 
nach  dem  Modul  m  positiv,  und  wenn  wir  daher  eine  Zahl 
c^  =  ±  1  so  bestimmen,  dass  der  absolut  kleinste  Rest  von  c^5>* 
positiv  wird,  so  ist  in  dem  Falle  (6),  1. 

9x  =  (-!)"• 

46* 
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Ferner  ist  5^'  ^  1  (mod  fi),  und  da  5''  nicht  auch  nach  dem 
Modul  m  mit  1  congruent  ist,  so  folgt: 

(7)  5^'  =  1  +  ft  (mod  m). 
Demnach  ist  im  Falle  (6),  2. 

(_  1)«  5/J  =  (_  1)«  5;?i  51^'  =  (_  ly  r^ih  -^  ^  (mod  w), 

und  folglich  ist  hier  der  absolut  kleinste  Rest  von  ( —  1)"  5/^i 
nach  dem  Modul  m  negativ.     Es  ist  also  im  Falle  (6),  2. 

%  =  -(-!)" 
ZU  setzen. 

Daraus   ergiebt   sich   nach   (2)    (wenn   wir  wieder   ß  für   ß-^ 

schreiben): 

ß 

(8)  9^(0)  =  2  ^/^®'' 

0,  r'  — 1 

und  hierin  ist 

(9)  Cß  =  -^  1     oder    =  —  1, 

je  nachdem  der  absolut  kleinste  Rest  von  bß  positiv  oder 
negativ  ist.  Hiernach  ist  also  (p  {S)  eine  ganze  Zahl  des 
Körpers  Sly. 

Es  kommt  noch  darauf  an,  das  Verhalten  dieser  Zahl  zu 
der  Zahl  2,  oder  vielmehr  zu  dem  in  Sly  enthaltenen  Primfactor 
(1  —  0)  von  2  zu  ermitteln.     Bilden  wir  zu  diesem  Zwecke 

(10)  (1  —  0)  <p(0)  =  2i/;(0), 
so  ergiebt  sich 

(U)      »(©)  =  ''  \'"-'  +  '^-^  ®  +  g^=:^  0^  +  ■  • . 

z 
Die  Coefficienten  in  diesem  Ausdrucke  sind  alle  =  0  oder 
=  1,  und  daher  ist  auch  ip  (0)  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  5iv. 
Für  diese  Zahl  ergiebt  sich  aber,  wenn  man  0^1  setzt: 

(12)  t  (0)  =  c,'_i  =  ±  1  [mod  (1  —  0)], 

und  folglich  ist  ip(&)  relativ  prim  zu  2. 

Das  in  (4)  vorkommende  Product  ist  nichts  Anderes,  als  die 
in  Bezug  auf  den  Körper  £lv  genommene  Norm  der  Zahl  cp  (0), 
und  wenn  wir  diese  Norm  mit  N  bezeichnen,  so  ist  nach  §.  169 

N(l  —  ®)  =  2, 
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und  folglich  nach  (10) 

Daraus  ergiebt  sich 

(13)  A  =  Ntm 

und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (12),  dass  Ä  eine  ungerade 
ganze  Zahl  ist. 

Bezeichnen  wir  die  zu  m  =  2"'-  gehörige  Zahl  Ä  mit  Ay,^  so 
ergiebt  sich  aus  §.  197,  (4)  durch  vollständige  Induction  der 
Ausdruck  für  den  ersten  Factor  der  Classenzahl: 

(14)  1  =  A,A,  ...A,., 
und  daraus  der  Satz: 

1.    Der  erste  Factor  der  Classenzahl  ist  eine  un- 
gerade ganze  Zahl. 

Die  Zahl  Ax  ist  nach  der  Formel  (10)  für  die  ersten  Werthe 
von  z  nicht  schwer  zu  berechnen. 

Für   m  =  16    findet  man   v'  =  2^   /3  =  0,1,  Co  =  Ci  =  l 
folglich 

t(®)  =  1,     Ai  =  1. 

Für  m  =  32,  v'  =  4,  /3  =  0,  1,  2,  3. 

Cq   =   1,     Ci    ^    1,     C.2   =  —    1,     C3   =   —    1, 

i^{0)  =  —  0% 

also  auch  A-^  ^  1. 

Für  m  =64,  v'  =  8,  /3  =  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  sind  die 
absolut  kleinsten  Reste  von  5.^ 

1,  5,  25,  —3,  —15,  —11,  9,  —19; 

also  sind  die  c^: 

+  1,  +1,  +1,  -1,  -1,  -1.  +1,  -1 
und 

1/;  (0)  =  —  03  _|_  06  _  07^       ^  (0)  ^,  (_  0)  =  06  (06  _  2  2), 

woraus  sich  leicht  ergiebt : 

A,  =  17. 
Eine  etwas  längere  Rechnung  ergiebt  noch 
Aj  =  21121. 
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§.  199. 
Der  Classenzahlfactor  B, 

Auf  ganz  andere  Weise  muss  der  Classenzahlfactor  B  be- 
rechnet werden.  Hier  ist,  wenn  ®  wieder  eine  Primitivwurzel 
der  Gleichung  §.  198,  (3)  ist  (0^'  +  1  =  0),  und 

(1)  ^  =  (—1)«  5^^(mod  w), 

(2)  %i(t)  =  ®i^ 

zu  setzen,  und  die  Formel  §.  197,  (15)  ergiebt: 

(3)  X,  =-1(1,  0-soi0'*iogtg^^. 

Nun  ist  für  jedes  ungerade  ^,  wenn  [mit  Rücksicht  auf  (1)] 

2  Tri 

r  =  e~^,  r"  =  ^■,  r"^  =  (—  1)"  i 
gesetzt  wird, 

W  tg-  =  (-l)«r^»V-— ^,, 

und  dies  ist,  wie  wir  schon  im  §.  178  gesehen  haben,  eine  Ein- 
heit des  reellen  Körpers  H^i.  Man  erhält  die  conjugirten  Werthe 
dieser  Einheit  in  Bezug  auf  diesen  Körper,  wenn  man  t  ^  6^ 
(mod  m)  setzt,  und  ß  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  ^ 
durchlaufen  lässt.     Wir  setzen  demnach: 

^ß  TT 

(ö)  ^^-'^-^- 

Nach  §.  198,  (7)  ist  5.^  +  ^'  =  bß  +  ^  (mod  m),  und  daraus 
ergiebt  sich  nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel : 

(6)  r^  +  .,  =  =i. 

Setzen  wir  also  nun 

(7)  A,,  =  |logT?, 
so  ist  nach  (6) 

(8)  ^ß  +  r'    =   ^ß^ 

und  demnach 

(9)  0ß+^''  i,^,,  =  0,'U,r, 

unter   den   in   der   Summe   (3)    vorkommenden   Werthen   von   ß 

sind,  wie  wir  schon  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  nicht 

zwei  nach  dem  Modul  v'  congruent,  und  wenn  wir  daher  mittelst 
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Der  Classenzahlfactor  B. 


ni 


der  Formel  (9)  alle  Werthe  von  ß  auf  das  Intervall  von  0  bis 
v'  —  1  reduciren,  so  bekommen  wir  alle  Zahlen  dieses  Inter- 
valles. 

Demnach  lässt  sich  die  Formel  (3)  so  darstellen: 

(i 

(10)  X:=-|^(l,0-Sr)2  0*f^ 

0,  V'  —  1 

Dies   haben   wir  in   dem   im   §.  197,  (8)   angegebenen   Aus- 
drucke 


BB  =  2' 


-2)  n  Xi  =»>r2-''n  Xi 


einzusetzen,  und  dann  ergiebt  sich,  wenn  wir 

(11)  Ue  =  ^@n^, 

0,  V  —  1 

setzen,  mit  Rücksicht  auf  §.  197,  (14): 

(12)  BB=zY[  üa. 

Dies  Product  lässt  sich  nun  auf  folgende  Weise  durch  eine 
Determinante  darstellen,  die  nur  die  conjugirten  Logarithmen 
der  Einheiten  r  enthält. 

Lassen  wir  den  Index  0  bei  U  weg,  so  können  wir  das 
Gleichungssystem  ansetzen : 

U  =        Ao       +  k,©  +  X,@-^  -\ 1-  A,._i  0»'-i 

@ü         =  —  Av'-i+  Ao  0  +  Ai  02  j (_  A^,_2  0v'-i 


0>'-i  ü  =  —  Xi       _  A^  0  _  A3  02  j f_  A^       0»'-i^ 

woraus  durch  Elimination  der  Potenzen  von  0  folgt: 
Ao   —  U.        Ai,  Ag,  .  .  .,  Xy'—i 
—  Av'_i,   Ay  —  L,    Ai,  .  .  .,  Av'_2 


(13) 


0. 


—  A^,  —  Ao,        —  A3,  .  .  .,  Aq  —  U 

Dies  ist  für  U  eine  Gleichung  v'^^°-  Grades,  deren  Wurzeln 
die  Grössen  Ue  sind.  Ordnet  man  nach  Potenzen  von  U^  so 
erhält,  da  v'  gerade  ist,  die  höchste  Potenz  U^'  von  U  den 
Coefficienten  1,  und  man  findet  also  das  in  (12)  vorkommende 
Product  der  Wurzeln,  wenn  man  Z7  =  0  setzt,  aus  der  Deter- 
minante (13). 

Die  so  gewonnene  Determinante  wollen  wir  etwas  anders 
anordnen,  indem  wir  die  erste  Zeile   an  ihrer  Stelle  lassen,  die 
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Übrigen  aber  in  umgekehrter  Ordnung  und  mit  verändertem  Vor- 
zeichen schreiben.  Dabei  sind  |  v'  Vorzeichenänderungen  nöthig, 
und  wir  erhalten  daher  für  das  Product  (12)  die  durch  folgende 
Gleichung  definirte  Determinante,  deren  absoluten  Werth  wir 
mit  T  bezeichnen: 


(14)      (_!)■/..' 


^Oi 

Aj,    .   .   .,            A,v'  —  2i            '^r'  — 1 

^1, 

A2,     .    .    .,                 Avr_l,    Aq 

x„ 

'^31    '   •   ")            ^0-)                    '^1 

^\'  —  11 

Ao,    .   .    .,    Av-_3,  K'  —  2 

=  ±T, 


worin  rechts  von  der  von  links  unten  nach  rechts  oben  laufen- 
den Diagonalreihe  die  negativen  Zeichen  stehen. 

Die  Determinante  T  ist  hier  so  geordnet,  dass  jede  Zeile 
aus  der  vorangehenden  durch  die  Substitution  (r,  r^^)  entsteht. 
Jede  Colonne  enthält  also  ein  System   conjugirter  Logarithmen. 

Nach  (12)  ist  jetzt 

(15)  ^  =  W 

Um  über  die  Natur  dieses  Resultates  Klarheit  zu  bekommen, 
ist  es  nöthig,  die  Zahl  J)  etwas  genauer  zu  betrachten,  die  durch 
§.  195,  (12),  §.  197,  (6)  definirt  war;  und  dies  erfordert  ein  Ein- 
gehen auf  die  Theorie  der  Einheiten  des  Körpers  II„i. 


§.  200. 
Normaleinheiten   in    R, 


Wir  führen  jetzt  eine  vereinfachende  Bezeichnung  ein,  in- 
dem wir 

(1)  r^;  3_  ^^^ 

setzen,  und  ß  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  v  durch- 
laufen lassen.     Es  folgt  hieraus 

(2)  .  r^  +  r'  =  —  T:?, 

und  in  der  Form  (r,  r^)  sind  dann  zwar  nicht  alle  Substitutionen 
der  Gruppe  des  Körpers  Sl^  enthalten,  sondern  es  müssen  noch 
die  Substitutionen  (r,  r7^)  hinzukommen;  wohl  aber  liefert  uns 
(r,  Tß)  alle  Substitutionen  der  Gruppe  von  Hm. 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit  ^  (r)  eine  Einheit  des  Körpers  Hm. 
Unter    diesen    sind    auch    die    Einheiten    des    Körpers   H^    (als 
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imprimitive  Zahlen)  enthalten  und  durch  die  Gleichung  Q,  (r) 
=  Q>  ( —  r)  charakterisirt. 

Wir  wollen  nun  unter  einer  Normaleinheit  des  Körpers  Hm 
eine  Einheit  verstehen,  die  nicht  =  +  1  ist,  aher  der  Gleichung 

(3)  <g  (/•)  (g  (—/•)  =  ±  1 
genügt. 

p]s  ist  klar,  dass  eine  Einheit  des  Körpers  Ha  dieser  Be- 
dingung jedenfalls  nicht  genügen  kann.  Aber  nicht  jede  Einheit 
in  Hm-,  die  dem  Körper  Ha  nicht  angehört,  wird  Normaleinheit 
sein  1). 

Die  Einheiten  r^  [§.  199,  (5)]  gehören  aber  zu  den  Nonnal- 
einheiten.     Es  ist  nämlich 

(4)  ^,  =  tS  -^  =  1  +  7,  '■■*' 

und  wenn  darin  die  Substitution  (r,  — r)  =  (r-j^  **,^  +  v')  gemacht 
wird,  so  geht  r^  in 

(5)  r  ^  ^,,  =  —  — 

Über,  was  der  Relation  (3)  entspricht. 
Ein  System  von  v'  Normaleinheiten 

ßoW,  <Si(r),  .  ..,(§.-_ :(r) 

soll  ein  unabhängiges  System  heissen,  wenn  die  Determinante 

(6)  ±  2:  ±  log  I  So  (ro)  I  log  I  &,  (n)  I  ...  log  I  g,.  - 1  (r...  _ .)  | 

=  L  ((§,3,  (gl,  .  .  .,  <S,'_i) 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat. 

Den  absoluten  Werth  dieser  Determinante,  L,  nennen  wir 
auch  hier  den  Regulator  des  Systems  <gj,  (g^,  .  .  .,  <g,'— i- 

Die  Einheiten  r^,  Tj,  . .  .,  rv'_i  bilden  ein  unabhängiges  System 
normaler  Einheiten,  denn  ihr  Regulator 

L  (r^,  Tj,  .  .  .,  ty'—i) 

ist  eben  die  im  vorigen  Paragraphen  definirte  Determinante  T 
[§.  199,  (14),  (15)].  Und  dass  diese  nicht  Null  sein  kann,  ergiebt 
sich   unmittelbar   daraus,    dass    sie    in    dem   Ausdrucke    für   die 


1)  Der  Verfasser  hat  in  der  oben  erwähnten  Arbeit  (Acta  mathematica, 
Bd.  8)  die  Xormaleinheiten  als  „primitive  Einheiten'*  bezeichnet.  Dieser 
Name  ist  hier  verworfen,  weil  er  zu  dem  Irrthum  Veranlassung  geben 
könnte,  als  ob  jede  Einheit  des  Körpers  Htn,  die  nicht  zugleich  dem 
Körper  Ha  angehört,  dazu  zu  rechnen  sei. 
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Classenzahl  als  Factor  vorkommt.  Die  Classenzahl  ist  aber,  da 
gewiss  immer  wenigstens  eine  Classe,  die  Hauptclasse,  existirt, 
von  Null  verschieden,  und  also  kann  auch  T  nicht  gleich  Null 
sein.     Wir  haben  daher  den  Satz: 

1.    Die  Zahlen  ro,  Tj,  .  .  .,  Xv>-i  sind  ein  unabhängiges 
System  von  Normaleinheiten  des  Körpers  iJ^i. 

Ist  Q>{r)  eine  Normaleinheit,  so  ist,  wenn  wir 

0)  X^,  =  log|<g(r^)| 

setzen,  wegen  (3) 

(8)  Lß  =  —  Z^  +  v'- 

Ist  nun  (§0-  (Sn  •  •  .j  <§r'-i  irgend  ein  System  unabhängiger 
Normaleinheiten,  so  setzen  wir: 

(9)  Li^ ;,  =  log  I  ßi  (rfe)  I ,     Li, fc  + ,,  =  —  ^.  fe, 

so  dass  der  Regulator  des  Systems  der  Q,i  den  Ausdruck  erhält: 

(10)  IE  -^  IL    -^0,0  '-'l,!    •  •  •   Lv'^i,  v'  —  i   =   L   (^Q,    ^1,    .  .  .,    (§v<_i), 

und  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  die  wir  mit  To  be- 
zeichnen. 

Bedeutet  (g  (r)  irgend  eine  andere  Normaleinheit,  so  können 
wir  die  Unbekannten  |o,  li,  •  •  •,  Iv-i  aus  den  v'  linearen  Glei- 
chungen bestimmen,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  in 

(11)  Lß  =  lo  i>o,/^  +  li  ^1, /?  +  •••  +  Iv'-i  L.^^i^ß 

den  Index  ß  von  0  bis  v' — 1  gehen  lassen,  und  wegen  (8)  und  (9) 
ist  diese  Gleichung  auch  für  die  übrigen  Werthe  von  ß  richtig, 
so  dass  man  daraus  die  für  alle  r  gültige  Formel  ableiten  kann : 

(12)  a(r)  =  ±  ao  {r)io  a,  (r)^^  .  .  .  &,-,  (r)^^'-l. 

Bedeuten  andererseits  mo,  m^,  . . .,  Wv'_i  irgend  welche  ganze 
rationale  Zahlen,  so  sind  alle  in  der  Form 

enthaltenen  Zahlen  Normaleinheiten  des  Körpers  Hn^.  Demnach 
lassen  sich  auf  das  Gleichungssystem  (10)  die  Betrachtungen 
anwenden,  die  wir  im  §.  186  ausführlich  durchgeführt  haben, 
woraus  sich  ergiebt: 

2.    Die  aus  (10)  oder  (11)  bestimmten  Exponenten 
loi  li?  •  •  ••)  lv'-i   sind  rationale  Zahlen. 
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Hieraus  kann,  wie  im  §.  187,  gefolgert  werden,  dass  es 
Systeme  von  v'  unabliängigen  Normaleinheiten  giebt,  deren  Regu- 
lator Tq  so  klein  als  möglich  wird,  und  solche  Systeme 
heissen  Fundamentalsysteme  von  Normaleinheiten. 

Ist  (§07  (Si,  •  •  •,  Q>v'-i  ein  solches  Fundamentalsystem,  so  er- 
geben sich  die  Exponenten  |oi  In  •  •  -^  Iv-i  in  (10)  und  (11)  als 
ganze  rationale  Zahlen.  Auch  dies  kann  ebenso  bewiesen 
werden,  wie  im  §.  187. 

Stellen  wir  unter  dieser  Voraussetzung  über  die  <§»•  die 
Gleichungen  (11)  für  irgend  ein  anderes  System  unabhängiger 
Einheiten  <go^\  (gp\  .  .  .,  (g^Li  auf,  so  erhalten  wir  Ausdrücke 
von  der  Form: 

Ist  also  Ti  der  Regulator  des  Systems  der  $^/\  so  ergiebt 
sich  nach  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten,  wenn  mit 
C  der  absolute  Werth  der  Determinante  der  ganzzahligen  Ex- 
ponenten |i,fc,  also  eine  ganze  rationale  positive  Zahl  be- 
zeichnet wird: 
(13)  T,=  CTo. 

Es  kann  nicht  bewiesen  werden  und  trifft  für  die  höheren 
Werthe  von  m  wahrscheinlich  auch  nicht  zu,  dass  ro,  Tj,  . . .,  rv'_i 
ein  Fundamentalsystem  bilden  i). 

Für  unseren  Zweck  ist  es  aber  von  "Wichtigkeit,  dass  sich 
diese  Einheiten  in  Bezug  auf  den  Nenner  2   in  den  Exponenten 


1)  Es  ist  hier,  wie  bei  allen  Fragen,  die  die  Einheiten  betreffen,  sehr 
schwierig,  zu  bestimmten  numerischen  Resultate u  zu  gelangen.  Nach 
den  Resultaten,  die  in  dem  reichhaltigen  Werke  von  Reuschle,  „Tafeln 
complexer  Primzahlen,  welche  aus  Wurzeln  der  Einheiten  gebildet  sind'^ 
(Berlin  1875),  enthalten  sind,  bilden  für  m  =  16  die  r  noch  ein  Funda- 
mentalsystem. Denn  hier  ist  die  Grundzahl  des  Körpers  Hm  gleich  21"', 
der  Grad  des  Körpers  gleich  4,  und  daher  giebt  es  nach  der  Anmerkung 
zu  §.  156  in  jeder  Idealclasse  ein  Ideal,  dessen  Norm  kleiner  als  6  ist. 
Nach  den  Tafeln  von  Reuschle  kann  aber  jede  natürliche  Primzahl  unter 
100  im  Körper  Hm  in  wirklich  existirende  Primfactoren  zerlegt  werden. 
Folglich  gehen  gewiss  in  allen  Zahlen  unter  6  nur  Hauptideale  auf,  und 
folglich  giebt  es  hier  nur  die  eine  Classe,  die  Hauptclasse.  Da,  wie  wir 
gesehen  haben ,  auch  der  erste  Classenzahlfactor  =  1  ist ,  so  ist  der 
Kreistheilungskörper  ii^g  einclassig.  Es  gelten  in  ihm  dieselben  Gesetze  der 
Primzahlen,  wie  im  Körper  der  rationalen  Zahlen.  Zweifelhaft  ist  dies  für 
den  Körper  ilgg  und  sicher  nicht  mehr  zutreffend  im  Körper  ^2^^ ,  in  dem 
die  Classenzahl  ein  Vielfaches  von  17  ist. 
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und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  S's  ebenso  wie  S^  mit  allen  seinen 
conjugirten  Werthen  dasselbe  Zeichen  hat.  S'ß  entsteht  aber 
aus  S^i  dadurch,  dass  ^  an  Stelle  von  m  gesetzt  wird,  und  nach 
unserer  Voraussetzung  ist  daher 

eo  ^  0,  ^1  ^  0,  .  .  .,  ev"-i  ^  0  (mod  2), 
und  mit  Hülfe  von  (19) 

ßy»  ^  0,  eyif  +  i  ^  0,  .  .  .,  ßr'-i  ^  0  (mod  2), 
wodurch  der  Beweis  des  Satzes  2.  geführt  ist. 

Wenn  wir  nun  in  der  Formel  (12)  für  (g^,  <gi,  .  . .,  <g,._i  das 
System  tq,  ri,  .  .  .,  Tv'_i  wählen  und  die  Exponenten  |  in  die 
Form  setzen: 

worin  e,  ^o,  ^i,  .  .  .,  ßr'— i  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemein- 
samen Theiler  sind,  so  erhalten  wir 

und  es  folgt  aus  unserem  Satze,  dass  e  ungerade  sein  muss; 
denn  wäre  es  gerade,  so  wäre  (g  (r)^  ein  Quadrat  einer  reellen 
Grösse,  und  folglich  hätte  +  <g  (r)^  mit  seinen  Conjugirten 
dasselbe  Vorzeichen.  Dann  aber  müssten  nach  unserem  Satze 
alle  eoi  ^i^  •  •  -^  e^'-i  durch  2  theilbar  sein,  was  wieder  gegen  die 
Voraussetzung  ist,  dass  die  Exponenten  e^  ^o,  .  .  .,  e^'-i  keinen 
gemeinsamen  Theiler  haben  sollen.     Wir  haben  daher  den  Satz: 

3.  Ist  &  (r)  irgend  eine  Normal einheit  des  Kör- 
pers Hm^  SO  lassen  sich  die  ungerade  Zahl  e 
und  die  ganzen  Zahlen  e^^  ^i,  .  .  .,  ßv'-i  so  be- 
stimmen,  dass 

(20)  S(*-^)'  =  ±Tn^V:...r;-;-/_^ 

wird. 
Dies  Ergebniss  führt  zu  einigen  wichtigen  Consequenzen : 

4.  Ist  T  der  Regulator  des  Systems  der  r^,  und  Tq 
der  Regulator  eines  Fundamentalsystems  nor- 
maler Einheiten  in  Hm^  d.  h.  der  Minimalwerth, 
den  der  Regulator  irgend  eines  Systems  unab- 
hängiger Normaleinheiten  annehmen  kann,  so  ist 

(21)  T=  CT,,     C~  1  (mod  2), 

worin    C   eine    ungerade    natürliche    Zahl    be- 
deutet. 
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Dass  nämlich  T :  Tq  =  C  eine  ganze  Zahl  ist,  folgt  aus  der 
Formel  (13). 

Wenn  wir  aber  den  Satz  3.  auf  alle  Elemente  des  Funda- 
mentalsystems (§i(r)  anwenden,  so  ergiebt  sich  ein  System  ganzer 
Zahlen  6/,^  und  eine  ungerade  Zahl  e,  so  dass 

Nehmen  wir  hiervon  die  Logarithmen,  und  bilden  dann  den 
Regulator  Tq,  so  ergiebt  sich 

e''  To  =  ±  2:  dz  ^0,0  ^1,1  .  .  .  er'-,,  v_i  T, 
folglich 

e''  =  ±  C  i:  ±  ^0,0  ei,i  .  .  .  ^v'-i,  ,'_i, 

und   da   hierin   die   linke   Seite   ungerade   ist,   so   kann    C  nicht 
gerade  sein,  w.  z.  b.  w. 

Wenn  alle  conjugirten  Werthe  der  Xormaleinheit  (g  (r^) 
einerlei  Zeichen  haben,  so  gilt  dasselbe  auch  von  $  (r-i)%  und 
folglich  müssen  in  diesem  Falle  in  der  Formel  (20)  die  Ex- 
ponenten eoi  ^n  •  •  .,  6»'— 1  nach  2.  gerade  Zahlen  sein.  Schreibt 
man  dann  die  Formel  (20)  so: 

&{>-)  =  ±Ti't{^...T:r_-^Q(ry-% 

so  erhält  man  daraus  den  Satz: 

5.  Eine  Normaleinheit  des  Körpers  ^,„,  die  mit 
ihren  Conjugirten  gleiches  Vorzeichen  hat,  ist, 
vom  Vorzeichen  abgesehen,  ein  Quadrat  einer 
N  0  r  m  a  1  e  i  n  h  e  i  t. 


§.  201. 
Fundamentalsystem  von  Einheiten   des  Körpers  Hm. 

Es  bleibt   noch  übrig,  den  Nenner  D  in  der  Formel  für  B 
[§.  197,  (6)]  zu  bestimmen,  der  durch  die  Gleichung 

E  =  E'D 

definirt  war,  worin  E  und  E'  die  Regulatoren  der  Körper  i/„,,  H^ 
bedeuteten. 

Hier    handelt    es    sich    also    nicht    mehr    um    die    Normal- 
einheiten, sondern  um  die  Einheiten  des  Körpers  H^  überhaupt. 
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Wir  nehmen  ein  Fundamen talsyst-em  von  Einheiten  im 
Körper  Hm  an: 

(1)  fi(n),  £2(n),  . . .,  £.-i(n), 

und  die  conjugirten  Logarithmen  dieses  Systems  seien: 

(2)  ?i,fc,  ?2,fc,  .  .  .,  ?v-i,fc      Z;  =  0, 1, 2,  .  .  .,  r  -  1. 

Daneben  betrachten  wir  ein  Fundamentalsystem  im  Kör- 
per H^, 

(3)  £l,   f2i   •   •   •>    ^\>  —  l 

mit  den  conjugirten  Logarithmen 

(4)  7i',fc,  ?2,fc,  .  .  .,  ?v'-i,fc     A;  =  0,1,2,  ..  .,  v'— L 

Bei  der  Bildung  der  Regulatoren  wird  einer  der  conjugirten 
Werthe,  etwa  Z;  =  0,  weggelassen  (vgl.  §.  186),  und  wir  er- 
halten daher 

^    ==  +   2J  +   ?i,i  72,2   .   •   •   lv  —  \,v  —  l 

^""^  ^'==±2;±7;,i72,2...7;-i,.'-i. 

Nun  fügen  wir  zu  dem  Systeme  (3)  ein  Fundamentalsystem 
von  Normaleinheiten  des  Körpers  Hm 

(6)  <S0l     <Sl5    •     •    -^    Q>V'-l'> 

und  wir  behaupten,  dass  das  System 

(7)  £l,   f2)   •   •   "I  ^\'~\i   4)0  1   ^11   •   •   •?   4>^'  — 1 

ein  unabhängiges  System  von  Einheiten  des  Körpers  Hm  ist  (wenn 
auch  nicht  ein  Fundamentalsystem). 
Bezeichnen  wir  mit 

(8)  Lo,fc,  A,fc,  .  .  .,  U'-i,ic      Ä:  =  0,1,  .  .  .,  i;'  — 1 

die  conjugirten  Logarithmen   des  Systems  (6),  so  ist  nach  dem 
vorigen  Paragraphen 

(9)  ±^±  Lo,o  Li,i  .  .  .  X.._i, ,._!  =  To 

der  Regulator  dieses  Systems,  und  wir  haben  mit  Rücksicht  auf 
die  Definition  der  Normaleinheiten  [§.  200,  (9)]: 

(10)  Li,n  +  rr   =   -    A-,fc, 

und  weil  die  sl  als  Zahlen  des  Körpers  Ha  durch   die  Substitu- 
tion (r,  —  r)  ungeändert  bleiben: 

(11)  ?;■,.+..  =  /;-,.. 


§.  201.  Fundamentalsysteme  von  Einheiten  in  Hm.  737 

Hiemach  ergiebt  sich  der  Regulator  R  des  Systems  (7)  aus 
der  Determinante: 


'i,n       ?2,n       '"•>  '»'—1,11  -^0,1?  -^1,1?       ""I     Ly 


-1,1 


^1,»'— li    12,  V— li   ..•?    ly'—l,v'-li         -t^O,  V— 1,         -Li,  i'_i,    ...,         i>v'_i,v'— 1 
'l,Oi  '2,0j  •••1    '»'— l,Oi  ~-L>0,0')  ~  ^l,Oi  •  ♦  «1   ~ -^v'-l,0 

tl,li  '2,11  •••')    '»•'— 1,  I1  ~-^0,l?  —^l,li  •  •  «1   —-^V— 1,1 

«l^T'— 1,    «2,  V— 1,    •••1    t»'— 1,  V— 1,   —  X/o,  V'— 1,   —  XVI,  ,'_i,    ...,   — />v'— l,v'— 1 

Diese  Determinante  hat  v — 1  Zeilen;  wir  addiren  die  erste 
zur  (v'-|-l)*^°,  die  zweite  zur  (v'-|-2)*®^  u.  s.f.,  die  (v' — l)*^  zur 
letzten.  Dadurch  heben  sich  in  den  letzten  (v'  —  1)  Zeilen  die 
L  heraus  und  die  /  bekommen  den  Factor  2  [nach  (10),  (11)], 
und  hieraus  ergiebt  sich  nach  einem  Determinantensatze  (Bd.  I, 
§.  23,  V.): 

(12)  JR  =  2^-1jE"To. 

Da  hiernach  R  nicht  verschwindet  und  daher  in  (7)  ein 
System  von  v  —  1  unabhängigen  Einheiten  des  Körpers  Hm  vor- 
liegt, so  können  wir  [nach  §.  186,  (5)]  die  rationalen  (ganzen 
oder  gebrochenen)  Zahlen  w^^fc,  Mi^j;  aus  den  Gleichungen 

(13)  2  7,-,fe  =  mi,i  /i',fc  -| •  +  'mv'-i,t  7v'-i,t 

bestimmen.  Es  lässt  sich  aber  leicht  durch  die  Relationen  (10).  (11) 
nachweisen,  dass  die  Zahlen  mi^ui  ^^i,k  hier  ganze  sein  müssen. 
Denn  es  ist 

h,jc  +  h,j^  +  y'  =  log  |£f(n)  fi(— n)|  = 
m,i  ?i,fc  +  • h  »>V-i,t  ?v'-i,fe 

h,k  —  h,k  +  v'  =  log  \£i(rk)  £f(— n-)~M  = 

Die  Einheiten  ai  (r)  £/  ( —  r)  gehören  aber  dem  Körper  Hu 
an,  und  da  die  e]  nach  Voraussetzung  ein  Fundamentalsystem 
dieses  Körpers  sind,  so  müssen  die  nii^j;  nach  §.  187  ganze  ratio- 
nale Zahlen  sein. 

Die  Einheiten  ei(r)  Si{—r)-'^  sind  Normaleinheiten  des  Kör- 
pers Hm-,  und  weil  die  Qt  ein  Fundamentalsystem  von  Normal- 
einheiten sein  sollten,  so  sind  nach  §.  200  die  3ii-,fc  ganze  Zahlen. 
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Zur   besseren   Uebersicht    setzen   wir   die   Gleichungen   (13) 
noch  einmal  ohne  den  Index  Ä;,  der  die  conjugirten  Werthe  von 
einander  unterscheidet,  hierher: 
(14)  2  h  =  mi^i  l[  -\-  m2,i  ?2  +  •  •  •  +  ^v'_i,i  ?v'_i 

+  Mo,iLo  +  ^i,iLi  +  M2,iL2  H h  i[fv'-i,zLv'-i. 

Bilden  wir  nun  nach  (13)  den  Regulator  E  und  bezeichnen 
mit  M  den  absoluten  Werth  der  Determinante  der  v  —  1  Reihen 
der  Zahlen  m^^^-,  ^14,^: 

so  folgt: 

(1.5)  2'-^E=  MB, 

und  daraus  mit  Rücksicht  auf  (12): 

(16)  E=  2-"ME'To. 

Es  lässt  sich  nun  weiter  nachweisen,  dass  M  eine  Potenz 
von  2  und  durch  2^'  theilbar  ist. 

Da  nämlich  das  System  (1)  als  Fundamen talsystem  in  Hm. 
vorausgesetzt  war,  so  giebt  es  ganze  rationale  Zahlen 
njc^i,  ^ft,n  diö  den  Gleichungen  genügen: 

l'i  =  %,i?i+ ^2,J2H [- nr_i,iZv-i,  ^=1,2,     ...,v'—l 

^     ^    U  =  N,ß,  +  N,ß,-\ h-^v-i,^?v-i,  ^  =  0,l,2,...,i^'-l. 

Bilden  wir  daraus  die  Determinante  R  und  bezeichnen  mit  N 
den   absoluten  Werth   der  Determinante  der  %,i,  iVfc,^,  so  folgt: 

E  =  NE, 
und  daraus  nach  (15): 

31 N  =r  2^-1; 

daraus  folgt,   dass  jede   der  beiden   ganzen  Zahlen   iW,  iV  eine 
Potenz  von  2  sein  muss. 

Um  zu  entscheiden,  durch  welche  Potenz  von  2  die  Deter- 
minante M  theilbar  ist,  bestimmen  wir  zunächst  ein  System 
ganzer  rationaler  Zahlen  ai  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler,  das 
den  linearen  Gleichungen 

i 

(18)  ^  üi  m,,,,  =  0     (/b  r=  1, 2,  .  .  .,  v'—  1) 

l,v-l 

genügt.     Setzen  wir  dann 

i 

2  aiMu,i  =  Ifc, 

l,v— 1 
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SO  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (13) 

i 
1,  V  — 1 

Daraus  ergiebt  sich  nach  (10) 

und  dies  bedeutet,  dass 

d  =  £^  £?  .  .  .  fl'l-i 

eine  Normaleinheit  des  Körpers  H,n  ist.  Daraus  folgt  dann  weiter, 
weil  (g,),  (gl,  .  .  .,  (gv'-i  ein  Fundamentalsystem  von  Normal- 
einheiten ist,  dass  die  Zahlen  |o^  I15  •  •  •,  Iv-i  gerade  sein 
müssen.     Daraus  ergiebt  sich: 

1.  Das  System  der  Gleichungen  (18)  hat  die  Con- 

gruenzen 

»■ 

(19)  ^  üiM^^i  =  0{mod  2) 

1.  — 1  Ä;  =  0,1,  .  .  .,  v'  —  l 

zur  Folge. 

In  den  Gleichungen  (18),  deren  Anzahl  nur  v'—l  beträgt, 
sind  aber  v  —  1  Unbekannte  ai  enthalten.  Daher  giebt  es 
mehrere  Systeme  von  einander  unabhängiger  Lösungen,  was  wir 
etwas  genauer  dahin  präcisiren  können: 

2.  Es   giebt    v'   ganzzahlige   Lösungen    des   Sy- 
stems (18): 

f^i,i5  (h,ii  •  •  ♦,  «V— 1,1 

«1,25  f^2,2,    •   •   -1    «V  — 1,2 


(20) 


von  der  Art,  dass  aus  der  Matrix  (20)  eine 
Determinante  von  v'  Reihen  gebildet  werden 
kann,   die   eine  ungerade   Zahl  ist. 

Denn  es  giebt  zunächst  eine  Lösung  von  (18): 

«1,1,    «2,1,     tts,!-!     •     •     '5     «V— 1,1, 

in   der   eine    ungerade   Zahl   vorkommt.     Nehmen   wir   an,   was 
gestattet  ist,  da  hier  auf  die  Anordnung  der  Indices   nichts  an- 

47* 
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kommt,  es  sei  ai,i  diese  ungerade  Zahl,  dann  bestimmen  wir 
eine  zweite  Lösung: 

in  der  wieder  eine  ungerade  Zahl,  etwa  «2,2,  vorkommt.  Dann 
bestimmen  wir  eine  dritte  Lösung: 

0,    0,    «3,3,    .   .   .,    «v  — 1,3, 

und  fahren  mit  Nullsetzen  so  lange  fort,  als  die  Anzahl  der 
übrig  bleibenden  Unbekannten  noch  grösser  ist,  als  die  Anzahl 
der  Gleichungen. 

Im  letzten  Systeme  werden  also  v'  —  1  Nullen  vorkommen, 
damit  v'  Unbekannte  übrigbleiben. 

Diese  Zahlenreihen  «r,  ^  können  wir  für  das  System  (20) 
setzen,  denn  darin  reducirt  sich  die  Determinante 

(21)  2   ±   «1,1   «2,2   •   .   .   (lv',v' 

auf  das  Diagonalglied  «1,1  «2,2-..  «v,»',  dessen  Factoren  alle  un- 
gerade sind. 

Ist  nun  die  Forderung  des  Satzes  2.  erfüllt,  so  lässt  sich 
die  Matrix  (20)  durch  Hinzufügung  von  v'  —  1  Zeilen  zu  einer 
Determinante  von  v  —  1  Reihen  ergänzen,  die  gleichfalls  einen 
ungeraden  ganzzahligen  Werth  hat: 

(22j  et  =   2j    jL  Ctl,l  0^2,2  •  •   •  Civ\v'  Ctv'  -\- 1,  V'  + 1   .   •   •  ttv  — 1,  V  — !• 

Man  braucht  nur,  wenn  die  Determinante  (21)  als  ungerade 
vorausgesetzt  wird,  in  den  hinzugefügten  Zeilen  für  die  Elemente 
lauter  Nullen  zu  setzen,  ausgenommen  die  in  der  Diagonal- 
reihe stehenden,  av'i.i,v'  +  i  •  •  .  «r— 1, r— 1,  die  gleich  1  genommen 
werden  können.  Dann  erhält  a  denselben  Werth  wie  die  Deter- 
minante (21). 

Wenn  wir  aber  jetzt  nach  dem  Multiplicationssatze  der 
Determinanten  das  Product  a  M  bilden ,  so  ergiebt  sich  eine 
Determinante,  in  der  die  v  —  1  Summen 

»  i 

1,^  —  1  l,r  — 1 

l  =  1,2,  ...  v'  —  l,     l  =  0,1,2  ...  v'  —  l 

für  jeden  W^erth  s  r=  1,  2,  .  .  .,  v'  eine  Reihe  bilden,  und  in  der 
also  v'  Reihen  vorkommen,  deren  Elemente  alle  durch  2  theil- 
bar  sind. 
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Demnach  ist  aM  und  folglich  auch  M  durch  2''  theilbar, 
und  wenn  wir 

(23)  il/=2^'  +  ^     ^=2^'-^-i 

setzen,  so  ist  ö  eine  nicht  negative  ganze  rationale  Zahl. 
Setzen  wir  dies  in  (16)  ein,  so  folgt: 

E=  2^E'T,. 
Nun  war  in  §.  197,  (6) 

E  =  E'D 
gesetzt,  und  es  ergiebt  sich  also: 

B  =  2^To. 
Hieraus  folgt  für  den  Classenzahlfactor  B  nach  §.  199,  (15) 
und  §.  200,  (21): 

(24)  B  =  2-<^  ^  =  2-^  (7, 

worin  C  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist. 

Demnach  ergiebt  sich  nach  §.  197,  (4)  für  den  zweiten  Factor 
der  Classenzahl  Aj,  der,  wie  wir  gesehen  haben,  eine  ganze 
Zahl  ist: 

(25)  \  =  2-^JhC. 

Nehmen  wir  nun  als  bewiesen  an,  dass  hi  ungerade  ist,  so 
folgt,  da  auch  C  ungerade  ist,  dass  <>  =  0  und  h^  ungerade  ist, 
und  beides  ist  also  damit  durch  vollständige  Induction  bewiesen. 

Damit  werden  die  abgeleiteten  Resultate  folgendermaassen 
vereinfacht : 

3.    Es  ist  rp 

(26)  M=2^\    B=To,    B  =  ^', 

der  Classenzahlfactor  B  ist  gleich  dem  Ver- 
hältniss  des  Regulators  T  der  Einheiten  t  zum 
Regulator  Tq  eines  Fundamentalsystems  von 
Normaleinheiten,  und  ist  eine  ungerade  ganze 
Zahl. 
Bezeichnen  wir  die  zu  m  =  2^  gehörige  Zahl  B  mit  ^x,  so 
ist  die  Classenzahl  /jj,  wie  durch  vollständige  Induction  folgt, 

(27)  h,=B,B,,..B,., 

und   ist  also    auch   eine   ungerade  Zahl.     Damit  ist  dann,   mit 
Rücksicht  auf  §.  198,  1.,  das  Haupttheorem  bewiesen: 

A.    Die  Classenzahl  im  Körper  Sl.^  ist,  wenn  m  eine 
Potenz  von   2  ist,  ungerade. 
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§.  202. 
Positive  Einheiten. 

Die   zuletzt   gefundenen  Resultate   zeigen,   dass   das  System 
unabhängiger  Einheiten  §.  201,  (7) 

im  Körper  Hm  kein  Fundamentalsystem  bildet.  Denn  sonst 
müssten  in  den  Formeln  §.  201,  (13)  die  Zahlen  m]c^iMu,i  säramt- 
lich  durch  2  theilbar  sein,  und  es  wäre  die  Determinante  ilf, 
deren  Werth  wir  =  2^'  gefunden  haben,  durch  2^-^  theilbar. 

Wir  betrachten  nun  an  Stelle  des  Systems  der  Gleichungen 
(18),  §.  201  die  folgenden  Congruenzen: 


2  hinii^i       =  1 

1,  r  — 1 
i 

(1)  .  2    ^^•*^2'^-  —  ^       ("^^^    ^)' 


2  himy>-i^i  =  0 

1,  r  — 1 

und   beweisen,    dass   es   möglich   ist,    ihnen    durch    ganzzahlige 
Werthe  der  hi  zu  genügen. 

Wäre  es  nicht  möglich,  so  müsste  sich  aus  den  v'  —  2  Con- 
gruenzen 

i 

^  himu,i  =  0  (mod  2)     h  =  2,3,  .  .  .,  v'-  1 

1,  v-l 

die  letzte  i 

^  him^^i  =  0  (mod  2) 

1,'V  — 1 

als  Folgerung  ergeben,  und  dann  würde,  wie  im  vorigen  Para- 
graphen, weiter  folgen: 

i 

2  ^^•^4^•  =  0  (mod  2)    7,:  =  0, 1,  .  .  .,  v'  -  1. 
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Man  könnte  dann  an  Stelle  der  Matrix  §.  201 ,  (20)  eine 
Matrix  der  &t,t  von  v'-\-l  Reihen  setzen,  und  es  würde  sich  auf 
dem  im  vorigen  Paragraphen  eingeschlagenen  Wege  schliessen 
lassen,  dass  M  duvch.  2''  +  ^  theilbar  sein  müsste,  was  nicht  der 
Fall  ist. 

Wenden  wir  aber  das  System  der  Multiplicatoren  &i,  das  den 
Bedingungen  (1)  genügt,  auf  die  Gleichungen  (14)  des  vorigen 
Paragraphen  an,  indem  wir  mit  bt  multipliciren  und  dann  sum- 
miren,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  Vielfache  von  2  weglassen  und 
dies  auch  hier  (wo  irrationale  Zahlen,  nämlich  die  Logarithmen, 
auftreten)  durch  das  Zeichen  der  Congruenz  ausdrücken: 

(2)  n  =  LoZ  Mo,i  hi  +  L,2J  M,j  hi^ 

+  Zv'-i  ^  Mr'-ij  hi  (mod  2). 

Wollen  wir  die  Congruenz  in  eine  Gleichung  verwandeln,  so 
kommt  eine  Summe  von  Grössen 

mit  geraden  ganzen  Zahlen  als  Coefficienten  hinzu. 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  aber  auf  U,  I3,  •  .  .,  K'  —  i 
anwenden,  und  danach  kann  man,  wenn  man  von  den  Loga- 
rithmen wieder  zu  den  Zahlen  übergeht,  die  Formel  (2)  so  in 
Worte  fassen: 

1.  Jede  Einheit  des  Körpers  Hu  ist  als  Product 
einer  Normaleinheit  des  Körpers  H^  und  eines 
Quadrates  einer  Einheit  in  H^  darstellbar. 

Wenn  wir  darauf  den  Satz  2.,  §.  200  anwenden,  so  ergiebt 
sich,  dass  jede  Einheit  Q(r)  des  Körpers  Hu^  die  mit  allen  ihren 
Conjugirten  dasselbe  Zeichen  hat,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  das 
Quadrat  einer  Einheit  in  Hm  sein  muss.     Ist  aber 

±<S(r)  =  z/(r)2, 

worin   Q(r)   eine  Einheit  in  Hu  und  ^  (r)   eine  Einheit  in  Hm 
ist,  so  muss  auch  zJ  (r)  in  Hu  enthalten  sein. 
Denn  setzen  wir 

so  kann  das  Quadrat  davon  nur  dann  in  Hu  enthalten  sein,  also 
durch  die  Vorzeichenänderung  von  r  ungeändert  bleiben,  wenn 
entweder  z/^  oder  ^^2  =  0  ist.  Es  kann  aber  nicht  z/ (r)  =  r  z/g  (r-) 
sein ,   denn   sonst   wäre  z/j  (r^)   eine   Einheit  in  üu   und   müsste 
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nach  §.  178,  1.  das  Product  einer  reellen  Einheit  und  einer 
Einheitswurzel  r^^  sein,  und  da  auch  zJ{r)  reell  ist,  so  müsste 
^2;. +  1  reell  sein,  was  nicht  möglich  ist.  Demnach  ist  ^(r)  in 
Hfl  enthalten. 

Da  nun  ^  ebenso  wie  m  jede  beliebige  Potenz  von  2  sein 
kann,  so  ergiebt  sich  hieraus  das  zweite  Haupttheorem: 

B.  Eine  Einheit  des  Körpers^,«,  die  mit  allen  ihren 
Conjugirten  positiv  ist,  ist  das  Quadrat  einer 
Einheit  desselben  Körpers. 

Von  den  beiden  Theoremen  A.  und  B.  haben  wir  aber  im 
§.  184  den  Beweis  des  Hauptsatzes  von  den  Abel' sehen  Zahl- 
körpern (§.  179,  I.)  abhängig  gemacht. 


Fünfundzwanzigster  Abschnitt. 
Transcendente    Zahl  e  n. 


§.  203. 
Abzählbare  Mengen. 

In  der  Einleitung  zu  unserem  Werke  ist  der  allgemeine 
Begrifi'  der  Zahlen  definirt  worden,  und  mit  diesem  allgemeinen 
Zahlbegriffe  haben  wir  zunächst,  z.  B.  bei  dem  Beweise  der 
Wurzelexistenz,  operirt.  Im  weiteren  Verlaufe  unserer  Betrach- 
tungen haben  wir  uns  dann  nur  mit  algebraischen  Zahlen 
beschäftigt,  ohne  uns  darüber  Rechenschaft  zu  geben,  ob  damit 
der  Umfang  des  Zahlenbereiches  erschöpft  sei,  oder  ob  es 
auch  nichtalgebraische  Zahlen  giebt.  Die  Existenz  von  nicht- 
algebraischen Zahlen,  die  man  auch  transcendente  Zahlen  nennt, 
ist  zuerst  von  Liouville  bewiesen.  Andere  Beweise  für  diesen 
Satz  rühren  von  G.  Cantor  her^). 

Wir  knüpfen  hier  an  den  schon  in  der  Einleitung  aus 
einander  gesetzten  Begriff  einer  Menge  oder  Mannigfaltigkeit 
an,  worunter  ein  System  von  Elementen  irgend  welcher  Art  zu 
verstehen  ist,  was  so  genau  abgegrenzt  ist,  dass  von  jedem 
beliebigen  Objecte  völlig  entschieden  ist,  ob  es  zu  dem  Systeme 
gehört  oder  nicht. 

Wir  unterscheiden  endliche  und  unendliche  Mengen,  und 
führen  als  erstes  und  wichtigstes  Beispiel  einer  unendlichen  Menge 
die  Gesammtheit  der  natürlichen  Zahlen  1,2,3,  ...  an.  Dann 
gilt  folgende  Definition: 

1.  Definition.  Eine  Menge  heisst  abzählbar,  wenn 
ihre   Elemente   mit   der   natürlichen   Zahlenreihe 


1)  G.  Cantor,  Crelle's  Journal,  Bd.  77  (1873).     Ueber  eine  Eigenschaft 
des  Inbegriffes  aller  reellen  algebraischen  Zahlen. 
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oder  einem  Theil  derselben  in  eine  gegenseitig 
eindeutige  Beziehung  gesetzt  werden  kanni). 

Jede  endliche  Menge  ist  hiernach  abzählbar,  und  bei  der 
Abzahlung  wird  die  natürliche  Zahlenreihe  nur  bis  zu  einer 
gewissen  höchsten  Zahl  verwendet.  Im  Weiteren  betrachten  wir 
vorzugsweise  unendliche  Mengen. 

Wir  können  der  Definition  für  eine  unendliche  abzählbare 
Menge  auch  den  Ausdruck  geben,  dass  es  eine  solche  Menge  ist, 
bei  der  jedem  Elemente  eine  bestimmte  Zahl  der  natürlichen 
Zahlenreihe  als  Name  beigelegt  werden  kann,  so  dass  auch  jede 
Zahl  der  Zahlenreihe  dabei  verwandt  wird,  also  eine  Menge,  in 
der  es  ein  erstes,  zweites,  drittes  .  .  .  hundertstes  .  .  .  Element 
giebt. 

Endlich  können  wir  auch  sagen,  dass  eine  unendliche  ab- 
zählbare Menge  eine  solche  ist,  die  sich  derart  in  eine  Reihe 
ordnen  lässt,  dass  ein  erstes  Element  vorhanden  ist,  und  dass 
auf  jedes  Element  ein  bestimmtes  anderes  der  Menge 
folgt,  und  jedem  Elemente,  mit  Ausnahme  des  ersten,  ein  be- 
stimmtes anderes  Element  vorangeht.  Eine  solche  Reihe 
können  wir  eine  zählbare  Anordnung  nennen. 

Es  ist  klar,  dass  eine  abzählbare  Menge  nicht  nur  auf  eine, 
sondern  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  abzählbar  ist. 

Ausser  der  natürlichen  Zahlenreihe  selbst,  die  sicher  ab- 
zählbar ist,  können  wir  als  zweites  Beispiel  das  System  der 
rationalen  positiven  echten  Brüche  anführen,  die  unter  Anderem 
in  folgender  Weise  abgezählt  werden  können: 


2'3'3'4'4'5'5'5'5'6'6' 
d.  h.  so,  dass  jeder  grössere  Nenner  dem  kleineren  Nenner  folgt, 
und  dass  die  Brüche  von  gleichem  Nenner  nach  der  Grösse  des 
Zählers  geordnet  sind.  Wollte  man  aber  die  Brüche  nach  der 
Grösse  ihres  numerischen  Werthes  ordnen,  so  würde  man  keine 
zählbare  Anordnung  bekommen. 

2.    Die  Gesammtheit  aller  algebraischen  Zahlen  ist 
eine  abzählbare  Menge. 


1)  Cantor,  1.  c.  Der  Begriff  der  abzahlbaren  Mengen  deckt  sich  mit 
dem  von  Dedekind  ohne  die  Voraussetzung  des  Zahlensystems 
definirten  Begriffe  der  einfach  unendlichen  Systeme.  (Dedekind, 
Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen  ?  §.  6.  Braunschweig  1887.  Zweite 
unveränderte  Auflage  189H.) 
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Um  diesen  wichtigen  Satz  nachzuweisen,  erinnern  wir  uns 
daran,  dass  jede  algebraische  Zahl  0  die  Wurzel  einer  und  nur 
einer  irreduciblen  Gleichung 

(1)  /(0)  =  «0  0»   +   «1  0"-'   H h  «n   =   0 

ist,  in  der  ao,  a^,  .  .  .,  a„  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemein- 
samen Theiler  sind,  und  a^  von  Null  verschieden  und  positiv  ist. 
Der  Grad  n  der  Gleichung  (1)  ist  eine  positive  ganze  Zahl,  also 
mindestens  =  1.  Die  Zahlen  ai,  .  .  .,  ««-i  können  zum  Theil 
Null  sein. 

Wir  wollen  nun  die  Vorzeichen  +  so  bestimmen,  dass  ■¥  «i, 
ib  «21  i  ö^3j  •••)  i  ttn  nicht  negativ  sind,  und  nennen  die  Summe 

(2)  iV  =  0^  —  1)  +  öfo  ±  «1  ±  «2  •  •  •  ±  «« 

die  Höhe  der  algebraischen  Zahl  0.  Die  H^e  ist  dann  immer 
eine  positive  ganze  Zahl. 

Nun  ist  leicht  zu  sehen,  dass  es  für  einen  gegebenen  Werth 
der  Höhe  N  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von  algebraischen 
Zahlen  geben  kann.  Denn  zunächst  kann  n  nach  (2)  niemals  grösser 
als  N  sein,  und  zu  jedem  gegebenen  N  und  n  können  die  Zahlen 
«0,  «1,  .  .  .,  a„  nur  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Arten  bestimmt 
werden.  Man  hat  dann  unter  den  so  bestimmten  Functionen /(0) 
nur  die  irreduciblen  beizubehalten.  Wenn  man  nun  die  alge- 
braischen Zahlen  in  der  Weise  ordnet,  dass  man  die  Zahlen  von 
geringerer  Höhe  denen  von  grösserer  Höhe  voranstellt,  dass  man 
unter  Zahlen  gleicher  Höhe  die  voranstellt,  deren  reeller  Theil 
kleiner  ist,  und  unter  Zahlen  von  gleicher  Höhe  und  gleichem 
reellen  Theile  die  von  kleinerem  imaginären  Theile  vorangehen 
lässt,  so  haben  wir  eine  zählbare  Anordnung  der  algebraischen 
Zahlen,  und  es  ist  erwiesen,  dass  die  Gesammtheit  aller  alge- 
braischen Zahlen  eine  abzählbare  Menge  ist. 

Wir  erhalten  beispielsweise : 

iV"  =  1,     w  =  1,     a,,  =  1,     ßi  =  0 
N  =2,     n  =^  1,     ao  =  1,     «1  =  ±  1 
N  —^^     »i  =  1,     «0  =  1,     ay  =  ±2 
ao  =  2,     «1  =  i  1 
n  =  2,     ao  =  1,     «1  =  0,       «2  =  1? 
und  der  Anfang  der  geordneten  Reihe  der  algebraischen  Zahlen 

wird  also:  

0,  -1,  +1,  -2,  -i,  -  V-1,  V-1,  I,  2,  .  .  . 
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Jeder  Theil  der  natürlichen  Zahlenreihe  ist  eine  abzählbare 
Menge;  denn  man  braucht  ja  die  Zahlen  eines  solchen  Theiles 
nur  nach  ihrer  Grösse  zu  ordnen,  um  eine  zählbare  Anordnung 
zu  erhalten. 

Daraus  aber  ergiebt  sich,  dass  jeder  Theil  einer  abzählbaren 
Menge  selbst  eine  abzählbare  Menge  ist.  Es  folgt  daraus  unter 
Anderem,  dass  auch  die  Menge  der  reellen  algebraischen 
Zahlen  abzählbar  ist. 

§.  204. 
Unzählbare  Mengen. 

Wir  kommen  nun  zweitens  zu  dem  Beweise  des  Satzes,  dass 
es  unter  den  Zahlenmengen  auch  nicht  abzählbare  giebt,  und 
wir  werden  speciell  nachweisen: 

Dass  die  Gesammtheit  aller  reellen  Zahlen, 

selbst   wenn  wir  uns  auf  ein   endliches  Intervall 

beschränken,  nicht  abzählbar  ist. 

Wir  betrachten  zu  diesem  Zwecke   irgend   eine   abzählbare 

Menge   reeller  von    einander  verschiedener  Zahlen,   die  wir,  in 

eine  zählbare  Anordnung  Sl  gesetzt,  so  bezeichnen  wollen: 

(wobei  daran  zu  erinnern  ist,  dass  dies  nicht  etwa  eine  Auf- 
einanderfolge nach  der  Grösse  bedeuten  soll). 

Der  Kürze  wiegen  wollen  wir  von  zwei  Elementen  der  Reihe 
Sl  das  mit  kleinerem  Index  das  frühere,  das  mit  grösserem 
das  spätere  nennen. 

Wir  nehmen  nun  irgend  zwei  reelle  Zahlen  a,  ß  an,  so  dass 
a  <^  ß  ist,  und  zeigen,  dass  es  in  dem  Intervalle  d  =  (a^  ß) 
mindestens  eine  Zahl  giebt,  die  nicht  in  der  Reihe  Sl  vorkommt. 
Haben  wir  eine  solche  Zahl  für  jedes  Intervall  nachgewiesen,  so 
giebt  es  auch  deren  unendlich  viele,  da  man  ja  dieselbe  Schluss- 
weise auf  jeden  Theil  des  Intervalles  (a,  ß)  anwenden  kann. 

Zunächst  ist  klar,  dass  unsere  Behauptung  richtig  ist,  wenn 
in  irgend  einem  endlichen  Theile  des  Intervalles  d  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Zahlen  der  Reihe  Sl  enthalten  ist,  und  wir 
können  also  ohne  Weiteres  zu  dem  Falle  übergehen,  dass  in 
jedem  noch  so  kleinen  Theile  des  Intervalles  d  eine  unendliche 
Men^e  von  Zahlen  der  Reihe  Sl  liegt. 
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Wir  bezeichnen  mit  «i,  ßi  die  beiden  frühesten  Zahlen  der 
Reihe  iß,  die  in  dem  Intervalle  d  liegen,  nehmen  a^  <  /^i  an, 
und  setzen  di  =  ß^^  —  «i ,  so  dass  ö^  =  («i ,  ß^)  ein  Theil  des 
Intervalles  d  ist. 

Nun  bezeichnen  wir  ebenso  mit  «oi  ß-i  cüe  beiden  frühesten 
Zahlen  von  Sl^  die  im  Inneren  des  Intervalles  dj  (mit  Aus- 
schluss der  Grenzen)  liegen,  setzen  «2  <Z  ß^  voraus,  und  setzen 
62  ^=  ßo  —  «2. 

Auf  diese  Weise  können  wir  fortfahren  und  erhalten  eine 
unbegrenzte  Reihe  von  Intervallen: 

d,    dj,  ^2,  ^3,   .   .   ., 

deren  jedes   alle    folgenden    einschliesst ,   und   zwei   Reihen   von 
Zahlen : 

a,  «1,  «2,  .  •  . 

/3,  ft,  ft,  .  .  . 
die,  mit  etwaiger  Ausnahme  der  ersten,  a  und  /3,  alle  der  Reihe 
iß   angehören.      Die   a,  «i,  c«2,  ...   bilden    eine    wachsende,   die 
ß^  ßn  ß2^  '  '  '  öine  fallende  Zahlenreihe,  und  zugleich  ist  jedes  « 
kleiner  als  jedes  ß. 

1.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Zahlen  a»  eine 
obere  Grenze  a,  die  Zahlen  ßy  eine  untere  Grenze 
h  haben,  und  dass  a  jedenfalls  nicht  grösser 
als  &  ist.     (Vgl.  Bd.  I,  §.  38,  1.) 

Es  kann  aber  möglicherweise  a  =  h  sein. 
Aus  der  Bildungsweise  der  Intervalle  ö,  ö^,  d.2,  .  .  .  geht  noch 
Folgendes  hervor: 

2.  Wenn  irgend  eine  Zahl  co  der  Reihe  ii  in  dem 
Intervalle  d,,  mit  Ausschluss  seiner  Grenzen 
«,,  /3v,  liegt,  so  ist  o  in  der  Reihe  Sl  später  als  das 
derselben  Reihe  angehörige  Zahlenpaar  «,,  ßy 

Denn  «, ,  ßv  waren  ja  die  beiden  frühesten  im  Intervalle 
dv_i  gelegenen  Zahlen  von  Sl.     Daraus  folgt: 

3.  Die  der  Reihe  Sl  angehörigen  Zahlenpaare  «v,  /3» 
sind  um  so  spätere  Glieder  der  Reihe  Sl,  je 
grösser  der  Index  v  ist,  und  da  wir  angenommen 
haben,  die  Reihe  der  Intervalle  dy  breche  nicht 
ab,  so  können  wir  «,,  ßv  für  ein  hinlänglich 
grosses  v  beliebig  weit  in  der  Reihe  Sl  hinaus- 
rücken lassen. 
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Nun  ergiebt  sich  sehr  einfach,  dass  keine  Zahl  ^,  die  mit 
einer  der  Zahlen  a,  h  zusammenfällt,  oder  auch,  wenn  a  und  h 
verschieden  sind,  zwischen  ihnen  liegt,  zu  der  Reihe  ^  gehören 
kann. 

Denn  die  Zahl  g  liegt  im  Inneren  eines  jeden  der  Inter- 
valle 8v.  Nehmen  wir  an,  es  komme  g  m  ^  vor,  und  gehen 
nach  3.  mit  v  so  weit,  dass  Wv,  ßv  in  5i  später  als  g  kommt,  so 
kann  g  nach  2.  nicht  im  Intervall  8v  liegen,  und  damit  ist  die 
Unmöglichkeit  unserer  Annahme  erwiesen. 

Daraus  folgt  also,  dass  die  Gesammtheit  der  Zahlen 
eines  Intervalles  w,  ß  keine  abzählbare  Menge  bildet. 


Diese  Thatsache  lässt  sich  noch  auf  einem  anderen  Wege 
beweisen,  der  in  gewisser  Beziehung  noch  einfacher  ist  und  den 
wir  mit  wenig  Worten  darlegen  wollen.  Wir  beschränken  die 
Allgemeinheit  nicht,  wenn  wir  das  Intervall  von  0  bis  1  zu  Grunde 
legen.  Alle  Zahlen  dieses  Intervalles  denken  wir  uns  durch  un- 
endliche Decimalbrüche  dargestellt.  Darunter  sind  auch  die  end- 
lichen Decimalbrüche  enthalten,  wenn  wir  alle  Ziffern,  von  einer 
gewissen  an,  gleich  Null  setzen.  Um  die  Darstellung  durch 
Decimalbrüche  zu  einer  eindeutigen  zu  machen,  mag  noch  fest- 
gesetzt sein,  dass  für  einen  endlichen  Decimalbruch  immer 
diese  Darstellung  gewählt,  also  z.  B.  nicht  0,4999  ...  für  0,5000  . . . 
gesetzt  werden  soll. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  diese  Decimalbrüche  bilden  eine 
abzählbare  Menge;  sie  lassen  sich  also  in  eine  zählbare  Reihe 
anordnen,  die  wir  so  darstellen: 

cöj  =  0,  «(/)  «(2^)  41)  ... 
03,  =.0,<)<)a(f)  ... 

^      ^  «3    =   0,   af  04(3)  cc(3)    _   . 


worin  die  ocji"^  Ziffern  des  dekadischen  Systems  bedeuten. 

Es  ist  nun  aber  sehr  leicht,  einen  Decimalbruch  (oder  auch 
beliebig  viele)  nachzuweisen,  die  in  der  Reihe  ß  nicht  enthalten 
sind.    Wir  brauchen  nur 

^  =  0,  /3i  /32  /33  .  .  . 
zu  bilden,  wobei  die  ßv  Ziffern  des  dekadischen  Systems  sind,  die 
der  einen  Bedingung  genügen,  dass  ßv  für  jedes  v  von  «t'^  ver- 
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schieden  ist.  Diese  Zahl  r^,  die  doch  auch  dem  Intervalle  (0,  1) 
angehört,  kann  mit  keiner  Zahl  der  Reihe  ^  übereinstimmen. 

Man  kann  die  Bildung  von  y\  noch  dadurch  verallgemeinern, 
dass  man  die  ersten  /3  bis  zu  einem  beliebig  weit  entfernten 
willkürlich  annimmt,  und  erst  von  da  an  das  Gesetz:  /3v  ver- 
schieden von  ai'^,  gelten  lässt. 

Da  nun  bewiesen  ist,  dass  die  reellen  algebraischen  Zahlen 
eine  abzählbare  Menge  bilden,  und  dass  es  in  jedem  Intervalle 
Zahlen  giebt,  die  einer  gegebenen  abzählbaren  Menge  nicht  an- 
gehören, so  folgt  hieraus  ganz  unmittelbar: 

Es  giebt  in  jedem  reellen  Intervalle  trans- 
cendente  Zahlen. 


§.  205. 
Transcendenz   der   Zahl   e. 

Eine  weit  schwierigere  Aufgabe  ist  es  nun,  von  einer  bestimmt 
vorgelegten  Zahl  zu  entscheiden,  ob  sie  algebraisch  oder  trans- 
cendent  ist.  Hier  hat  sich  das  Interesse  hauptsächlich  auf  die 
beiden  in  der  Analysis  so  häufig  vorkommenden  Zahlen  e,  d.  h.  die 
Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems,  und  die  Ludolph'sche 
Zahl  TT,  das  Verhältniss  des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser, 
concentrirt. 

Für  die  Zahl  e  ist  die  Frage  von  Hermite  in  einer  be- 
rühmten Abhandlung  entschieden,  die  für  die  späteren  Unter- 
suchungen über  die  Zahl  %  die  Grundlage  geworden  ist  i).  Die 
Entscheidung  für  die  Zahl  :r,  die  wegen  ihrer  Beziehung  zu  dem 
altberühmten  Problem  der  Quadratur  des  Kreises  ganz  besonders 
interessant  war,  bot  aber  noch  lange  Zeit  unüberwindliche 
Schwierigkeiten.  Endlich  ist  von  Lindemann  der  Nachweis 
geführt,  dass  auch  %  zu  den  transcendenten  Zahlen  gehört.  Der 
von  Lindemann  gegebene  Beweis  bot  aber  dem  Verständniss 
zunächst  noch  grosse  Schwierigkeiten,  die  durch  spätere  Unter- 
suchungen von  Weierstrass,  Hilbert,  Hurwitz  und  Gordan 2) 


1)  Hermite,  Sur  la  fonction  exponentielle.  Compt^s  rendus, 
T.  LXXVII,  1873. 

~)  Lindemann,  Ueber  die  Zahl  n.  Mathem.  Annalen,  Bd.  20,  1882. 
Weierstrass,  Zu  Lindemann's  Abhandlung  „Ueber  die  Ludolph'sche 
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allmählich  so  völlig  beseitigt  sind,  dass  sich  der  Beweis  jetzt 
mit  ganz  elementaren  Mitteln  und  auf  die  einfachste  Weise 
führen  lässt. 

Wenn  wir,  wie  schon  früher,  mit  77  (n)  das  Product 

n(n)  =  1.2.3  ...  w 
bezeichnen,  so  wird,  wenn  x  eine  beliebige  Grösse  ist, 

x^ 
^^^  n~(nj 

mit  unendlich  wachsendem  n  sich  der  Grenze  Null  nähern,  und 
zwar  stärker,  als  die  Glieder  einer  fallenden  geometrischen  Reihe. 
Denn  ist  h  eine  ganze  Zahl,  die  grösser  ist  als  der  absolute 
Werth  von  rr,  so  ist  der  absolute  Werth  von  x  :  h  immer  dann 
ein  echter  Bruch,  wenn  h  gleich  oder  grösser  als  Ic  ist.  Folg- 
lich ist 


x"" 


X 


X 


(2) 


77(^)    ~    n(k)h+l  k  +  2        n      ^    n (k) 
Hieraus  folgt,  dass  die  unendliche  Reihe 


für  alle  Werthe  von  x  convergirt,  und  durch  sie  definiren  wir 
die  Exponentialfunction  e^,  deren  einfachste  Eigenschaften  wir 
hier  aus  der  Analysis  voraussetzen.  Insbesondere  gilt  für  zwei 
beliebige  Werthe  ^,  y  die  Relation 

aus  der  dann  folgt,  dass  e"  für  ein  ganzes  positives  n  die 
n^^  Potenz  der  Zahl 

..1,1.1 


(3) 
ist. 


77(2)   '   77(3)   V77(4) 


...  ==  2,718281828459 


Wenn  nun  r  irgend   eine   ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so 
können  wir  die  Formel  (2)  so  darstellen: 


(4)     77(r).-  =  7T(r)  +  ^^+^^^  + 


+  X''  +  X''  Ur, 


Zahl".  Sitzungsbericht  der  Berliner  Akademie,  3.  December  1885.  Die 
Arbeiten  von  Hilbert,  Hurwitz  und  Gordan  finden  sich  alle  drei  in 
Band  43  der  Mathematischen  Annalen  (1893),  die  beiden  ersten  auch  in 
den  Göttinger  Nachrichten  von  1893. 
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worin 

(5)     ^^"=,^  +  (r+l)(r+2)  +  (r+l)(r+2)(r+3)  +  '"' 

und   diese  Formel  gilt  auch  für  r  =  0,   wenn  man   77(0)  ^  1 
annimmt. 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth  von  x  mit  |,  so  ist  nach 
dem  in  der  Einleitung  bewiesenen  Satze,  dass  der  absolute  Werth 
einer  Summe  niemals  grösser  ist  als  die  Summe  der  absoluten 
Werthe  ihrer  Theile,  der  absolute  Werth  von  TJr  gewiss  nicht 
grösser  als 


r+1    '    (r+l)(r  +  2)    '    (r+1)  (r  +  2)  (r  +  3) 
also  kleiner  als 

t  fc2  fc3 

^  1     '    1.2  ^  1.2.3  ^ 

Wenn  wir  daher 

Ur  =  qre' 
setzen,  so  ist  g^.  eine  Function  von  x,  von  der  wir  nur  so  viel 
feststellen,  dass  ihr  absoluter  Werth  kleiner  als  1  ist. 

Hiernach  stellen  wir  die  Formel  (4)  für  r  =  0,  1,  ...,  n  auf, 
und  schreiben  die  Glieder,  in  umgekehrter  Reihenfolge  geordnet, 
übersichtlich  so: 

n(}i)e^  =  qnX'^e-  +  a;*»  +  nx'*-'^-\-  n  {n — 1)  a;"-^  -j 

+  n(n) 
(6)    77(h  —  1)  e^  =  g„_i  x**--^  e^  +  a;«-i  +  (w  —  1)  a;"-^ 

+  (w— 1)  (n  — 2)a;"-3-^ 

■     e^  =  ^0  e'  +  1. 

Nun  nehmen  wir  eine  beliebige  ganze  Function  n^^^  Grades 
von  X  an: 

und  ihre  Derivirten 

/'  (x)   =  n  Cn x''-'^  -{-  {n  —  1)  Cn-i a;»-2  4-  •  •  • 

(8)  /"W    =n(n  —  l)CnX—^  +  (n-l)(n  —  2)Cn-.iX—'+"' 

ß-)(x)  =  n(n)Cn, 
und  setzen  noch  zur  Abkürzung 

(9)  F  (x)  =fix)+  f  (X)  +f"(x)  +  -..+  /(")  (X). 

Weber,  Algebra.    II.  ^ 
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Es  ist  dann  F{x)  eine  ganze  Function  von  x  vom  Grade  n. 
Setzen  wir  endlich  noch 

(10)  Q  (x)  =  Cn  qn  oC"  +  Cn-1  g„-i  ^"-^  H h  ^0  ^0  , 

(11)  P  =  CnUin)  +  Cn-liT(l^— 1)  H V  Co, 

so  ist  Q{x)  von  x  abhängig,  wenn  auch  nicht  rational  durch  x 
ausdrückbar;  P  aber  ist  von  x  unabhängig. 

Wenn  wir  nun  die  Gleichungen  (6)  der  Reihe  nach  mit 
Cn,  c„_i,  .  .  .,  Co  multipliciren  und  addiren,  so  folgt 

(12)  e-F  =  F{x)  +  e^iQ(x). 

Diese  Formel  ist  nun  der  Ausgangspunkt  der  weiteren 
Schlüsse. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  e  eine  algebraische  Zahl,  so  muss 
eine  Gleichung,  deren  Grad  m  sei,  bestehen: 

(13)  C,  +  C^e+  C^e^  H \-  C^e-  =  0, 

deren  Coefficienten  (7o,  6\,  .  .  .,  (7^  ganze  rationale  Zahlen 
sind,  von  denen  (7o  und  Cm  von  Null  verschieden  sind.  Es  handelt 
sich  darum,  die  Unmöglichkeit  dieser  Annahme  darzuthuD. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  in  der  Gleichung  (12)  für  x 
der  Reihe  nach  die  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .,  m,  so  dass  |  mit 
x  identisch  wird,  multipliciren  mit  Co,  Oi,  .  .  .,  Cm  und  addiren. 
Dann  ergiebt  sich  nach  (13),  da  P  von  x  unabhängig  ist: 

(14)  0  =  CoF(O)  +  C^F{\)    -\ h  CmF{m) 

+  <^oÖ(0)+  G,eQ(l)-\ h  Cm&-Q{m), 

und  nun  soll  aus  einer  passenden  Annahme  über  die  noch 
willkürliche  Function  /  (x)  nachgewiesen  werden ,  dass  die  Glei- 
chung (14)  unmöglich  ist. 

Wir  wählen  eine  Primzahl  _p,  die  grösser  ist  als  mi),  und 

setzen 

_  xP-^{l-xY  (2-xy  ...{m-xy 

(15)  SW—  77(1, —  1)  ' 


1)  Dass  es  immer  eine  Primzahl  p  giebt,  die  grösser  ist,  als  eine 
beliebige  Zahl  ^,  ist  schon  bei  Euklid  bewiesen  (Elemente,  Buch  IX, 
Nr.  XX,  Bd.  2  der  Heiberg'schen  Ausgabe).  Der  Beweis  ist  einfach  der, 
dass  die  ganze  Zahl  n  {fx)  -f-  1,  die  offenbar  grösser  als  fx  ist,  durch  keine 
Primzahl  theilbar  ist,  die  nicht  grösser  als  fx  ist,  weil  diese  Zahl  bei  der 
Theilung  durch  jede  der  Zahlen  2,  3,  .  .  .,  ^  den  Rest  1  ergiebt.  Es  ist 
also  unmöglich,  dass  keine  Primzahl  über  ,a  liegt. 
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SO  dass  der  Grad  n  von /(a;)  gleich  (^m-^l)  p — 1  ist,  und  wir 
beweisen  nun  zweierlei: 

1)    CoF(O)  +  CiF(l)  H 1-  CmF{77i)  ist  eine  von  Null 

verschiedene  ganze  Zahl,  also,  vom  Zeichen  abgesehen, 
mindestens  gleich  1, 

^)    CoQ(0)+C^eQ(l)-\ [-  C,n e'"  Q (tn)  ist  kleiner  als  1, 

beides  unter  der  Voraussetzung,  dass  über  ^y  passend  verfügt 
wird.  Ist  dies  beides  bewiesen,  so  erkennt  man  die  Unmöglich- 
keit der  Gleichung  (14)  und  also  die  der  Gleichung  (13),  aus 
der  (14)  gefolgert  war. 

Ordnen  wir  den  Zähler  von  f(x)  nach  Potenzen  von  x^  so 
ergiebt  sich  ein  Ausdruck  der  Form: 

.  .  _  Ä,-.^xP-'  +  Ä,xP  +  Ä,  +  ^xP  +  ^  +  ... 

(.löj      /  w  —  n(p—i)  ' 

worin  Ä^—i^  Ap^  -^p  +  i?  •  •  •  ganze  Zahlen  sind,  und  Äp^i 
=  [12  (m)]^,  also  gewiss  nicht  durch  p  theilbar.  Es  ist  daher, 
wenn  man  (16)  mit  der  Taylor 'sehen  Entwickelung 

fix)  =/(0)  +  xf'iO)  +  j^  /"(O)  +  ... 
vergleicht, 

/(O)  =/'(0)  =/"(0)  =  •  •  •  =f'-'>(0)  =  0, 
/(i>-«(0)  =  ^,_„  ß»^{0)=pA^,  /(i'  +  «(0)=|)(i)+ 1)^  +  1-., 
also 

F{0)  =  A,^i  +pÄ,  +  ,+P{P+^)A^i  +  •••, 
eine    durch  p    nicht   theilbare    ganze    Zahl.     Ordnen    wir 
aber/(a;)  nach  Potenzen  von  x  —  1,  so  folgt: 

_  B,{x-l)p  +  B,^,(x-l)p  +  ^  +  ••• 

J^'^^-  n{p  —  i) 

worin  die  Bp^  Bp^i^  ...  wieder  ganze  Zahlen  sind.  Daraus  folgt, 
wie  oben,  durch  Vergleichung  mit 

fix)  =/(l)  +  (x-l)f(l)  +  Öi=^/"(1)  +  ... 

Fil)=pB,+pip+l)B,^,  +  --., 

folglich  ist  jP(l)  eine  durch  p  theilbare  ganze  Zahl,  und 
genau  auf  demselben  Wege  ergiebt  sich,  dass  F(2),F(S\..  .^F(m) 
durch  p  theilbare  ganze  Zahlen  sind.  Da  man  nun  auch  p  so 
gross  wählen  kann,  dass  Co  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  folgt 

48* 


756  Fünfundzwanzigster  Abschnitt.  §.  206. 

dass    CoF(0)  +  C^F{1)  -\ 1-  CmF{m)  eine  nicht  durch  p 

theilbare,  also  auch  nicht  verschwindende  ganze  Zahl  ist,  und 
damit  ist  1)  bewiesen. 

Wenn  wir  nun  noch  nachweisen  können,  dass  Q(x)  für  jedes 
positive  X  durch  Vergrösserung  von  p  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann,  so  folgt,  dass  bei  hinlänglich  grossem  p  der  Aus- 
druck 2)  gewiss  kleiner  als  1  ist,  und  unser  Beweis  ist  vollendet. 

Gehen  wir  aber  zu  dem  Ausdrucke  (10)  für  Q(x)  zurück 
und  bezeichnen  mit  7„,  7m-i,  •  .  •,  7o  cli^  absoluten  Werthe  der 
Coefficienten  c„,  c^-i,  .  .  .,  Cq  von  /(^),  so  sehen  wir,  da  die 
g'„,  g„_i,  . . .  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  1  sind,  dass 
für  jedes  positive  x  der  absolute  Werth  von  Q(x)  kleiner  ist  als 
(17)  ^l;(x)  =  ynX^'  +  Vn-iX^-^  -\ h  7o. 

Die  Coefficienten  Cn,  Q-i,  . . .,  c^  der  Function  f  {x)  in  (15) 
unterscheiden  sich  aber  von  den  y„,  y„_i,  .  .  .,  yo  nur  durch 
das  Vorzeichen.  Ersetzen  wir  daher  x  durch  —  x^  bilden  also 
die  Function 

.  _  xP-'^  (1+^)^  {2-\-xy  ...  {m-{-xy 

J^-^^—  n(p—i) 

so  hat  diese  Function  dieselben  Coefficienten,  wie  /(^),  aber  alle 
mit  positiven  Vorzeichen.  Sie  ist  also  keine  andere,  als  die 
Function  il^(x). 

Setzen  wir  also  noch 

X  =  X  {l+x)  (2  +  x)  ...  {m-\-x), 
so  wird 

X        Xp-^ 

und  dies  nähert  sich,  wie  am  Anfange  dieses  Paragraphen  nach- 
gewiesen ist,  mit  unendlich  wachsendem  p  der  Grenze  Null. 
Es  ist  also  e  eine  transcendente  Zahl. 

§.  206. 
Transcendenz   der  Zahl  7t. 

Mit  denselben  Hülfsmitteln  lässt  sich  nun  auch  die  Trans- 
cendenz der  Zahl  Jt  beweisen.  Als  Definition  dieser  Zahl  dient 
uns  dabei,  dass  es  die  kleinste  positive  Zahl  ist,  die  der  Gleichung 
(1)  ei""  =  —  1 

genügt,  wenn  e^  durch  die  Formel  §.  205,  (2)  detinirt  wird. 
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Nehmen  wir  also  an,  es  sei  n  und  folglich  auch  in  eine 
algebraische  Zahl,  so  ist  in  eine  der  Wurzeln  einer  irreduciblen 
rationalen  Gleichung  %{x)  =  0,  deren  Coefticienten  ganze  ratio- 
nale Zahlen  sind. 

Bezeichnen  wir  die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser  algebraischen 
Gleichung  mit  /3i,  /32,  .  .  .,  /5v,  und  bezeichnen  den  Coefficienten 
von  x"^  m  X  mit  a,  so  ist 

(2)  i{x)  =  a{x-ß,)  (x-ß,)  .  .  .  (x  —  ß,), 

und  die  Producte  aßi,  aßo^  .  .  .,  aßy  sind  ganze  algebraische 
Zahlen,  ihre  ganzen  symmetrischen  Functionen  also  ganze 
rationale  Zahlen  (§.  133). 

Da  nun  die  Zahl  in  unter  den  ß  vorkommen  soll,  so  ist 
nach  (1): 

(1+6.^0(1+6.^0  •••(!  + ^''0  =  0, 

und  wenn  wir  die  Multiplication  ausführen,  so  ergiebt  sich  eine 
Gleichung : 

1  _|_  V  e.^i  j^  V  e.^t  +  .^/»  +  V  e.^t  +  ßh  +  A-  -^ =  0. 

Unter  den  Exponenten  in  dieser  Summe  kann  mehrmals  die 
Zahl  Null  vorkommen;  wir  wollen  annehmen  (C — l)mal,  so  dass 
C  eine  positive  ganze  Zahl,  mindestens  =  1,  ist.  Die  übrigen 
Exponenten  /3j,  ßi  +  ßn,  ßi  +  ßh  +  /3t,  .  .  .,  die  zum  Theil  auch 
unter  einander  gleich  sein  können,  wollen  wir  mit  a^,  u^,  .  .  .,  «u 
bezeichnen,  so  dass  die  Gleichung  besteht: 

(3)  C  +  e«i  +  e«2  -^ \-  e"u  =  0. 

Hierin  sind  nun  die  «j,  «2,  .  .  .,  «u  algebraische  Zahlen,  die, 
mit  der  ganzen  rationalen  Zahl  a  multiplicirt ,  in  ganze  alge- 
braische Zahlen  übergehen. 

Die  symmetrischen  Functionen  der  sämmtlichen  Summen 
ßi,  ßi  +  )3;j,  ßi  +  /3;j  +  /3fc,  .  . .  sind  aber  zugleich  symmetrische 
Functionen  der  /3i,  .  .  .,  /3v,  und  folglich  rationale  Zahlen.  Diese 
Summen  sind  folglich  auch  die  Wurzeln  einer  rationalen  Glei- 
chung, und  da  man  die  Wurzel  0,  so  oft  sie  vorhanden  ist,  ab- 
sondern kann,  so  sind  auch  die  «i,  «2,  . . .,  Wu  die  Wurzeln  einer 
rationalen  Gleichung;  die  symmetrischen  Grundfunctionen  der 
a«!,  a«2,  .  .  .,  a«u  sind  ganze  rationale  Zahlen. 

Die  absoluten  Werthe  der  Zahlen 

sollen  jetzt  mit 
bezeichnet  werden. 
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Wenn  wir  nun  in  der  Gleichung  (12)  des  vorigen  Para- 
graphen ic  =  0,  «1,  «2:  •  •  •?  ","  setzen  und  die  Gleichung  (3)  an- 
wenden, so  ergiebt  sich: 

(4)       0  =  CF(0)  +  F{a,)  +  F{a,)  H [-  F(a,) 

+  CQ(0)  +  e«i  Q(a,)  +  e-^Q(a,)  H ^  ev  §K), 

und  wir  haben   die  Unmöglichkeit  einer  solchen  Gleichung  bei 
einer  geeigneten  Wahl  von/(^)  darzuthun. 

Es  sei  wieder  j)  eine  zu  unbegrenztem  Wachsen  bestimmte 
Primzahl,  und 

so  dass  f(x)  eine  Function  mit  rationalen  Coefficienten  ist. 

Wir  bilden  nun,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  durch  Ordnen 
nach  Potenzen  von  x: 

...  _  Äp^^xP-'  +  Ä^XP  +  A^  +  rXP  +  '  ... 
'^^^^—  n(p-l) 

worin  die  ^p_i,  Äp^  .  .  .  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und 
Ap_,  =  (-  1)^  a^^+^-'  af  ai  ...  < 
Wenn  wir  also  p  grösser  als  jede  der  ganzen  Zahlen 
a,  a'^  «1  «2  .  .  .  «u 
annehmen,  so  ist  Ap—i  durch  j?  nicht  theilbar,  und  es  wird 

F{0)  =  Ap-,  J^pAp-{-p{p  +  l)  Ap  +  ,  +  .. ., 
d.  h.  eine  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahl.    Ebenso  ist,  wenn 
p  gross  genug  genommen  wird,  C  durch  p  nicht  theilbar. 

Andererseits  ordnen  wir  den  Zähler  von  f(x)  nach  Potenzen 
von  a  (x  —  Wi)  und  erhalten 

_  JBpaP(x-a,y  +  JBp  +  ,aP  +  ^{x  —  a,y  +  ^  +  ♦». 

-^w-  n{p-i)  ' 

worin  die  Bp^  Bp  +  i^  .  .  .  zwar  nicht  mehr  rationale,  wohl  aber 
ganze  algebraische  Zahlen  sind,  da  der  Zähler  von  f  (x) 
eine  ganzzahlige  Function  von  ax^  aa^.  .  .  .,  aa^  ist. 
Hieraus  folgt  nun,  wie  im  vorigen  Paragraphen: 

F{a,)  =pBpaP  +p  (p  +  1)  Bp^,aP  +  ^  +  ••. 
Bildet  man   auf  die   gleiche  Weise  -^(«2),  .  .  .,  F(a^t),  und 
beachtet,   dass    die    Summe   Bpia^)  -f-  Bp{a^  _|_  .  .  .  _|_  Bp{a^) 
eine  ganze  rationale  Zahl  ist,  so  folgt,  dass 

F(«0  +  F{a,)  +  •  •  •  +  F(a,) 
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eine  durch  p  theilbare  ganze  rationale  Zahl  ist.  Daraus  ergiebt 
sich  endlich,  dass 

CF(0)  +  F{a,)  +  F{a,)  +  •  •  •  +  F(«„) 

eine  nicht  durch  p  theilbare,  also  auch  nicht  verschwindende, 
ganze  rationale  Zahl  ist,  die  daher,  vom  Vorzeichen  abgesehen, 
mindestens  =  1  ist. 

Können  wir  nun  endlich  noch  beweisen,  dass  auch  bei  der 
jetzigen  Annahme  über  /  die  Function  Q{x)  für  jedes  endliche 
X  bei  hinlänglicher  Vergrösserung  von  p  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann,  so  ergiebt  sich,  genau  wie  oben,  die  Unmöglichkeit 
der  Gleichung  (4). 

Dies  lässt  sich  aber  folgendermaassen  einsehen:  Wir  be- 
trachten statt  der  Function 

(6)  fix)  =  CnX^  +  Cn-iX^'-'  H h   ^o 

die  Function 

a^'p+p--^  a;P-i  (^x  +  a^y  (x  +  a^y  ...  (x-\-au)p 

"^^^^  —  n  (p  - 1) 

die  nun  lauter  positive  (aber  nicht  nothwendig  rationale)  Coeffi- 
cienten  hat.  Die  Coefficienten  c«,  Cn-i  .  •  •  sind  durch  Multi- 
plication  und  Addition  aus  den  Zahlen  a,  — «i,  — «2?  •  •  -^  — «,« 
gebildet,  und  die  entsprechenden  Coefficienten  y„,  /„-i  . . .  erhält 
man  daraus,  wenn  man  die  — «i,  — «2,  .  .  ., — «u  durch  ihre 
absoluten  Werthe  aj,  «2^  •  •  m  f*u  ersetzt,  woraus  nach  dem  schon 
oben  erwähnten  Satze  der  Einleitung  folgt,  dass  die  Coefficienten 
y„,  y„_i,  .  .  .  gewiss  nicht  kleiner  sind,  als  die  absoluten  Werthe 
der  entsprechenden  c„,  c„_i  .  .  . 

Nun  ist  für  jedes  endliche  x,  dessen  absoluter  Werth  |  ist, 
der  absolute  Werth  von  Q{x)  nach  §.  205,  (10)  kleiner,  oder 
wenigstens  nicht  grösser  als 

7„j»  +  7n-il"-'  H h  ro  =  ^(1), 

und  dass  ^  (|)  unter  jede  Grenze  heruntersinkt,  wenn  p  gross 
genug  wird,  schliesst  man  aus  der  Darstellung: 

,  ,  ,  _   X       XP-' 
"^W  —  ax  n(p  —  l)' 
wenn 

X  =  0/"  +  ^  X  (x  +  a^)  (x  +  a^)  '  .  .  (x  +  a^) 

gesetzt  ist. 
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Damit  ist  bewiesen: 

Die  Zahl  7t  ist  eine  transcendente  Zahl.  Die  „Qua- 
dratur des  Kreises"  kann  nicht  durch  geometrische 
Construction,  bei  der  nur  algebraische  Curven  und 
Flächen  angewandt  werden,  gelöst  werden. 


§.  207. 

Der   allgemeine   Satz  von  Lindemann  über  die 
Exponentialfunction. 

Die  Transcendenz  der  Zahlen  e  und  tt,  die  hierdurch  bewiesen 
ist,  ist  als  specieller  Fall  in  einem  sehr  allgemeinen  Theoreme 
über  die  Exponentialfunction  enthalten,  das  Lindemann  in  der 
oben  erwähnten  Abhandlung  angekündigt  hat,  von  dem  ein  aus- 
geführter Beweis  in  der  citirten  Abhandlung  von  Weierstrass 
enthalten  ist.  Wir  wollen  diesen  Satz  hier  zum  Schluss  noch 
beweisen  mit  Anwendung  derselben  Hülfsmittel,  die  wir  für  die 
beiden  speciellen  Fälle  benutzt  haben.  Der  Satz  lautet  so: 
L     Es  besteht  keine  Gleichung  von  der  Form 

(1)  Ol  e^i  +  (72  e^^  H h  Cn^e^m  =  0, 

in  der  die  Coefficienten  (7i,  Og,  ...,  Cm  algebraische 
Zahlen  und  die  Exponenten  <^i,  ^21  •  .  ^  ^w  von 
einander  verschiedene  algebraische  Zahlen  sind, 
es  sei  denn,  dass  alle  Coefficienten  Cj,  Cg,  .  .  .^  Cm 
gleich  Null  sind. 
Um  ihn  zu  beweisen,  leiten  wir  zunächst  einen  Hülfssatz  ab: 
Es  seien 

beliebige   reelle   oder   imaginäre,  jedoch  von   einander  ver- 
schiedene Grössen,  und 

ebenfalls  beliebige  Grössen,  die  nicht  alle  verschwinden. 
Dasselbe  soll  von  den  zwei  Grössenreihen 

ßu     ß2.    '••,    ßs 

gelten.     Wir  bezeichnen  mit 
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die    von    einander    verschiedenen   unter   den   rs   Summen 
«t  +  i^fc,  und  setzen 

.^.  A      =  A^  e"i  +  J.2  e«2  H [-  Ar  e"r 

^^  B      =  B^e^^  +  B^eh -] h  ^^^'*. 

(3)  AB=  Ol  e-A  -I-  C2  e>'H h  ^f  e^'"- 

Der  zu  beweisende  Hülfssatz  lautet  dann: 

1.  Die  Coefficienten  Ci,  C2,  .  .  .,  Ct  können  nicht  alle 
verschwinden. 

Beim  Beweise  dieses  Satzes  können  wir  offenbar  annehmen, 
dass  von  den  Coefficienten  A^^  A2,  ...,  ^r-  ^1,  B2,  ...,  Bs  keiner 
verschwindet  (da  wir  die  etwa  verschwindenden  einfach  weg- 
lassen können). 

Des  kürzeren  Ausdrucks  wegen  nennen  wir  für  den  Augen- 
blick, wenn  «,  h  zwei  verschiedene  complexe  Zahlen  sind,  a  kleiner 
als  &,  (a  <  &),  wenn  der  reelle  Theil  von  a  kleiner  ist  als  der 
reelle  Theil  von  h^  oder  wenn  die  reellen  Theile  gleich  und  der 
imaginäre  Theil  von  a  kleiner  ist,  als  der  imaginäre  Theil  von  b. 

Ist  dann  in  diesem  Sinne  a  <  b^  b  <  c^  so  ist  auch  a  <  c, 
und  ist  a  <  &,  c  <  f/,  so  ist  a  +  c  <  6  +  (L 

Unter  jeder  endlichen  Reihe  von  einander  verschiedener 
complexer  Zahlen  giebt  es  dann  eine  bestimmte  kleinste,  und 
wenn  also  ccj  die  kleinste  unter  den  Zahlen  a,  ßi  die  kleinste 
unter  den  Zahlen  ß  ist,  so  ist  «i  -|-  /^i  die  kleinste  unter  den 
Zahlen  7,  und  diese  Summe  ist  keiner  der  anderen  Summen 
^i  +  ßk  gleich.  Es  ist  also  Cj  =  A  ^1  ^i^d  C^  von  Null  ver- 
schieden, w.  z.  b.  w. 

Dieser  Satz  lässt  sich  nun  durch  vollständige  Induction 
sofort  verallgemeinern. 

2.  Sind 

A'    =  A[  e"i'  +  A2  e"^'  +  .  .  . 

A"  =  A'i  e«i"  -j-  A2  e"^"  -\ • 

A'"  =  ^r'e"i"'4-  A2e"^"'+  '  •  • 


Summen  von  der  Form  (2)  in  beliebiger  Anzahl, 
und  71,  ^21  •  •  •  tlie  von  einander  verschiedenen 
unter  den  Summen  «),  -f-  a'i  -|-  a'k  +  •  •  •,  so  sind  in 
dem  Producte 

(4)  A'  A"A"'  .  .  .  =  Ol  en  -f  Oa^y^  H 

nicht  alle  Coefficienten  Oi,  Og,  .  .  .  gleich  Null. 
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Dieser  Hülfssatz  gestattet  uns  zunächst,  beim  Beweise  des 
Theorems  (1)  die  vereinfachende  Voraussetzung  zu  machen,  die 
Coefficienten  Oi,  Ca,  .  .  .,  Cm  seien  ganze  rationale  Zahlen. 

Angenommen  nämlich,  es  bestehe  eine  Gleichung 

(5)  X,  e^i  +  X2  e^2  H =  0 

mit  algebraischen  Coefficienten  Xi,  Xg,  ...  und  von  einander 
verschiedenen  Exponenten  r^i,  ^21  •  •  -i  so  können  wir  immer  an- 
nehmen, die  Xi,  X2,  .  .  .  gehören  einem  und  demselben  alge- 
braischen Körper  Sl  an. 

Wir  bezeichnen  mit  u^^  U2^  . . .  Variable  und  bilden  die  Norm 
der  Linearform  X^^u^  -\-  X2U2  -\-  -  -  - 

(6)  N  {X^u^  +  X2U2-] )  =  ^  {u„  ^2,  .  .  .), 

die  eine  ganze  homogene  Function  der  Variablen  u  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  ist,  deren  Grad  gleich  dem  Grade  des 
Körpers  Sl  ist.     Setzen  wir  in  (6) 

so  geht  jedes  Product  von  Variablen  u  in  eine  Grösse  von  der 
Form   e^   über,    worin   0    eine   Summe    von   Zahlen   x  ist,    und 

O  (^1,  ^^25  •  •  •)  wird  ein  Ausdruck  von  der  Form  C^  e'^  -^  Cg  e^s-j , 

dessen  Coefficienten  rationale  Zahlen  sind,  die,  wenn  die  Xj,  X2, ... 
nicht  alle  verschwinden,  nach  2.  auch  dann  nicht  alle  Null  sein 
können,  wenn  die  unter  einander  gleichen  unter  den  Gliedern 
der  Function  0  (e^i, e^s,  ...)  in  ein  einziges  Glied  Ce^  zusammen- 
gefasst  werden.  Wenn  nun  aber  die  Gleichung  (5)  besteht,  so 
ist  auch  0  (e^i,  e^s,  .  .  .)  =  0,  und  folglich 

Ci  e'^  +  C^e'^-] ::=  0. 

Sind  unter  den  6\,  (72,  ...  gebrochene  Zahlen,  so  können 
wir  sie  durch  Multiplication  der  ganzen  Gleichung  mit  dem 
Hauptnenner  in  ganze  Zahlen  verwandeln. 

3.  Es  braucht  also  jetzt  nur  noch  bewiesen  zu 
werden,  dass  die  Gleichung  (1)  für  kein  System 
ganzer  rationaler  Zahlen  (7i,  €2^  .  .  .,  Cm,  die  nicht 
alle  verschwinden,  bestehen  kann. 

Demnach  nehmen  wir  jetzt   an,   es  bestehe   eine  Gleichung 

(7)  ^1  e^i  +  ^2  e^^  H =  0, 

deren  Coefficienten  Äi,  A^,  .  .  .  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
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die  nicht  alle  =  0  sind,  worin  die  Exponenten  x^^  x^^  .  .  .  von 

einander  verschiedene  algebraische  Zahlen  sind.    ^Yir  bezeichnen 

mit  1^  einen  Normalkörper,  dem  alle  diese  Zahlen  x^^  x^^  ,  .  , 

angehören,    und    mit    0    eine    primitive    Zahl    dieses    Körpers, 

ferner  mit 

ö'  =  (0,  &\  ö"  =  (0,  0"),  .  .  . 

die  Substitutionen  des  Körpers  .ß.    Wenn  durch  eine  dieser  Sub- 
stitutionen, ö',  die  Zahlen  iCj,  x^t  »  .  -  va.  x[^  x'i^  .  .  .  übergehen,  so 
müssen  auch  diese  von  einander  verschieden  sein. 
Es  sei  jetzt  u  eine  Variable  und 

(8)  U=  A  e"^i  +  ^2^"^«  +  •  •  • 

Hierin  machen  wir  die  sämmtlichen  Substitutionen  ö',  ö",  ... 
und  bezeichnen  die  so  entstehenden  Functionen  mit  Z7',  TJ'\ . . .  Das 
Product  aller  dieser  Functionen  können  wir,  obwohl  es  sich  nicht 
bloss  um  algebraische  Zahlen  handelt,  die  Norm  von  ü  nennen. 
Dieses  Product  hat  die  Form 

(9)  I^{JJ)  =  C\  e"-i  +  C,e^^^  -] , 

worin  die  Q,  Cg,  .  .  .  gleichfalls  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Die 
^1,  ^21  •  •  •  sind  Zahlen  des  Körpers  ü,  die  wir,  wenn  wir  die 
Glieder  mit  gleichen  Exponenten  in  ein  einziges  Grlied  zusammen- 
fassen,  als  von  einander  verschieden  voraussetzen  dürfen. 
Zugleich  ist  wegen  (7) 

(10)  Ci  pJ^  +  C2  e'^-] =  0. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  hat  aber  noch, 
wie  seine  Entstehung  als  Norm  zeigt,  die  Eigenschaft,  ungeändert 
zu  bleiben,  wenn  irgend  eine  der  Substitutionen  0',  0",  . . .  gemacht 
wird.  Entwickelt  man  aber  (9)  nach  Potenzen  von  it,  so  muss 
diese  Unveränderlichkeit  von  jedem  Gliede  dieser  Reihen- 
entwickelung gelten,  also  wenn  h  ein  beliebiger  ganzer  positiver 
Exponent  ist,  für 

c;.i+C24  +  -..; 

diese  Summe  ist  aber  eine  Zahl  des  Körpers  .ß,  und  daher  eine 
rationale  Zahl.     Dies  können  wir  dahin  zusammenfassen: 

Bedeutet  g(z)  irgend  eine  ganze  Function  von  z  mit  ratio- 
nalen Coefficienten,  so  ist 

eine  rationale  Zahl. 
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4.  Der  Beweis  des  Theorems  I.  ist  hierdurch  auf 
den  Beweis  des  folgenden  speciellen  Falles 
zurückgeführt:     Besteht  eine  Gleichung 

(11)  C,  e^i  +  C,e^^-] h  C^e^m  =  0, 

in  der  die  ^i,  ^21  •  •  •,  ^m  von  einander  verschiedene 
algebraische  Zahlen  sind,  in  der  Cj,  Q,  .  .  .,  Cm 
und  die  Verbindungen 

(12)  C,g(,0  +  C,  g{z,)  +  •  •  •  +  C^gi^n) 

rationale  Zahlen  sind,  wenn  g{2)  irgend  eine 
ganze  Function  mit  rationalen  Coefficienten  ist, 
so  müssen  die  (7i,  Q,  .  . .,  Cm,  alle  verschwinden. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  bestimmen  wir  zunächst  eine 
positive  ganze  rationale  Zahl  c  so,  dass 

ganze  algebraische  Zahlen  werden  (§.  133,  5.).  Wir  nehmen  die 
Coefficienten  (7i,  Og,  . . .,  C^  als  ganze  rationale  Zahlen  an,  und 
bilden  eine  ganze  Function 

(14)  (p{x)  r=  ax''  -\-  üiX''-'^  -{-'-'  -\-  ür 

mit  ganzen  rationalen  Zahlencoefficienten ,  die  folgende  Eigen- 
schaften hat: 

1)  Die  Zahlen  x^^  X2t  -  -  .^  x^  kommen  unter  den  Wurzeln 
von  cp(x)  =  0  vor. 

2)  Die  Summe 

Ol  (p'{Xi)  +    C2  Cp'  (^2)  +  '  '  '  +    Cn^cp'  (Xm)  =  h 

die  nach  den  Voraussetzungen  (12),  (13)  eine  ganze  ratio- 
nale Zahl  ist,  ist  von  Null  verschieden. 

Um  einzusehen,  dass  eine  solche  Function  (p  (x)  immer 
existirt,  nehme  man  zunächst  eine  Function  x{x)^  die  nur  der 
Bedingung  1)  genügt,  und  der  zweiten,  dass  keine  der  Zahlen 
^1?  x^i  *  .  '1  Xm  eine  Doppel wurzel  von  %{x)  ist,  eine  solche  Func- 
tion existirt  offenbar  [man  kann  z.  B.,  um  eine  Function  %  zu 
bilden,  die  Norm  des  Productes  {x  —  x-^)  {x  —  x^  . . .  {x  —  Xm) 
von  gemeinsamen  Theilern  mit  ihren  Derivirten  befreien].  Setzt 
man  dann 

(p{x)  =  x^i{x\  g)'(^i)  ==  ^?%'(^i),  9' (^2)  =  4%'fe)  •  •  •, 


i 
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SO  kann  die  Summe 

gewiss  nicht  für  jeden  Exponenten  li  verschwinden,  da  sonst 
gegen  die  Voraussetzung  C^  %'  (x^)  .  .  .  Gyn  %'  (^m)  alle  gleich  Null 
sein  müssten. 

Nachdem  so  die  Existenz  einer  Function  (p{x)^  wie  sie  ver- 
langt war,  festgestellt  ist,  wenden  wir  die  Formel  §.  205,  (12)  an: 
e^P{x)  =  F{x)  -\-  e^^  Q{x). 

Wir  setzen  darin  x  =  Si^  Z2',  .  .  .,  -^m,  und  bezeichnen  die 
absoluten  Werthe  von  ^1,  ^21  •  ♦  •?  ^m  mit  ^1,  I25  •  •  -i  Im- 

Dann  ergiebt  sich  nach  (11): 

(15)  0=  C,  F{s,)  +  C,  F{0,)  H h  ^-  F(z,n) 

+  C,  e^^  Q{zO  +  C,  e^^  Q  {z,)  H h  ^^e^  Q{^ml 

und  es  ist,  wenn/(a;)  eine  beliebige  ganze  Function  w*^°  Grades  ist 

(16)  F(^)  =  /(^)  +  /'  (^)  H h  /"'  W- 

Wir  setzen,  indem  wir  mit  p  eine  natürliche  Primzahl  be- 
zeichnen ,  die  beliebig  gross  genommen  werden  kann  ^  x  =  c  z 
[nach  (13)]  und 

(17)  /(.)  =  ^frif;M, 

wenn  (p  {x)  die  den  Bedingungen  1),  2)  genügende  Function  ist. 
Durch  Ordnen  nach  Potenzen  von  {x — x-^)  mag  sich  ergeben: 

9  (^)i'-i  (p'{x)  —  (p'(x,)P  (x  —  x^y-^  +  Äp(xi)  (x  —  x^y 

-}-  Ap  +  ^{x,)  (x  —  x,y  +  ^  +  •'-, 

und  darin  sind  die  Ap(Xi)^  Äp^i(xi)^  .  .  .  ganze  algebraische 
Zahlen,  und  zwar  rationale  Functionen  von  x^.  Andererseits  ist 
nach  dem  Taylor' sehen  Lehrsatze: 

m  =/(^i)  +  (^-^0/(^1)  +  ^^f^  /"(^i)  +  •  ■  • 

und  c  (z  —  0^)  =  X  —  Xi^.     Die  Vergleichung  ergiebt  alsdann 

/(^i)  =  0,  /'  (^0 = 0, . . ., /(p-2) (^0 = 0,  /(i'-i) (^0 = cp-^  (p'  (x,y, 

und  folglich 

hierin  kann  Xi^  Zi  durch  ^»2,  z^  oder  durch  x^^  z^  u.  s.  f.  ersetzt 
werden. 
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Danach  ist  die  ganze  rationale  Zahl 

nach  dem  Modul  p  mit 

c^-i  [Ol  q>'{x,y  +  c,  (p'(x,y  H \-  Cm  (p'(x,ny] 

congruent.  Da  nun  Ci,  O2,  .  .  .,  Cp  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
so  ist  Ci  ^  (7i,  C^  ^  Ca,  .  .  .  (mod  ^),  und  es  ergiebt  sich  durch 
Anwendung  des  polynomischen  Lehrsatzes: 

Ci  9'  (^lY  +  G,  cp'  {x^y  -\ Y-  Cm(p'  {x^y  = 

[Ci  cp'  (.^0  +  (72  q)'  {x^)    H y  Cm(p'  {Xrr:)y  =  Iv  (mod  p). 

Danach  erhalten  wir  also  die  Congruenz 

(18)    C,  F{z{)  +  C,  F(z,)  H \-  Cm  F{zm)  =  cP-i  IP  (mod  p). 

Nun  sind  die  Zahlen  c,  Ä;  von  ^  unabhängig,  und  wir  können 
daher  p  so  gross  annehmen,  dass  es  nicht  in  c  und  in  li  aufgeht. 

5.  Dann  ist  die  Summe  C-^F{s^)  -f-  C^  F  (z^)  -]-••• 
-f-  CmF {Zm)  eine  von  Null  verschiedene  ganze 
rationale  Zahl,  also  dem  absoluten  Werthe  nach 
mindestens  gleich  1. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  (p^  {x)  die  ganze  Function,  die  sich 

aus  (p  {x)  ergiebt ,  wenn  die   negativen   unter  den  Coefficienten 

a,  «1,  «21  •  •  •  durch  ihre  positiven  Werthe  ersetzt  werden.  Die 
Function 

/i  l^J  —    n{p  —  \)    ' 

die  sich  nach  (17)  ergiebt,  hat  dann  nur  positive  Coefficienten, 
und  diese  Coefficienten  sind  dem  absoluten  Werthe  nach  gewiss 
nicht  kleiner,  als  die  entsprechenden  Coefficienten  von 
/(^),  weil  die  Coefficienten  von /^  (^)  aus  denselben  Zahlen  durch 
Addition  entstehen,  die  bei  der  Bildung  der  Coefficienten  von 
f{s)  theils  addirt,  theils  subtrahirt  werden. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  nach  der  Formel  §.  205,  (10), 
wenn  wir  mit  |  den  absoluten  Werth  von  x  bezeichnen,  für  den 
absoluten  Werth  von  Q{z): 

6.  und  es  kann  also  Q{d)  für  jedes  endliche  z  durch 
hinlängliche  Vergrösserung  von  p  beliebig  klein 
gemacht  werden. 
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Durch  5.  und  6.  ist  aber  nachgewiesen,  dass,  wenn  p  gross 
genug  ist,  die  Gleichung  (15)  nicht  bestehen  kann.  Dadurch  ist 
4.  und  damit  das  ganze  Theorem  I.  bewiesen. 

Dieser  Satz  gestattet  nun  mannigfaltige  Anwendungen.  Er 
giebt  uns  zunächst  die  Transcendenz  von  e,  wenn  wir  Ci,  Co,  ..., 
01^  -s's,  .  .  .  als  ganze  rationale  Zahlen  annehmen.  Er  giebt  ferner 
die  Transcendenz  von  7t.  Denn  aus  der  Gleichung  1  -(-  e»^  =  0 
folgt  nach  L,  dass  iTt  und  folglich  auch  it  nicht  algebraisch 
sein  kann. 

Es  folgt  femer  daraus: 

Für  jede  algebraische  Zahl  rr,  mit  Ausnahme 
von  ic  =  0,  ist  X  =  e^  eine  transcendente  Zahl. 

Für  jedes  algebraische  X,  mit  Ausnahme  von 
X=l,  ist  jeder  natürliche  Logarithmus  x^=\ogX 
eine  transcendente  Zahl. 

Für  jeden  Bogen,  der  zum  Radius  in   einem 
algebraisch  ausdrückbaren  Verhältnisse  x  steht, 
mit  Ausnahme  von  x  =  0,  ist  X  =  sin  x  eine  trans- 
cendente Zahl. 
Dies  folgt  nach  I.  aus  2?"X  =  e^^  —  er-^^. 
Dasselbe    gilt    für    die    anderen    trigonometrischen    Linien, 

1  X 

cos  X,  i^  X  und  für  die  Sehne  —  sin  —  •  Um  noch  eins  anzu- 
führen :  Die  transcendente  Gleichung  ig  x  =^  a  x  hat  für  ein 
algebraisches  «  ausser  0  nur  transcendente  Zahlen  zu  Wurzeln. 


Nachträge. 


i. 

Irreducibilität  der  Kreistheilungsgleichung. 

Der  §.  134  des  ersten  Bandes  bedarf  in  seinem  letzten 
Theile,  der  von  der  Irreducibilität  der  Kreistbeilungsgleichung  in 
dem  allgemeinen  Falle  handelt,  in  dem  der  Grad  der  Einheits- 
wurzel eine  aus  mehreren  verschiedenen  Primzahlen  zusammen- 
gesetzte Zahl  ist,  einer  Berichtigung,  die  hier  nachgetragen 
werden  soll,  und  wir  bitten  den  Leser,  die  genannte  Stelle  nach 
dem,  was  hier  ausgeführt  wird,  zu  ergänzen. 

Wenn  n  =  ah  gesetzt  wird,  a  und  h  relativ  prim  sind,  und 
^,  a,  ß  primitive  n*^,  a*^,  h^^  Einheitswurzeln  sind,  so  ist  q  =  oiß, 
und  es  ist  an  der  angeführten  Stelle  bewiesen,  dass,  wenn  9 
Wurzel  einer  rationalen  Gleichung  0  (x)  =  0  ist ,  unter  den 
Wurzeln  dieser  Gleichung  q  z=  aß  alle  primitiven  a*®^  Einheits- 
wurzeln «und  alle  primitiven  b^^^  Einheitswurzeln  ß  vorkommen 
müssen.  Daraus  folgt  aber  nicht,  wie  dort  irrthümlich  ange- 
nommen ist,  dass  darunter  alle  primitiven  n*^^  Einheitswurzeln 
vorkommen,  weil  nicht  gezeigt  ist,  dass  jedes  cc  mit  jedem  ß 
combinirt  vorkommt. 

Zur  Ausfüllung  dieser  Lücke  möge  hier  zunächst  ein  ganz 
elementarer  Beweis  Platz  finden  1). 

Ist  p  eine  Primzahl,  so  sind  alle  Binomialcoefficienten  für 
die  p^^  Potenz 

■p(P)  _  i)(p  — 1)  .♦.  (p  —  h  +  1) 
^'' 1.2.../.  ' 

mit  Ausnahme  von  B[^^  und  B^p\  durch  p  theilbare  ganze  Zahlen, 


1)  Arndt,  Crelle's  Journ.,  Bd.  56,  S.  178  (1859).    Lebesgue,  Liou- 
ville's  Journ.,  2.  Ser.,  Bd.  4,  S.  105  (1859). 
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und  folglich  ist.  wenn  t«,  v  unbestimmte  Grössen  sind  und  die 
Congruenz  nur  auf  die  Coefficienten  bezogen  wird, 
(u  +  v)p  =  uP  -f-  vP  (mod  p). 

Ersetzen  wir  darin  v  wieder  durch  eine  Summe  v  -\-  w  -\-  "-, 
so  erhalten  wir  durch  vollständige  Induction  (oder  auch  aus 
dem  pol}Tiomischen  Lehrsatze): 

(u  -\-  V  -^  w  -\ y  ^  uP  -j-  vP  -\-  wP  -\ (mod  p), 

und  wenn  wir  diese  Formel  wiederholt  anwenden,  und  unter  Je 
einen  beliebigen  positiven  Exponenten  verstehen, 

(1)  {u  +  v-\-w-] )P^  =  uP^  -f  vP^  J-wP^  -\ (mod  p). 

Es  sei  jetzt  x  eine  Variable,  aj,  a-2,  .  .  .,  a»  ganze  rationale 
Zahlen. 

f(x)  =  X'  +  «1  x'-^  +  «2  x'-^  -\ 1-  a, 

eine  ganze  Function  von  x^  deren  Wurzeln  «.  /3,  y,  .  .  .  sein 
mögen,  so  dass 

—  ai  ==  2J a,     02  =  2? a /3,     —  a-^  ^  Zaßy  ... 

die  symmetrischen  Grundfunctionen  der  cc.  ß,  y,  .  .  .  sind. 
\Yir  bilden  die  Function 

F(x)  =  X'  -i-  A^  x'~^  —  A,  x'—^  H h  A, 

deren  Wurzeln  die  pi^  *^^  Potenzen  der  Wurzeln  von  /,  also 

aP\  ßp\  yp\  .  .  . 
sind.     Die  Coefficienten  von  F: 

A,  =  —  2:aP\  Ao  =  ZaP^ßP^,  ^3  =  —  ZaP^'ßp^yP^  ... 

sind  als  ganzzahlige  symmetrische  Functionen  der  a,  /3.  7,  .  .  . 
rational  und  ganzzahlig  durch  die  «j,  «2?  •••  darstellbar,  und  sind 
daher  ganze  Zahlen.     Die  Quotienten 

A^—af     A.2  —  aP^     A.  —  af 
P        '  P        '  P 

sind  aber  nach  der  Formel  (1)  gleichfalls  ganze  Zahlen,  und  es 
ist  also  nach  dem  Fermat'schen  Satze 

(2)  F(x)  =  f(x)  (mod  li). 

Diese  Sätze  sollen  nun  auf  die  Function  /„(a;)  angewandt 
werden,  deren  Wurzeln  die  sämmtlichen  primitiven  r?*«^  Ein- 
heitswurzeln oc.  ß,  y,  .  .  .  sind,  und  die,  wie  im  §.  133  des  ersten 
Bandes  bewiesen  ist,  ganzzahlige  Coefficienten  «1,  a^.  .  .  .  hat. 
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Ist  p  eine  in  n  aufgehende  Primzahl,  so  ist 

(3)  ^=.i<-«  +  >-+...  +  J  +  l, 

und   diese  Function  verschwindet  für  x  ^  a^  ß^  y^  ...  und  ist 
daher  durch  fn  (x)  theilbar.    Wir  wollen  sie  ==  /„  (x)  g  (x)  setzen, 
worin  dann  g(x)  (nach  Bd.  I,  §.  2)  eine  ganze  Function  von  x 
mit  ganzzahligen  Coefficienten  ist. 
Ist  nun 

n  =  p^  n\ 

n'  nicht  mehr  durch  p  theilbar,  und  a'  eine  primitive  n'^^  Ein- 
heitswurzel, so  ist 

n 

a'P  =  1, 
und  folglich,  wenn  man  x  =  a'  setzt  [nach  (3)]: 

(4)  /nK)^K)    =P' 

Wir  leiten  hieraus  zunächst  einen  Beweis  für  die  Irredu- 
cibilität  von  fn{^)  unter  der  Voraussetzung  ab,  dass  n  eine 
Primzahlpotenz  ist,  wenn  auch  für  diesen  Fall  der  in  Bd.  I, 
§.  134  gegebene  Beweis  einwandsfrei  ist. 

Angenommen,  es  zerfalle  fnipo)  in  zwei  rationale  Factoren: 

(5)  f^{x)  =  q^{x)i^{x). 

Dann  sind  alle  Wurzeln ,  sowohl  von  (p  {x)  als  von  rp  {x\ 
n*®  Einheitswurzeln,  und  ihre  n^^^  Potenzen  also  gleich  1.  Wenn 
nun  n  =  p^  ist,  so  können  wir  aus  (p{x)  und  il){x)  zwei  ganze 
Functionen  0{x)^  W{x)  ableiten,  deren  Wurzeln  die  »^*®^  Po- 
tenzen der  Wurzeln  von  (p  {x)  und  i^  {x)  sind  und  die  daher  alle 
gleich  1  sind,  und  aus  (2)  ergiebt  sich: 

(p{x)  ^  ^(^),    i>{x)  ^  ''¥{x)    (mod  ^), 

woraus  für  x  =  l  folgt: 

(p  (1)  =  0,    1^  (1)  =  0    (mod  p). 

Hiernach  ergiebt  sich  aus  (5): 

(6)  fn{l)  =  0   (mod  132). 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falle /^(l)  =  p  (Bd.  I,  §.  133,  V.), 
was  der  Formel  (6)  widerspricht.  Unsere  Annahme  war  also 
unzulässig  und  /„  {x)  ist  irreducibel. 
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Um  die  Irreducibilität  für  ein  beliebig  zusammengesetztes  n 
nachzuweisen,  wenden  wir  die  vollständige  Induction  an.  Wir 
setzen 

und  verstehen  unter  p  eine  Primzahl,  die  in  w,  aber  nicht  in  n' 

aufgeht,  und  setzen  die  Irreducibilität  von  fn'{x)  schon  als 

bewiesen  voraus.     Ist  dann  fn(oc)  in  zwei  rationale  Factoren 

(p{x),  ^(x)  zerlegbar,  deren  keiner  constant  ist: 

(7)  Mx)  =  <p{x)i^{x), 

so  leiten   wir  aus   (p{x)   die  Function  0{x)  ab,  deren  AYurzeln 

die  ^''•ten  Potenzen  der  Wurzeln  von  (p(x)  sind,  die  der  Bedingung 

cp(x)  ^  O  (x)   (mod  p) 
genügt,  oder  auch,  indem  wir  mit  ;|^(:r)   eine  zweite  ganzzahlige 
Function  von  x  bezeichnen: 

q)(x)  =^  0  (x)  -\-  p  X  (^)- 

Die  Wurzeln  von  0(x)  sind  aber  primitive  Einheitswurzeln 
vom  Grade  n\  und  daher  muss  unter  diesen  wenigstens  eine 
sein,  «',  für  die  O(a')  verschwindet,  also 

cp(a')  =px(cc') 
ist.     Wegen  der  vorausgesetzten  Irreducibilität  von  /«-(a;)  muss 
aber  diese  Gleichung  für  alle  Einheitswurzelu  u'  bestehen,  und 
aus    dem    gleichen    Grunde    ist,    wenn    ^{x)    eine    ganzzahlige 
Function  ist,  für  alle  «': 

tl;(a')=p^(u'). 

Hiernach  folgt  aus  (7): 

und  nach  (4): 

l=i^;K(«')^(«')^(«')- 
Das  Product  x  (^)  ^  W  9  (^)  ist  aber  eine  ganze  ganzzahlige 
Function  von  x^  deren  Rest  bei  der  Division  mit  fn'ipc)  gleich- 
falls ganzzahlige  Coefficienten  hat  und  mit  ®{x)  bezeichnet  sein 
mag.  Dieser  Rest  ist  von  niedrigerem  Grade,  als  /„-  (:r),  und  die 
Function 

p  0  (x)  —  1 

verschwindet  für  alle  Wurzeln  von  fn'{x).     Folglich  muss  die 
Gleichung 

p  ®{x)=l 

identisch  sein,  was  aber  offenbar  unmöglich  ist.  da  ®{x)  für  ein 

49* 
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ganzzahliges  x  in  eine  ganze  Zahl  übergeht,   die,  mit  p  multi- 
plicirt,  nicht  =  1  sein  kann. 

Hiermit  ist  die  Irreducibilität  von  /„  {x)  allgemein  bewiesen. 


Nachdem  so  die  Irreducibilität  der  Kreistheilungsgleichung 
fn{x)  =  0  allgemein  nachgewiesen  ist,  folgt,  wie  im  §.  134  des 
ersten  Bandes,  dass  sie  auch  irreducibel  bleibt,  wenn  eine  be- 
liebige Einheitswurzel  adjungirt  wird,  deren  Grad  zu  n  relativ 
prim  ist. 

Kronecker  geht  gewissermaassen  den  umgekehrten  Weg  i)» 
Er  beweist  zunächst  unter  der  Voraussetzung ,  dass  n  eine 
Potenz  einer  Primzahl  p  ist,  die  Irreducibilität  von  fn(oo)  nach 
Adjunction  einer  Einheitswurzel,  deren  Grad  nicht  durch  p 
theilbar  ist,  und  leitet  daraus  den  allgemeinen  Irreducibilitäts- 
beweis  ab,  wie  wir  jetzt  noch  kurz  zeigen  wollen. 


Es  sei  letzt 

j  ^  __  ^fc 

eine  Potenz  einer  Primzahl  p  und 

(8)  fn{x)  =  XP^'-^^P-^^   -f   XP^~^(P-^^  H ^  XP^~^  +   1 

die  Function,  deren  Wurzeln  die  primitiven  n^^^  Einheitswurzeln 
sind.  Es  sei  ferner  «  irgend  eine  Einheitswurzel,  deren  Grad  m 
durch  p  nicht  theilbar  ist,  und  v  der  Grad  des  Körpers  B(cc). 
Es  soll  bewiesen  werden,  dass/„(^)  im  Körper  Il(a)  irredu- 
cibel ist. 

Jede  Zahl   des  Körpers  B(a)  lässt  sich  auf  eine   und  nur 
auf  eine  Weise  in  der  Form  darstellen: 

(9)  cp  («)  =  niQ  -\-  rui  oc  -|-  •  •  •  -f-  iWv-i  a*'~^, 

worin  mo,  nii^  .  .  .,  m^-i  rationale  Zahlencoefficienten  sind. 

Ist  x{x)  =  0   die   rationale  Gleichung  niedrigsten   Grades, 
deren  Wurzel  a  ist,  und 

(10)  j^(x)^x'  +  CiX'-^  ^ [-Cv-iX  +  Cy, 


1)  Mem.  sur  les  facteurs  irred.  de  l'expression  (a"  —  1).  Liouville's 
Journal,  Bd.  19  (1854).  Einen  auf  der  Theorie  der  höheren  Congruenzen 
beruhenden  einfachen  Beweis  der  Irreducibilität  der  allgemeinen  Kreis- 
theilungsgleichung hat  Dedekind  gegeben  [Crelle's  Journal  für  Mathe- 
matik, Bd.  58  (1859)]. 
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SO  sind  die  Ci,  Cg,  .  .  .  ganze  Zahlen,  weil  x(j^)  ein  Theiler  von 
^m  —  i  ggiß  muss  (nach  dem  Gauss'schen  Satze,  Bd.  I,  §.  2). 

Daraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  (p(x)  eine  ganze  Function 
von  X  mit  ganzzahligen  rationalen  Coefficienten  bedeutet,  auch 
wenn  der  Grad  von  q)  (x)  ursprünglich  höher  als  v  ist,  die 
Coefficienten  Mq^  mj,  ...,  mr—i  in  (9)  ganze  Zahlen  werden;  denn 
diese  Coefficienten  erhält  man,  wenn  man  den  Rest  der  Division 
von  (p(x')  durch  x{^)  aufsucht. 

Wir  nehmen  nun  an,  /»(xj  sei  im  Körper  R(a)  zerlegbar, 
und  es  sei  demnach: 

(1 1)  fn  (x)  =  (p  {x,  a)  t  (x,  a), 

worin  (p  (x,  a)  und  t^  (.r,  a)  zwei  ganze  Functionen  von  x  sind, 
deren  keine  constant  ist,  deren  Coefficienten  in  R(a)  enthalten 
sind.    Aus  (8)  und  (11)  ergiebt  sich,  wenn  wir  x  =  l  setzen, 

(12)  p  =  tp(l,a)  1^(1, «), 

worin  (p  (1,  a),  i^  (1,  a)  als  Zahlen  des  Körpers  R  (a)  in  der 
Form  (9)  darstellbar  sind.  Bezeichnen  wir  die  kleinsten  gemein- 
schaftlichen Nenner  dieser  beiden  Darstellungen  mit  a  und  6,  so 
erhalten  wir: 

«9(1,«)  =  ao  +  aia  +  a2a2-|-...  +  a._ia'-i  =  Ä(cc) 

worin  a,  ao,  o^,  .  .  .,  a»—!  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Theiler  und  A  ein  Functionszeichen  ist.  Gleiches  gilt  für 
b,  bü,  &i,  .  .  .,  br-i  und  B. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  cp  (x,  a)  =  0  finden  sich  unter 
den  primitiven  n^^^  Einheitswurzeln,  und  diese  sind  sämmtlich 
Potenzen  von  einer  unter  ihnen,  r.  Demnach  giebt  es  gewisse 
Potenzen  r^  r^*',  r^'\  .  .  .,  so  dass 

(p(x,a)  =  (x  —  r^)  {x  —  y*'j  {x  —  r^")  .  .  . 

wird,  und  folglich  nach  (13): 

A  (a)  =  a(l  —  r^)  (1  — r^')  (1  — r*")  .  .  . 

Nehmen  wir  hiervon  die  n^  Potenz,  so  ergiebt  sich  nach  (1), 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  r^  =  l: 

[A  («)]-  =  p  i  (r), 

worin  X  {x^  eine  ganze  Function  der  Variablen  x  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  bedeutet. 
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Nun  setzen  wir,  indem  wir  unter  t  eine  Variable  verstehen: 

tn  _!_  A,  t—^  +  Ä,t—^  H h  An, 

worin  die  Coefficienten  A-^^  A^-,  .  >  .^  An  als  ganze  symmetrische 
Functionen  der  n  Grössen  %{l)^  %W,  •  •  ->  %(^"""^)  ganze  ratio- 
nale Zahlen  sind.     Wenn  wir  aber  darin 

setzen,  so  verschwindet  die  linke  Seite,  und  es  ergiebt  sich  durch 
Multiplication  mit  j)": 

(14)  [A{a)Y=pC{al 

wenn  C(a)  eine  Zahl  von  der  Form  (9)  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  bedeutet. 

Wenn  man  die  Formel  (14)  wiederholt  in  die  jp*®  Potenz 
erhebt  und  den  Satz  (1)  anwendet,  so  ergiebt  sich  daraus  für 
jede  Potenz,  die  nicht  kleiner  als  n^  ist: 

(15)  A{ap')=pi{a\ 

worin  die  ganze  Function  |  {a)  gleichfalls  ganzzahlige  Coeffi- 
cienten hat. 

Hierin  können  wir  A  durch  (p{m)  theilbar  annehmen,  und 
dann  ist,  da  m  durch  p  nicht  theilbar  ist,  nach  dem  verall- 
gemeinerten Format' sehen  Satze  (Bd.  II,  §.  14): 

p^  ^  \  (mod  m),    a'P^  =  a, 
so  dass  aus  (14)  folgt: 

(16)  A{a)=p^{a). 

Es  sind  daher  in  (13)  die  Coefficienten  »o,  %,  .  .  .,  «v-i  alle 
durch  p  theilbar  und  a  ist  folglich  nicht  durch  p  theilbar. 
Ebenso  wird  gezeigt,  dass  &oi  ^n  •  •  o  ^v-i  durch  p  theilbar  sind, 
während  h  durch  p  untheilbar  ist. 

Demnach  ergiebt  sich  aus  (12),  wenn  A{c()  B(cc)  =  p^@(a) 
gesetzt  wird: 

(17)  ab  =  p@{a\ 

worin  ®{a)  eine  Function  von  w  von  der  Form  (9)  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  bedeutet.  Die  Gleichung  (17)  müsste  aber, 
da  sie  höchstens  vom  {y  —  1)*^^  Grade  ist,  in  Bezug  auf  a  iden- 
tisch sein,  und  es  müsste  ah  durch  p  theilbar  sein,  was  nicht 
möglich  ist. 


Irreducibilität  der  Kreistheilungsgleichung.  775 

Hieraus  folgt  die  Unzulässigkeit  unserer  Annahme,  dass 
fn{x)  nach  der  Formel  (11)  im  Körper  B{a)  in  zwei  Factoren 
zerlegbar  ist. 


Damit  lässt  sich  nun  aufs  Neue  allgemein  beweisen,  dass 
die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  sämmtlichen  primitiven  m^^^ 
Einheitswurzeln  sind,  deren  Grad  qp(wi)  ist,  auch  wenn  m  eine 
beliebige  zusammengesetzte  Zahl  ist,  irreducibel  ist.  Dies  ist  mit 
folgendem  Satze  gleichbedeutend: 

Wenn  eine  ganze  Function  q){x)  mit  rationalen 
Coefficienten  verschwindet,  wenn  für  x  eine 
primitive  m*®  Einheitswurzel  gesetzt  wird,  so 
verschwindet  cp  (x)  auch,  wenn  für  x  irgend  eine 
andere  primitive  m^^  Einheitsw'urzel  gesetzt 
wird. 

Wenn  m  eine  Primzahlpotenz  ist,  so  ist  der  Satz  in  dem 
Vorhergehenden  schon  bewiesen.  Wir  wenden  daher  die  voll- 
ständige Induction  an,  nehmen  ihn  für  m^^  Einheitswurzeln  als 
erwiesen  an  und  leiten  ihn  für  mn^^  Einheitswurzeln  her,  wenn 
n  =  p^  und  p  eine  in  m  nicht  aufgehende  Primzahl  ist. 

Jede  mn^^  Einheitswurzel  ß  kann  in  der  Form 

ß  =  ar 

dargestellt  werden,  worin  a  eine  wi*%  r  eine  n^^  Einheitswurzel 
ist.  Was  zu  beweisen  ist,  lässt  sich  so  aussprechen,  dass,  wenn 
ß  die  Wurzel  einer  rationalen  Gleichung  0(x)  =  1  ist,  auch 
alle  anderen  primitiven  Einheitswurzeln  vom  Grade  mn  Wurzeln 
dieser  Gleichung  sein  müssen. 

Ist,  wie  ohen ^fn(x)  =  0  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
Grössen  r  sind,  so  ist,  wie  wir  bewiesen  haben,  fn{x)  nicht  in 
rationale  Factoren  zerlegbar,  auch  nicht  in  solche,  die  rational 
von  a  abhängen.  Die  Function  /„(a~^a;),  die  für  x  =  ß  ver- 
schwindet, kann  also  auch  nicht  in  rationale  Factoren  zerlegt 
werden,  weil  aus  einer  Zerlegung  der  Form 

/„  (04-1  x)  =  (f  (x,  a)  1^  (x,  a) 
folgen  würde: 

fn(x)  =  (p(ax.a)  x^(a^,a), 

was  nicht  bestehen  kann.     Da  hiemach  fn(n~^x)   eine   Wurzel 
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mit  0(x)  gemein  hat,   so  muss   0(x)   durch  fn(oi'^^oc)  theilhar 

sein,  und  wir  können  demnach  für  ein  unbestimmtes  x 

(18)  0{x)=Mc^-^x)  W(x,a) 

setzen,  worin  W(x^a)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  ist. 

Sind  «,  Wi,  «21  •  •  .  die  sämmtlichen  primitiven  m*^^  Einheits- 
wurzeln, die,  wie  wir  angenommen  haben,  Wurzeln  einer  irredu- 
ciblen  rationalen  Gleichung 

F,n(x)  =  0 
sind,  so  kann  w  nach  dieser  Voraussetzung  in  der  Identität  (18) 
durch  jedes  andere  Wj,  Wg,  .  .  .  ersetzt  werden,  und  es  folgt,  dass 
0{x)  durch  jeden  der  Factoren 

fn{cC-^x),   fn(c^T^X),   fn{cCT^X)  .   .   . 

theilbar  ist.     Zwei  dieser  Factoren  können  aber  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben,  denn  wenn  etwa 

fn  (oC-1  X)  =  0,    fn  (W7I  X)  =  0 

eine   gemeinsame  Wurzel  x   hätten,   so  müssten   zwei   primitive 
11*^  Einheitswurzeln  r,  r^  existiren,  so  dass 

X  =  ar  =  a^Ti 
wäre;   es  müsste  also  «"  r=  w^,  und  folglich,   da  n  relativ  prim 
zu  m  ist,  a  =  cii  sein. 

Demnach  ist  0{x)  theilbar  durch  das  Product 

Fn^nix)  =  fn(0C-^  X)  fn(ciY^  X)  fn(cij^  X)   .   .  ., 

dessen  Wurzeln  die  sämmtlichen  ß  sind,  und  diese  Function  ist 
daher  auch  unzerlegbar,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


IL 

Die  Irreducibilität  der  Kreistheilung-sgleichung- 
und  der  Satz  über  die  in  einer  Linearform  enthaltenen 

Primzahlen. 

Während  im  ersten  Nachtrage,  der  als  Ergänzung  zum 
ersten  Bande  zu  betrachten  ist,  absichtlich  kein  Gebrauch  von 
der  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen  gemacht  ist,  geben 
wir  zum  Schluss  noch  einen  auf  anderen  Grundlagen,  nämlich 
auf  den  Sätzen  über  die  Classenzahl  (§.  192)  beruhenden  Beweis 
für  die  Irreducibilität  der  Kreistheilungsgleichung,  der  wegen 
■der  Verallgemeinerungen,  die  er  zulässt,  merkwürdig  ist. 

Es  sei  m  eine  beliebige  natürliche  Zahl,  und  n  sei  das  System 
der  zu  m  theilerfremden  positiven  Zahlen;  unter  diesen  giebt  es 

(1)  9  W  =  ^^ 

die  kleiner  als  m  sind,  die  wir  mit  a  bezeichnen. 

Wenn  wir  alle  nach  dem  Modul  m  mit  einem  a  congruenten 
Zahlen  n  in  eine  Classe  A  vereinigen,  so  erhalten  wir  ^  Zahl- 
classen  : 

(2)  ^1,  ^2  7   •   •   -1  4"? 

die  bei  der  Composition  durch  Multiplication  eine  Abel' sehe 
Gruppe  fA*^^  Grades,  ^^,  bilden.  Diese  Gruppe  ist  schon  im  §.16 
dieses  Bandes  betrachtet. 

Die  II  Charaktere  dieser  Gruppe  bezeichnen  wir  mit 

und  setzen,  wenn  %  einer  dieser  Charaktere  ist,  und  n  eine  Zahl 

aus  der  Classe  Ä  bedeutet, 

(4)  xiÄ)  =  X(.n). 

Diese  Charaktere,  die  im  §.  16  näher  bestimmt  sind,  sind 
sämmtlich  ft*^  Einheitswurzeln. 
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Wir  haben  aber  hier  nicht  nöthig,  von  den  speciellen  Aus- 
drücken dieser  Charaktere  Gebrauch  zu  machen.  Dahingegen 
stützen  wir  uns  auf  folgenden  Lehrsatz,  der  für  alle  Abel' sehen 
Gruppen  gilt: 

1.  Ist  A  ein  Element  /*®"  Grades  einer  Abel'schen 
Gruppe  fi*^"  Grades,  und  ist  ft  =  e/,  so  sind  alle 
%i(J.)/*^  Einheitswurzeln,  und  darunter  kommt 
jede/*®  Einheitswurzel  genau  e  mal  vor. 

Der  Satz  ist  implicite  in  dem  Satze  7.,  §.12  dieses  Bandes 
enthalten.     Denn  wenden  wir  diesen  Satz  auf  die  Gruppe 

T  =  1,  J.,  J.2,  .  .  .,  ^/-i 

an,  deren  Index  in  Bezug  auf  91  gleich  e  ist,  so  folgt,  dass  es 
eine  Gruppe  ^  von  e  Charakteren  |  giebt,  die  den  Bedingungen 

genügen. 

Zerlegt  man  also  die  Gruppe  X  der  Charaktere  %  in  die 
Nebengruppen 

h-llt    hHZl    '    •    '1    A/, 

so  sind  Xi  (Ä)  und  %2  (^)  einander  gleich  oder  von  einander 
verschieden,  je  nachdem  %i  und  X2  in  derselben  oder  in  ver- 
schiedenen dieser  Nebengruppen  vorkommen.  Da  ausserdem 
wegen  x(Äy=x(Äf)=l  alle  x(^)  Einheitswurzeln  vom  Grade/ 
sind,  und  es  nur  /  verschiedene  solche  giebt,  so  ist  damit  unser 
Theorem  bewiesen. 

Ist  n  in  der  Classe  Ä  enthalten ,  so  ist  der  Grad  /  von  Ä 
der  Exponent,  zu  dem  n  nach  dem  Modul  m  gehört,  d.  h.  der 
kleinste  positive  Exponent,  für  den 

(5)  nf  ^  l    (mod  m) 

ist.  Wenn  also  n  zum  Exponenten/  gehört,  so  sind  alle  Xi(^) 
/*®  Einheitswurzeln,  und  jede  /*®  Einheitswurzel  kommt  darunter 
e  mal  vor. 

Bedeutet  a  irgend  einen  der  q)(m)  Reste  der  Zahlen  ^,  so 
ist  in  der  Form 

(6)  ^^  =  mx  -]-  a  —  m 

jede  Zahl  aus  der  durch  a  repräsentirten  Zahlclasse  (2)  ent- 
halten; verstehen  wir  unter  a  den  kleinsten  positiven  Rest,  so 
erhalten  wir  die  Gesammtheit  der  Zahlen  dieser  Classe,  wenn 
wir  X  alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  durchlaufen  lassen. 
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Nun  ist 

m  m     ' 

und  folglich  können  wir  auf  die  Grössen  ft^;  den  Satz  §.  191,  6. 
anwenden ,  in  dem  wir  n  =  ^,  y  =  1  :  m,  c«  =  («  —  m)  \  m  zu 
setzen  haben.    Es  ist  also 

X  X 

(7)  A{s)  =  2  ^^^^^  j^  ay"^^  {mx^  a  —  my' 

0,  00  1,  00 

SO  lange  s  >  1  ist,  eine  stetige  Function  von  s,  und  es  ist 

(8)  A{s)  =  —^ — ^  +  C{s\ 
^  ^  ^  ^       m  (s  —  1)    '       ^  ^ 

worin  C(s)  für  s  =  1  endlich  bleibt  i). 

Wir  lassen  nun  Ä  die  sämmtlichen  Classen  (2)  durchlaufen, 
bezeichnen  mit  %  irgend  einen  der  Charaktere  der  Gruppe  ^ 
und  setzen 

(9)  Q(s)  =  ix{Ä)A(s), 
oder,  was  dasselbe  ist, 

(10)  Qis)=i^, 

worin  sich  die  Summe  auf  alle  Zahlen  n  erstreckt.  Die  Anzahl 
dieser  Summen  Q  ist  so  gross,  als  die  Anzahl  der  Charaktere, 
d.  h.  =  (p(m).  Wir  bezeichnen  sie,  wenn  eine  Unterscheidung 
nöthig  ist,  mit 

Qii  Q21  •  '  '1  Qu' 
Eine   von   ihnen,    §1,   entspricht   dem   Hauptcharakter  und 
hat  den  Ausdruck 

Nun  ist  [§.  11,  (21)]: 

A 

S  %  (^)  =  ft  oder  =  0, 
je  nachdem  %  der  Hauptcharakter  ist  oder  nicht.    Ferner  ergiebt 
sich  aus  (8) 


1)  Durcli  Benutzung  bekannter  Sätze  über  T- Functionen  findet  man 
nach  §.  191,  (20): 

0(1)=    '        ^"^ 


m    ^ 


(^) 
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e(«)  =  ^^nr^rT)  ^  z(^)  +  ^xiÄ)  c(s), 

und  daraus  der  Satz: 

2.    Die  Summen    §3?  •  •  •>  Qu  erhalten  für  s  =  1   end- 
liche Werthe,    Q^  wird  unendlich,  und  zwar  wird 

Lim(s-l)ft(s)  =  £-. 

S  ==  1  '''' 

Um  die  Summen  Q(s)  umzuformen,  bezeichnen  wir  mit  p 
jede  in  ni  nicht  aufgehende  Primzahl  und  multipliciren  alle  die 
unendlichen  Reihen  von  der  Form 

1    I    ?_W    I    X(P')  j ^  1 

mit  einander.     Dadurch  erhalten  wir  [vgl.  §.  192,  (8)]: 

Wenn  nun  p  zum  Exponenten  /  gehört,  wenn   also  /  die 
kleinste  positive,  der  Congruenz 
(12)  pf  =  1   (mod  m) 

genügende  Zahl,  und  ^  =  ef  ist,  so  kommt  unter  den  x(p)  jede 
/*®  Einheitswurzel  genau  e  mal  vor,  und  es  ist  also  (für  ein 
variables  x): 

Y[[l-x(p)x]  =  {l-xfy, 

demnach  ergiebt  sich  aus  (11): 

(13)  Q^Q^---Q^^  =  li^y_\,-fsy 

Wir  führen  nun,  ohne  die  Irreducibilität  der  Kreistheilungs- 
gleichung  vorauszusetzen,  den  Kreistheilungskörper  Sl^  ein,  dessen 
noch  unbekannten  Grad  wir  mit  v  bezeichnen  wollen.  Da  aber 
die  primitive  m^^  Einheitswurzel  r  einer  rationalen  Gleichung 
fi-*^"^  Grades  genügt,  so  ist 

(14)  v^  ii. 

Die  Zahlen  0  des  Körpers  Sl^  sind  alle  in  der  Form 

(15)  aw  =  «Q  -|-  «1  r  -f-  •  •  •  -f-  av-ir^'~'^ 

mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  a,  a^,  «i,  . . .,  Wv-i  darstellbar, 
und  wenn  co  eine  ganze  Zahl  ist,  so  können  wir  für  a  eine 
feste  ganze  Zahl  setzen,  deren  nähere  Kenntniss  nicht  erforder- 
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lieh  ist.  Ihr  Werth  ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus  dem 
Quotienten  der  Discriminanten 

z/  (1,  r,  r2,  .  .  .,  r^-i)  :  ^  (w,,  «2,  .  .  .,  «>), 

worin  Wi,  »j,  .  .  .,  Wv  eine  Minimalbasis  ist  (§.  144,  145). 

Wir  schliessen  alle  in  der  Discriminante  der  Kreistheilungs- 
gleichung  und  alle  in  m  und  in  a  aufgehenden  Primzahlen,  deren 
Anzahl  jedenfalls  endlich  ist,  von  dem  Systeme  der  })  aus,  und 
bezeichnen  mit  p  ein  in  p  aufgehendes  Primideal.     Dann  ist  die 

Congruenz 

ri^  ^  r  (mod  p) 

immer  dann,  aber  auch  nur  dann,  erfüllt,  wenn 

(16)  j)  =  1   (mod  m) 

ist,  d.  h.  wenn  p  zum  Exponenten  1  gehört,  wenn  also  rP  =  r 
ist,  und  unter  derselben  Bedingung  ist  daher  auch  nach  (15) 
für  jede  ganze  Zahl  co  in  5i,„: 

cjP  ^  03  (mod  p). 

Dies  ist  aber  nach  §.  162  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  die  in  der  Körperdiscriminante  von  Sl^ 
nicht  aufgehende  Primzahl  p  in  lauter  Primideale  ersten  Grades 
zerfällt. 

Bezeichnen  wir  also  mit 

das  über  alle  zum  Exponenten  /  gehörigen  Primzahlen  p  er- 
streckte Product,  so  ergiebt  sich  aus  §.  192,  dass,  wenn  /  >>  1 
ist,  P/(l)  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  und  dass 

(">  W 

für  s  r=  1  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 

Nun  ist  nach  (13),  wenn  mit  S  das  über  die  aus- 
geschlossenen Primzahlen  p  erstreckte  endliche  Product 
n  (1  — p-^f)-^  bezeichnet  wird, 

und  da  (g  =  ft  für  /  =  1,  so  ergiebt  sich  aus  (17): 

LI 

(18)  (s  -  1)"  §1  §0  .  .  .  Qu 

für  s  =  1  endlich  und  von  Null  verschieden. 
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Andererseits  ist  aber  nach  2.: 

(19)  (^s  —  l)Q,Q,...  Q^ 

für  s  =  1  endlich,  und  wenn  wir  also  (19)  durch  (18)  dividiren, 
so  folgt: 

(s  —  1)      ^  für  s  =  1  endlich, 
d.  h. 

(20)  v^^. 

Dies  mit  (14)  zusammen  ergiebt  aber  v  =  ^^  wodurch  der 
folgende  Satz  bewiesen  ist: 

3.  Der  Grad  des  Kreistheilungskörpers  Sl^  ist 
gleich  cp  (m),  also  die  Kreistheilungsgleichung 
cp  (m)*^^  Grades,  deren  Wurzeln  die  primitiven 
^ten  Einheitswurzeln   sind,  irreducibel. 

Diese  Betrachtung  leistet  uns  aber  noch  einen  anderen 
wichtigen  Dienst,  indem  sie  uns  den  Beweis  des  berühmten  Satzes 
liefert,  dass  in  jeder  arithmetischen  Progression,  deren 
Differenz  und  Anfangsglied  natürliche  Zahlen  ohne 
gemeinsamen  Theiler  sind,  unendlich  viele  Primzahlen 
enthalten  sind^). 

Es  folgt  nämlich  jetzt  aus  (18),  dass  das  Product 

für   s  ==  1    einen   endlichen   und   von  Null   verschiedenen  Werth 
hat,  und  da  nach  2.  keiner  der  Factoren  unendlich  ist,  so  folgt: 

4.  Die  Summen 

(s  —  l)  Qiis),  02(5),...,  Qu(s) 

haben   für   s  =  1    endliche    und   von   Null   ver- 
schiedene Werth  e. 

Wenden  wir  auf  alle  Factoren  von  (11)  die  Formel  an: 


^)  Der  erste  vollständige  und  allgemeine  Beweis  dieses  Satzes  ist  von 
Diriclilet  gegeben  (Abhandlungen  der  Berl.  Akademie  vom  Jahre  1837. 
Gesammelte  Werke  Nr.  XXI).  Auf  die  wesentliche  Vereinfachung  dieses 
Beweises  durch  Benutzung  der  Kummer 'sehen  Formeln  für  die  Classen- 
zahl  in  den  Kreistheilungskörpern  hat  Dedekind  aufmerksam  gemacht 
(Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  3.  Auflage,  S.  596). 
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(worin  der  imaginäre  Theil  des  Logarithmus  zwischen  ;J2  ni  zu 
nehmen  ist) ,  so  folgt ,  wenn  der  imaginäre  Theil  von  log  Q  (s) 
passend  bestimmt  wird, 

(21)  log(2(s)  =  2^)  +  JS^)  +  |v?M)  +  ... 

Wenn  nun  Ä  irgend  eine  der  Classen  (2)  und  a  eine  Zahl 
aus  Ä  bedeutet,  so  ist  nach  §.  11,  (6)  dieses  Bandes 

(22)  i  x(^)  XW  =  1  x(an)  =  ^  oder  =  0, 

je  nachdem  an  ^  1  oder  nicht  ^  1  nach  dem  Modul  m  ist, 
d.  h.  je  nachdem  n  in  der  Classe  Ä~'^  enthalten  ist  oder  nicht 
enthalten  ist.  Wenn  wir  also  die  Formel  (21)  mit  x(Ä)  multi- 
pliciren  und  in  Bezug  auf  x  summiren,  so  folgt 

(23)  y^ix(^)^ogQ(s)  = 

V  J__i-ivJ^ LivJ: [-••-, 

—     pS      \^    2    ^    p2s      1^3^    p3s      l^  ' 

WO  sich  rechts  die  erste,  zweite,  dritte,  .  .  .  Summe  auf  alle  Prim- 
zahlen p  bezieht,  deren  erste,  zweite,  dritte,  .  .  .  Potenz  in  Ä—'^ 
enthalten  ist. 

Der  zweite  Theil  dieser  Summe 

wird  vergrössert,  wenn  man  jede  seiner  Theilsummen  auf  alle 
Primzahlen  p  erstreckt,  und  demnach  ist 

also  um  so  mehr: 


Br,,<.v(_  +  ^  +  ...^^.v^^^^_^^ 


2,00 

oder,  da  1  —  n-^  >  ^  ist: 


i^i^X^^n^^^y 


^(«XS^T^ 


2,  00 

und   hieraus   schliesst  man,   dass  R   für   s  =  1    endlich   bleibt 
(§.  191,  2.). 

Wenn  wir  nun  in  der  Formel  (23), 

-^2z(^)log§(s)=vi_  +  ij(s), 

f*  P 
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s  in  1  übergehen  lassen ,  so  wird  log  Qi  (s)  nach  4.  unendlich, 
während  die  übrigen  Glieder  der  linken  Seite,  log  Ö2  (s),  .  .  . 
log  Q^  (s) ,  endlich  bleiben.  Da  R  (s)  gleichfalls  endlich  bleibt, 
so  muss  die  Summe  ^p~^  unendlich  werden,  und  dies  ist  sicher 
nur  dann  möglich,  wenn  die  Summe  aus  unendlich  vielen 
Gliedern  besteht.    Hiermit  ist  bewiesen: 

5.    In  jeder  der  Zahlclassen  Ä  (nach  dem  Modul  m) 
sind  unendlich  viele  Primzahlen  enthalten. 

Man  kann  dies  auch  so  ausdrücken,  dass  die  Linearform 
mx-\-a^  in  der  m  und  a  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sind,  für  unendlich  viele  ganzzahlige  Werthe  von  x  eine 
Primzahl  darstellt. 
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Einheit  einer  Gruppe  II,  5. 
Einheiten  I,  399. 

—  im  Körper  R  (/)  I,  586. 

—  in  algebraischen  Körpern  II,  510. 

—  im    reellen    Kreistheilungskörper 

II,  645. 

—  im   Körper    der   achten   Einheits- 
wurzeln II,  718. 

—  unabhängige  II,  677. 

—  Fundamentalsystem  II,  682. 
Einheits wurzeln  I,  114,  408. 

—  dritte  I,  118. 

—  primitive  I,  411. 

—  in   den   Kreistheilungskörpern  II, 
638. 

—  im  Congruenzkörper  II,  260. 
Elimination  aus  linearen  Gleichungen 

I,  87. 

—  aus  höheren  Gleichungen   I,   157, 
159. 

—  aus  mehreren  Gleichungen  I,  161. 
Endgleichung  I,  157. 

Endliche  Gruppen  II,  4. 

linearer  Substitutionen  II,  195. 

Endlichkeit     des     Invariantensystems 

einer  linearen  Gruppe  II,  169. 
Entgegengesetzte     Elemente     einer 

Gruppe  II,  5. 
Euler's    Theorem    über    homogene 

Functionen  I,  62. 
Exponentensystem   von   Einheiten    II, 

679. 
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Exponentensystem  von  Zahlen  II,  685. 
Exponentialfunctionen  II,  752. 

Factoren  ganzer  Functionen  I,  39,  103. 

—  der  natürlichen  Primzahlen  in 
algebraischen  Körpern  II,  576. 

Fermat'scher  Lehrsatz  I,  427;  II,  55. 
im  Congruenzkörper  II,  247. 

—  —  in  algebraischen  Körpern  II, 
544. 

Formen  I,  58. 

Formenproblem  der  linearen  Substitu- 
tionsgruppe II,  175. 

Formensystem  der  cubischen  Form 
I,  196. 

—  der  biquadratischen  Form  I,  203, 
206. 

Functionen,  ganze  I,  23. 

Zerlegung  in  lineare  Factoren 

I,  103. 
■  Zerlegung    in    Primfunctionen 

I,  164,  452;  II,  495. 

—  homogene  I,  56. 

—  in  einem  Körper  I,  452;  II,  520. 
Functionencongruenzeu  II,  243. 
Fuuctionaldeterminanten  I,  185. 
Functionale  II,  499. 
Functionalclassen  II,  552. 
Frobenius'sche  Sätze  über  Gruppen 

II,  129,  134. 
Fundamentalsatz  der  Algebra  I,  121, 

127,  296. 
Fundamentalsysteme     von     Einheiten 
II,  681. 

—  von  Normaleinheiteu  II,  731. 

Cralois'sche  Gruppe  I,  477,  511;  II, 
588. 

—  Resolventen  I,  467. 

—  Körper  I,  465;  II,  588. 

Ganze  Functionen  von  einer  Veränder- 
lichen I,  23. 

von   mehreren   Veränderlichen 

I,  24. 

in  einem  Kürx)er  II,  520. 

—  algebraische  Zahlen,  11,  491. 

—  Functionale  II,  504. 
Gauss' sehe  Summen  I,  575. 
Gebrochene  Functionen  I,  32. 
Geordnete  Mengen  I,  4. 


Gewicht  einer  Invariante  I,  187. 
Gitter  II,  561. 
Gleichungen  I,  101. 

—  lineare  homogene  I,  81. 
unhomogene  I,»89. 

—  dritten  Grades  I,  116,  118,  522. 

—  vierten  Grades  I,  119,  201,  528. 

—  fünften  Grades  I,  233,  621 ;  II,  404. 

—  siebenten  Grades  II,  476,  481. 
Grad  einer  Gruppe   I,  472,  475;   II,  4. 

—  eines    Elementes     einer    Gruppe 
II,  10. 

—  einer  Permutation  I,  500. 

—  eines  Primideals   und  Primfunc- 
tionals  II,  516. 

Gräffe'sche  Methode  der  genäherten 
Auflösung  einer  Gleichung  I,  344. 
Grenzen  I,  121. 

Grösster     gemeinschaftlicher    Theiler 
von  Zahlen  I,  2. 

von  ganzen  Functionen  I,  34. 

von  Gruppen  I,  510. 

von    Functionalen    II,    512, 

519. 
Grösster  Normaltheiler   einer  Gruppe 

II,  17. 
Grundcurve  der  Gruppe  G^qq  II,  456. 
Grundformen     der     Polyedergruppen 
II,  205. 

cyklischeu  Gruppen  II,  210. 

Diedergruppen  II,  210. 

Tetraedergruppe  II,  214. 

Octaedergruppe  II,  216,  218. 

Ikosaedergrupxie  II,  221,  230. 

Grundideal  II,  579,  593. 
Grundzahl  eines  Körpers  II,  529. 
Gruppe  (allgemein)  II,  3. 

—  der  Doppeltangentengleichung  II, 
380. 

—  der  Tripelgleichungen  IL  344. 

—  des  Tetraeders  II,  212. 

—  des  Octaeders  II,  216. 

—  des  Ikosaeders  II,  220. 

—  einer  Gleichung  I,  477. 

—  eines  Normalkörpers  II,  588. 

—  der  Kreistheilungskörper  II,  68. 

—  eines  Ideals  im  Normalkörper  IL 
589. 

—  der  Idealclassen  II,  557, 

_  I68sten  Grades  II,  282,  433. 
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Gruppen,  Abel'sche  I,  476,  536;  II,  6. 

—  endliche  II,  4. 

—  von  Permutationen  I,  475. 

—  von  Substitutionen  I,  472. 

—  vom  Grade  p^  II,  127. 

—  vom  Grade  p  q  II,  141. 

—  linearer  Substitutionen  II,  152. 

—  orthogon.   Substitutionen  II,   184. 

—  linearer     gebrochener     Substitu- 
tionen II,  189,  195. 

Gruppencharaktere  II,  44. 
Gruppentafel  II,  115. 

JHalbmetacyklische  Gruppen  I,  616. 
Hauptaxen     einer     ternären     linearen 
Substitution  II,  441. 

—  der  Gruppe  G^qq  II,  444. 
Hauptgleichung  fünften  Grades  I,  175, 

230. 
Hauptreihe  JI,  24. 
Hauptunterdeterminanten  I,  256. 
Her  mite 's  Lösung  des  Sturm'schen 

Problems  I,  280. 
Hesse' sehe  Curve  II,  330. 

—  Determinante  I,  186. 
Hesse-Cayley'sche  Bezeichnung  der 

.     Doppeltangenten  II,  369. 
Hilbert'scher  Satz  II,  165. 
Homogene  Functionen  I,  56. 

Ideale  II,  547. 

Ideale  Zahlen  nach  Kummer  II,  551. 

Identische  Gruppe  I,  496. 

—  Substitution  II,  152. 
Ikosaedergleichung  II,  232,  418. 
Ikosaedergruppe  II,  220,  279. 
Ikosaederinvarianten  II,  232. 
Ikosaederresolventen  II.  422,  426. 
Imaginäre  Zahlen  I,  17. 
Imaginäre    Form    der    linearen    Con- 

gruenzgruppe  II,  266. 

Imaginärer   Congruenzkörper   zweiten 
Grades  II,  259. 

Imaginäre     quadratische     Irrational- 
zahlen I,  379. 

Imprimitive  Gruppen  I,  483,  516. 

—  Körper  I,  460,  483. 
Index  einer  Invariante  II,  163. 

—  eines  Theilers  einer  Gruppe  I,  502; 
II,  8. 


Indexmoduln  II,  61. 
Indexreihe  einer  Gruppe  II,  17. 
Indices  I,  431. 

—  der  Elemente  einer  Gruppe  II,  44. 

—  nach    einer    ungeraden   Primzahl- 
potenz II,  54. 

—  nach  einer  Potenz  von  2  II,  58. 

—  nach     einem     zusammengesetzten 
Modul  II,  60. 

Inflexionspunkte  II,  326. 

—  einer   Curve   dritter   Ordnung  II, 
331. 

Interpolation  I,  44,  98,  331. 
Intransitive  Gruppen  I,  482. 

—  Normaltheiler  I,  520. 
Invarianten  I,  186. 

—  der  binären  cubischen  Form  1, 193. 
— biquadratischen     Form     I, 

200,  206. 

—  einer  Abel 'sehen  Gruppe  II,  42. 

—  endlicher  Gruppen   linearer  Sub- 
stitutionen II,  161. 

—  absolute  und  relative  II.  162,  177. 

—  im  weiteren  Sinne  II,  179. 

—  der  ternären  Formen  II,  328. 

—  der    Curven    dritter    Ordnung    II, 
337. 

—  der  Gruppe  G^qq  II,  453,  461. 
Invariantencurven  II,  454. 
Inverse  Substitution  II,  155. 
Irrationale  Verhältnisse  I,  10. 

—  Zahlen  I,  12,  370. 
Irreducibilität  I,  453. 

—  reiner  Gleichungen  I,  607. 

—  der  Kreistheilungsgleichung  I,  417; 
II,  768. 

Isomorphe  Gruppen  I,  477;  II,  6. 
Isomorphismus  (mehrstufiger)  II,  15. 

Jacobi's  Abschätzung  der  Zahl  der 
Wurzeln  zwischen  zwei  Grenzen 
I,  311. 

Jordan' scher  Satz  über  zusammen- 
gesetzte Gruppen  II,  18. 

Kettenbrüche  I,  358. 

—  für  äquivalente  Zahlen  I,  374. 
Ketten  von  Hauptunterdeterminanten 

I,  257. 

—  Sturm'sche  I,  272. 
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Kleinstes  gemeinschaftliches  Vielfaches 

von  Zahlen  1,  3. 

von  Functionalen  II,  519. 

, von  Gruppen  II,  29. 

Körper  I,  449;  II,  493. 
Kugelfunctionen  I,  273. 
Kummer'sches   Theorem    über    die 

Resolventen  II,  632. 
Kreistheilungsgleichung  I,  422,  554. 
Kreistheilungskörper  II,  67. 

—  von  gegebener  Gruppe  II,  79. 

—  vom  Primzahlpotenzgrad  II,  617. 
Kreistheilungstheorie  I,  408,  554. 
Krystallographische  Gruppen  II,  241. 

liagrange' scher    Satz    über    Func- 
tionen ,     die     die    Permutationen 
einer  Gruppe  gestatten  I,  508. 
Laguerre'sche     Sätze     über     Glei- 
chungen mit  nur  reellen  Wurzeln 
I,  322. 
Legendre'sches  Symbol  I,  441. 
Lineare  Congruenzgruppen  I,  611;  II, 
250,  302. 

homogene  II,  303. 

reelle  II,  261. 

imaginäre  Form  II,  266. 

vom  Grade  168  II,  282. 

binäre    für    den    Modul   3    II, 

305. 

ternäre   für    den   Modul   2   II, 

306. 

—  gebrochene  Substitutionen  II,  189. 

—  Functionen  I,  30. 

—  Gleichungen  I,  81. 

—  Transformation  I,  178. 

—  Substitutionen  I,  178,  371;  II,  151. 
Lüroth'scher  Satz  II,  404. 

Mannigfaltigkeit  I,  4. 

Matrix  I,  82. 

Menge  I,  4. 

Messbare  Menge  I,  8. 

Metacyklische  Gleichungen  I,  597;  II, 

292. 
vom  Primzahlgrad  I,  609. 

—  —  fünften  Grades  I,  621,  648. 

sechsten  Grades  II,  296. 

achten  Grades  II,  314. 

■  neunten  Grades  II,  305. 


Metacyklische  Gruppen  I,  598;  II,  27. 

—  Functionen  I,  617,  635. 
Minimalbasis  eines  Körpers  II,  529. 

—  des  Kreistheilungskörpers  II,  620. 

—  eines  quadratischen  Körpers  II, 
603. 

Minimum  I,  122. 

—  einer  quadratischen  Form  II,  559. 

—  der  Grundzahl  eines  Körpers  II, 
569. 

Modul  I,  358. 

Multiplicative  Substitutionen  II,  152. 

Multiplication  von  Zahlen  I,  14. 

—  von  Determinanten  I,  92. 

—  trigonometrischer  Functionen  I, 
433. 

STäherungsbrüche  eines  Kettenbruches 

I,  362. 
Näherungsmethode     zur  ^Berechnung 

von  Gleichungswurzeln  durch  die 

regula  falsi  I,  331. 

—  zur  Berechnung  von  Gleichungs- 
wurzeln von  Daniell  Bernoulli 
I,  341. 

—  G  raffe  I,  344. 

—  Newton  I,  335. 

—  durch  Kettenbrüche  I,  401. 
Näherungsmethode  zur  Auflösung  tri- 

nomischer  Gleichungen  I,  352. 

Natürliche  Irrationalitäten  I,  516. 

Nebengruppen  I,  502;  II,  8. 

Negative  Zahlen  I,  16. 

Neunte  Einheitswurzeln  I,  582. 

Newton'sche  Formeln  für  die  Potenz- 
summen I,  142. 

Newton'sche  Regel  für  die  Wurzel- 
abschätzung I,  305. 

Nichtmetacyklische    Gleichungen    I, 
603. 

Norm  I,  461;  II,  494,  498. 

—  absolute  II,  502,  538. 

—  der  Gauss'schen  coraplexen  Zah- 
len I,  586. 

—  eines  Ideals  II,  551. 

—  eines  Körpers  I,  465. 

—  einer  quadratischen  Irrationalzahl 
I,  377. 

Normaleinheiten     im     Kreistheilungs- 
körper II,  729. 


Reo'ister, 


791 


Normalformen  der  linearen  Substitu- 
tionsgruppen II,  181. 

Normalgleichung  I,  465. 

Normalkörper  I,  464;  II,  588. 

Normaltheiler  einer  Gruppe  I,  511; 
II,  11. 

Null  I,  16. 

Obere  Grenze  für  die  Wurzeln  I,  316. 
Octaedergruppe  IL  216. 

—  im  Congruenzkörper  II,  277. 
Orthogonale  Substitution  II.  184. 

JPartialdiscriminante  II,  597. 
Ptirtialgrundideal  II,  585,  597. 
Partialnorm  II,  584. 
Partialspur  II,  585. 
Partialresolveuten   I,  512. 
Pell'sche  Gleichung  I,  395. 
Periode  einer  Permutation  I,  500. 
Perioden    der    Kreistheilung    I,    557, 
579;  II,  74. 

—  der  Wurzeln  einer  cyklischen  Glei- 
chung I,  545. 

—  der  reducirten  Zahlen  I,  388. 
Periodische  Kettenbrüche  I,  387. 
Permutationen  I,  64,  473,  500. 

—  ihre  analytische  Darstellung  I,  613; 
II,  299. 

—  erster  und  zweiter  Art  I,  65,  I 
496.  I 

Permutationsgruppen  I,  475,  489;  II,  | 
117. 

—  168steii  Grades  von  sieben  Ziflfern 
II,  473. 

Polaren  I,  188. 

Pole  linearer  gebrochener  Substitu- 
tionen II,  196. 

—  einer  Gruppe  II,  198. 

im  Congruenzkörpei-  II,  274.  | 

—  einer  ternären  Gruppe  II,  438. 
Polyedergruppen  II,  202. 

—  der  zweiten  Art  II,  234. 

—  im  Congruenzkörper  II,  273. 
Polynomialcoefficienten  I,  51. 
Polynomischer  Lehrsatz  I.  50. 
Positive  Einheiten  im  Kreistheilungs 

körper  II,  742. 
Potenzreste  I,  430. 
Potenzsummen  I,  140. 


Primäre  Theiler  eines  Kreistheilungs- 

körpers  II,  71. 
einer  Ab el'schen  Gruppe  II,  72. 

Primfactoren   der   Zahlen    eines   alge- 
braischen Körpers  II,  523. 

—  der  natürlichen  Primzahlen  II,  576. 

—  der  Kreistheilungsresolventen   II, 
635. 

Primfun ctionale  II,  515,  576. 

—  relative  II,  514. 
Primideale  II,  550. 

—  im   quadratischen  Körper  II,  604. 

—  im  relativ  normalen  Körper  II,  588. 

—  in    den    Theilern    eines    Normal- 
körpers II,  599. 

—  in  den  Kreistheilungskörpern  II, 
619,  622. 

—  im    reellen    Kreistheilungskörper 
II,  643. 

Primitive   Congruenzwurzeln    I,    428; 
II,  546. 

—  Einheitswurzeln  I,  410. 

—  Functionen  I,  25;  II,  497. 

—  Wurzeln  von  Primzahlen  I,  429. 

von  Primzahlquadraten  II,  57. 

von  Primfunctionalen  II,  546. 

von  Primidealen  II,  591. 

eines     Congruenzkörpers     II, 

248. 

—  und    imprimitive    Charaktere    in 
Kreistheilungskörpern  II,  720. 

Gruppen  I,  484. 

Körper  I,  463. 

Formenprobleme  II,  180. 

Primzahlen  I,  1. 

—  relative  I,  359. 

—  im  Körper  li  (/)  I,  587. 

—  im  Körper   der   dritten   Einheits- 
wurzeln I,  593. 

Quadrate  im  Congruenzkörper  II,  248. 
Quadratische  Formen  I,  179. 

—  Gleichungen  I,  116. 

—  Irrationalzahlen  I,  377. 

—  Reste  I,  444. 

—  Körper  II,  601. 
Quadratur  des  Kreises  IL  760. 

Bationale    Wurzeln    einer    Gleichung 
I,  403. 
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Rationale  Zahlen  I,  12. 
Rationales  Verhältniss  I,  10. 
Rationalitätsbereich  I,  452. 
Raum  von  }i  Dimensionen  II,  560. 
Realität  der  Wurzeln  I,  241. 

bei  quadratischen  und  cubi- 

schen  Gleichungen  I,  243. 
bei     biquadratischen    Glei- 
chungen I,  246. 

bei  cyklischen  Gleichungen 

I,  551. 

bei   metacykl.   Gleichungen 

I,  647. 

der  Doppeltangenten   einer 

Curve  vierter  Ordnung  II,  391. 
Realitätsbedingungen  der  orthogonalen 

Gruppe  II,  193. 
Realitätsverhältnisse  der  Wendepunkte 
einer   Curve   dritter   Ordnung   II, 
340. 

—  bei  Tripelgleichungen  II,  348. 
Rechenoperationen  I,  1. 

Rechnen    mit    ganzen    Functionen    I, 
24. 

—  mit  Zahlen  I,  14. 
Reciprocitätsgesetz  der  quadratiachen 

Reste  I,  443. 
Reducible  und  irreducible  Functionen 

I,  453. 

nach  einem  Primzahlmodul 

II,  243. 

Gleichungen  I,  404,  482. 

Reducirte  Zahlen  I,  380,  384. 

—  Einheiten  II,  680. 

Reelle  Kreistheilungskörper  II,  641. 

—  Radicale  I,  606. 
Regula  falsi  I,  334. 
Reguläre  Körper  II,  188. 
Regulator    eines    Systemes    von    Ein- 
heiten II,  678,  729. 

—  des  Körpers  II,  682. 
Reine  Gleichungen  I,  109. 
Reihen  II,  694. 
Relative  Primzahlen  I,  2. 

—  Primfunctionale  II,  514. 
Relativnorm  II,  584. 
Relativspur  II,  585. 
Resolventen  I,  511. 

—  der  biquadratischen  Gleichung  I, 
120. 


Resolventen  der  Compositionsreihe 
II,  289. 

—  der  Gleichungen  siebenten  Grades 
II,  476. 

—  der    Gleichungen     achten    Grades 
II,  308. 

—  der  Gruppe  G-^^q  II,  466,  473. 

—  der  Ikosaedergleichung  II,  419. 

—  in  der  Kreistheilung  I,  564;  II,  63, 
651. 

—  von  Lagrange  I,  542. 

bei  metacyklisch.  Gleichungen 

I,  631. 

—  mit  einem  Parameter  II,  404. 
Rest  der  Division   von  ganzen   Func- 
tionen I,  28. 

Restsystem  I,  359;  II,  541. 

Resultanten  I,  156. 

Resultante  zweier  quadratischer  Func- 
tionen I,  36,  158. 

Rolle's  Theorem  über  die  Anzahl  der 
reellen  W^urzeln  I,  319. 

Säculargleichung  I,  276. 
Schlusszahlen    eines  Kettenbruches   I, 

361. 
Schnitt  I,  5. 
Siebener-Systeme  von  Doppeltangenten 

II,  367. 
Siebenzehneck  I,  568. 

Singulare  Punkte  einer  Curve  II,  325. 
Spur  I,  461;  II,  494. 
Steiner'sche  Complexe  von  Doppel- 
tangenten II,  357. 
Stetigkeit  I,  5. 

—  ganzer  Functionen  I,  105. 

—  der  Wurzeln  I,  132. 
Sturm'sche  Functionen  I,  279. 

—  Ketten  I,  271. 
Sturm'sches  Problem  I,  270. 
Substitution,  lineare  1,92,372;  II,  151. 

—  der  Verhältnisse  II,  158. 
Substitutionen     eines    Xormalkörpers 

I,  468;  II,  588. 
Substitutionsdeterminante  I,  92,  178. 
Sylow'sche  Sätze  II,  121,  125. 
Symmetrische  Determinanten  I,  69. 

—  Functionen  I,  138,  144,  147. 

—  Grundfunctionen  I,  139. 

—  Gruppe  I,  492. 


Register. 


793 


Symmetrische  Gruppe,   ihre  Normal- 
theiler  I,  602. 

Syzygetische  und  azygetische  Systeme 
von  Doppeltangenten  II,  362. 
Complexe    von    Doppeltan- 
genten  II,  366. 

Tangenten  einer  Curve  II,  326. 
Taylor 'sehe  Entwickelung  I,  59. 
Ternäre  Formen  II,  322. 

—  lineare  Gruppen   vom  Grade   168 
II,  433. 

Congruenzgruppe  v.  Grade  168 

II,  475. 
Tetraedergruppe  II,  212. 

—  im  Congruenzkörper  II,  276.    ' 
Theilbarkeit     ganzer     Functionen    I, 

32. 

—  ganzer  Functionale  II,  509. 

—  ganzer  Zahlen  II,  510. 
Theiler  von  ganzen  Zahlen  I,  1. 

—  von   ganzen   Zahlen ,  grösster   ge- 
meinschaftlicher I,  359. 

—  ganzer  Functionen  I,  27;  II,  497. 

—  ganzer   Functionen ,    grösster   ge- 
meinschaftlicher I,  34. 

—  einer  Gruppe  I,  476,  501 ;  II,  7. 

—  der  Ikosaedergruppe  II,  227. 

—  eines  Körpers   I,  450. 

—  der  linearen  Congruenzgruppe  II, 
271. 

Theilerfremde  Zahlen  I,  2,  359. 

—  Functionen  I,  35. 

—  Functionale  II,  514. 
Theilnenner    eines    Kettenbraches    I, 

361. 
Theilung  des  Winkels  I,  435. 
Totalresolventen  I,  512. 
Trägheitsgesetz  quadratischer  Formen 

I,  183,  255. 
Transcendente  Functionen  zur  Lösung 

der  Ikosaedergleichung  II,  429. 

—  Zahlen  II,  745. 
Transcendenz  der  Zahl  e  II,  751. 

—  der  Zahl  n  II,  756. 
Transformation  einer  Gruppe  I,  506. 

—  der   quadratischen  Form   in  eine 
Summe  von  Quadraten  I,  181. 

—  von  Formen  «ten  Grades  I,  185. 

—  der  cubischen  Gleichung  I,  219. 


Transformation  der  Gleichung  fünften 

Grades  I,  230. 
Transforrairte  Substitutionen  II,  156. 
Transitive    und    intransitive   Gruppen 

1,  482,  506. 

—  Permutationsgruppe  vom  Index  6 
von  sechs  Ziffern  I,  628. 

Transponirte  Substitutionen  II,  156. 
Transpositionen  I,  65,  492. 
Trigonometrische  Lösung  reiner  Glei- 
chungen I,  111. 

cubischer  Gleichungen  I,  349. 

Trinomische  Gleichungen  I,  352. 
Tripelgleichungen  II,  342. 
Tripelsysteme  II,  310. 
Tschirnhausen- Transformation  I, 
170,  210. 

der  cubischen  Gleichung  I,  219. 

Umkehrbare  Perioden  I,  391. 
Unbekannte  I,  20. 
Unbestimmte  Gleichungen  I,  365. 
Unendliche  Wurzeln   einer   Gleichung 

I,  136. 

Unendlichkeit  ganzer  rationaler  Func- 
tionen I,  104. 
Unicursalcurven  II,  416. 
Unterdeterminanten  I,  72. 

—  höhere  I,  77. 

—  complementäre  I,  79. 
Unzählbare  Mengen  II,  748. 
Ursprüngliche  Functionen  I,  25. 

Variable  in  der  Körpertheorie  II,  499. 

Verhältnisse  I,  10. 

Verwandte    Zahlen    und    Functionale 

II,  631. 

Volles  Restsystem  I,  359;  II,  541. 

Vollständige     Systeme     von     Doppel- 
tangenten II,  367. 

Volumen  II,  561,  690. 

Vorzeichenwechsel  ganzer  Functionen     , 
I,  107. 

Wendepunkte  II,  326. 
Wendetangenten  II,  326. 

—  einer  Curve   dritter  Ordnung  II, 
331. 

W^ilson' scher  Lehrsatz  I,  428. 
Winkeltheilung  I,  551,  609. 
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Würfelverdoppelung  I,  609. 
Wurzeln  von  Gleichungen  I,  101. 

—  von  Gleichungen  ungeraden  Grades 
I,  109. 

—  von  reinen  Gleichnngen  I,  109. 

—  von    metacyklischen    Gleichungen 
I,  638. 

—  rationale  I,  403. 

Zahl  I,  1,  12. 

. —  der  Glieder  einer  homogenen  Func- 
tion I,  58. 

—  der  Permutationen  I,  64. 
Zahlclassen    nach    einem    zusammen- 
gesetzten Modul  II,  eO. 

Zahlenreihen  I,  15. 
Zahlkörper  I,  449;  II,  527. 


Zeichenwechsel  und  Zeichenfolge  I, 
262. 

Zerlegbare  und  unzerlegbare  Func- 
tionen mehrerer  Variablen  I,  164. 

Zerlegung  ganzer  Functioaen  in  lineare 
Factoren  I,  102. 

—  von    Gruppen    in    Nebengruppen 

I,  502;  II,  8. 

nach  zwei  Theilern  II,  120. 

Zusammengesetzte  Abel' sehe  Körper 

II,  649. 
Zusammensetzung    linearer    Substitu- 
tionen I,  372;  II,  153. 

—  von  Substitutionen  eines  Normal- 
körpers I,  470. 

—  von  Permutationen  I,  473. 
Zweiseitige. Zahlen  I,  390. 


Bericlitiguiig'en  zum  ersten  Bande. 


Seite   93,    Zeile  6    v.  u.    lies   SJ/^    statt   B^'\ 


„     117,    Formel  (10)   lies    '^/-^^\ii    statt  l^-J^-fVi?. 

„  158,  Formeln  (14)    rechts    m    und   «   zu    vertauschen. 

„  172,  Formel  (14)  lies  n  —  1    statt   n  -f-  1. 

„  185,  Zeile   9    v.  o.  „  'Z»'    statt    *. 

„  190,  „     11     V.  u.  „  a[         „      {ti  —  1)  «;. 

„  194,  „      7    V.  u.  „  -f  9     „      -9. 

„200,  „7    V.  u.  „  §.  61     „       §.  67. 

„  202,  „      3    V.  u.  „  u         „      i\  (in  beiden  Formeln). 

„  213,  „       6     V.  u.  „  *(t,;0    statt    <I*(r,k). 

„     221,        „     12     V.  u.      „I    statt    |. 

„     222,        „    4,  5    V.  u.       „      4-  qQ,  —  q^    statt  —  ^q,  "h  ^o-    • 

„     233,        „    4, 7    V.  o.      „      1/5  D   statt    5  D. 

„    236,       „     12     V.  0.      „      5c2        „       -5c2. 

„     251,       „     10    V.  o.      „     —  V'3     „       V'3- 

„268,       „5    V.  u.      „      y,D      „      D. 

„     282,    Formel  (2)  „      /,  „      fs . 

„    318,    Zeile  2    v.  u.      „     F(.~)      „      Fix). 

„     332,    Formel   (5)  „      /(ß)-    statt  f{ß)  -f. 

„     334,    Zeile  6    v.  u.      „      0,00164      ,,       0,0164. 

„     344,       „       6    V.  u,,    Formel,    lies    «n  >p  («n)  und  9;  («n)   statt  «»i  g:'  («m) 

in    g)  («m). 
„     357,        „      3    V.  u.    lies   6    statt   5. 
„     378,  379,    Formel  (13),  (14)   ist   aj,  b^,  c^   durch    ±«1,  ±b^,  ±  c^   zu 

ersetzen,     und    das    Zeichen     so    zu    bestimmen,     dass    q 

positiv  wird. 
„     402,    Zeile  6,  7  v.  u.    ist  a^  =  1  und  «3  =:  2  zu  vertauschen. 
„     —         „      4      V.  u.    lies    9083    statt   9183. 
„     419,    Hierzu  vergleiche  man  den  I.  Nachtrag  zum  zweiten  Bande. 

„     423,    Zeile  lo  v.  o.  lies    ^ -^ statt 

OA               •  ^         1            1  /("  —  !)  (»  —  2)         n—l\ 
„     —         „24  v.  0.    ist  zu  lesen    -  T ^ ~\ 

=   2 =  0  (mod  2). 


796  Berichtigungen. 

(n-l)  Xn-3)  n-1 

Seite  423,   Zeile   3  v.  u.   lies  (—1)  4  =  +  1   statt  (—1)2 

n  — 1      w  — 3        _ 

„     424,   Formel  (14)        „     P  =  i   2     n   ^      V  n. 

„     436,    Zeile   3,  22  v.  o.    lies   —   statt  n. 

n 

„  482,  „       8  V.  u.  ist   transitiv    und   intransitiv    zu    vertauschen. 

„  502,  „     18  V.  o.  lies    n^    statt   n. 

„  504,  „       9  V.  u.      „      Jcq—i    statt   kv—i. 

„  514,  „       5  V.  u.  „      ©1    statt    0i . 

„  531,  „     11  V.  o.  „      yf       „       y\ 

„  540,  Formel  (10)        „      ye  —  i   statt   yc  —  i. 

£ 

„  544,  Zeile  15  v.  o.      „  mBk  —  ^e-^  {e,  ay  {eh,  «)^i  [eh,  a^i  .  .  . 

„  —  „  23  V.  0.      „  e^2    statt   e^, 

„  551,  „  15  V.  o.      „  «^       „       (ck. 

„  592,  „  8  V.  u.      „  die  nur  erfüllt  ist  für  &  =  0,  a  =  ±  1  oder 

a  =  0,  b  =  +  1   oder  a  =  h  =  ±  1. 

„  612,  „  12  V.  o.      „  1—a  statt    a  —  b. 

„  618,  „  1   V.  u.      „  cj    statt    Cj. 

„  623,  „  6  V.  u.      „  «6       ,,       «G- 

„  636,  „  18,21   v.o.    lies   —  gn-i -\.  i    statt   gn-i  —  i, 

„  639,  „  10,  27  V.  0.  „      n  —  2,n—3    statt   n—l,n~2. 

„  641,  „  1   V.  o.    lies  (6)    statt  (5). 

„  646,  „  11   V.  o.      „  rational   in   Ä  (fo)    statt   rational. 

„  —  „  14,  19,  22,  26  V.  o.   lies   ^  (f«)    statt   ^. 


—  „  17,  18  V.  0.  von   „Alle  Grössen"   an  zu  streichen. 

—  „       1,  2     V.  u.     „      „die  anderen"   an  zu  streichen. 
653,  „      4  V.  o.    lies   —  A^r  q    statt   -\-  A^  r  q. 

—  5,        5    V.  0.       „       -f-^2(»'  »        —^2Q'' 


Berichtigungen  zum  zweiten  Bande. 


Seite    15,  Zeile  19  v.  o.    lies   N  statt   P. 

„       16,       „     12,  13  V.  o.   sind   P  und    Q   zu   vertauschen. 
„       21,       „     19  V.  o.    lies    (17)  statt    (13). 

26,        „     17  V.  o.      „      §.  6,  4   statt    §.  6,  2. 
„     569,        „      5  V.  u.    im  Exponenten    lies   n  —  y   statt   /u 
„     592,        „       6,  3  V.  u.    lies    yP-^-^   statt   yPf-i. 


Verlag  von  Friedricli  Tieweg  &  Sohn  in  Braunscliweig. 


Elliptische  Functionen 

und 

algebraisclie   Zahlen. 

Akademische   Vorlesungen 
von 

H.  Weber, 

Professor   der  Mathematik   an   der   Universität   Strassburg. 
gr.   8,   geh.     Preis   13  ^. 


Elektrodynamik 

mit  Berücksichtigung  der  Thermoelektricität,  der  Elektrolyse  und  der 

Thermochemie  von 

Dr.  Heinrich  Weber, 

Professor  an  der  Herzoglichen  Technischen  Hochschule  zu  Braunschweig. 
Mit  Holzstichen,     gr.  8.     geh.     Preis  6  Jd. 


Fünf  populäre  wissenschaftliche  Vorträge 

gehalten  in  der  Aula  der  Herzoglichen  Technischen  Hochschule 
zu  Braunschweig  von 

Dr.  Heinrich  Weber, 

Professor  der  Physik  an  der  Herzogl.  Technischen  Hochschule. 
Mit  84  Illustrationen.     8.  geh.     Preis  2  A  50   ^ 

Inhalt:  Uebersicht  über  die  Entstehung  und  die  "Wirkungen  des  galvanischen  Sti-o- 
mes.  —  Telegraphie  und  Telephonie.  —  Elektromagnetische,  magnetelek- 
trische und  Dynamo -Maschinen.  —  Galvanoplastik  und  elektrisches  Licht. 
—  üeber  das  Perpetuum  mobile. 


Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen. 

Von  Richard  Dedekind, 

Professor  der  Mathematik  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braunschweig. 

Zweite  unveränderte  Auflage. 
gr.   8.   geh.     Preis   1   A. 


Lehrbuch 

der 

Differential-Gleichung-en 

von  Dr.  Andrew  Russell  Forsyth, 

Professor  am  Trinity  College  zu  Cambridge. 

Mit  einem  Anhange :   Die  Resultate  der  im  Lehrbuehe  angeführten 

Uebungsaufgaben  enthaltend, 

herausgegeben  von   H.    Maser. 

Autorisirte  Uebersetzung.     gr.  8.     geh.    Preis  14  A 


Verlag  von  Friedrich  Yieweg  &  Sohn  in  Braunschweig. 


Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen? 

Von  Richard  Dedekind^ 

Professor  der  Mathematik  an  der  technischen  Hochschule  zu  Braunschweig. 

Zweite  unveränderte  Auflage.  8.  geh.  Preis  1  A  60  ^ 


Vorlesungen  über  Zahlentheorie 

von  P.  G.  Lejeune-Diriclilet. 

Herausgegeben   und  mit  Zusätzen  versehen  von 
R.   Dedekind, 

Professor  an  der  technischen  Hochschule  Carolo  -  Wilhelmina  zu  Braunschweig. 

Vierte  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage, 
gr.  8.     geh.     Preis  14  Jis. 


Lehrbuch  der  politischen  Arithmetik 

für  höhere   Handelsschulen    (Handelsakademien)   und   zum 
Selbstunterricht   bearbeitet   von 

F.  S.  Holzinger, 

Professor  an  der  öffentlichen  Handelsakademie  in  Linz, 
gr.  8.     geh.     Preis  3  A  50  ^ 


Anleitung  zur  Durchmusterung  des  Himmels. 

Astronomische  Objecte  für  gewöhnliche  Teleskope.     Ein  Hand- 

und  Hülfsbuch  für  alle  Freunde  der  Himmelskunde,  besonders  für  die 

Besitzer  von  Fernrohren. 

Von  Dr.  Hermann  J.  Klein. 

Zweite  verbesserte  Auflage.    Mit  75  Holzstichen,  5  Tafeln,  zum  Theil  in 
Farbendruck,  4  Sternkarten  und  1  Titelbilde.    8.    geh.    Preis  24  JH>. 


Sanunlung"  von  Formeln 

der  reinen  und  angewandten 

Mathematik 

von  Dr.  W.  Läska. 

Mit  drei  Tafeln,     gr.   8.     Preis  geh.  26  A,   in  Halbfranz  geb.  28  A 


Die  Beobachtung  der  Sterne  sonst  und  jetzt. 

Von  J.  Norman  Lockyer, 

Mitglied  der  Royal  Society,  corr.   Mitglied  des  Instituts  von  Frankreich. 

Autorisirte  deutsche  Ausgabe.     Uebersetzt  von 
G.  Siebert. 

Mit  217  Holzstichen.     8.     geh.     Preis  18  M>. 


Verlag  von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn  in  Braunschweig. 


Praktische   Anleitung 

zur 

Anstellung  astronomisclier  Beobachtungen 

mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Astrophysik. 
Nebst  einer  modernen  Instrumentenkunde  von 

Nicolaus  von  Konkoly, 

Dr.  phil.  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Budapest,  der  Royal  Aatronomical 
Society  in  London  etc. 

Mit  345  Holzstichen,    gr.  8.    geh.    Preis  24  JL 


Vorträge    und    Reden 

von  Hermann  von  Helmholtz. 

Vierte  Auflage. 

Mit   dem  Bildniss   des  Verfassers    und   zahlreichen  eingedruckten  Holzstichen. 
Zwei   Bände,     gr.  8.    Preis  pro  Band  geh.  8  Jk,   geb.  9  A  50  4 


Der    Mond 

und  die  .Beschaffenheit  und  Gestaltung  seiner  Oberfläche. 
Von  Edmund  Nelson, 

Mitglied   der   Königlichen   astronomischen   Gesellschaft   zu   London  etc. 

Autorisirte  deutsche  Original  -  Ausgabe. 
Zweite  Auflage ,  vermehrt  mit  einem  Anhange,  enthaltend  die  Untersuchun- 
gen des  Verfassers  über  die  Neubildung  Hyginus  N  auf  dem  Monde. 
Nebst  einem  Atlas  in  4°.   von   26  Karten   und  5  Tafeln  in  Farbendruck, 
gr.  8.     geh.     Preis  mit  Atlas  zusammen  IS  Jd. 


Photogrammetrie 

und  internationale  Wolkenmessung. 

Von  Dr.  Carl  Koppe^ 

Professor  an  der  Herzogl.  technischen  Hochschule  zu  Braunschweig. 
Mit  Abbildungen   und  fünf  Tafeln,     gr.   8.     geh.     Preis   7   A 


Fünfstellige 

logaritliinisclie  und  trigonometrisclie  Tafeln, 

Herausgegeben  von 

Dr.  O.  Schlömilch, 

K.  S.  Geheimerath  a.   D., 

Mitglied  der  Königl.   Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  der  Königl. 

Schwedischen  Akademie  zu  Stockholm,  der  Kaiserl.  Leopoldinischen  Akademie  etc. 

Galvanoplastische  Stereotypie.    Wohlfeile  Schulausgabe. 
Zwölfte  Auflage.     8.    geh.     Preis   1   A 


Verlag  von  Friedrich  Yieweg  &  Sohn  in  Braunschweig. 


Partielle  Differentialgleichungen 

und   deren  Anwendung   auf   physikalische   Fragen.     Vorlesungen  von 

Bernhard  Riemann. 

Für   den  Druck  bearbeitet  und   herausgegeben   von 

Karl  Hattendorff. 

Dritte  Auflage.     Mit  Holzstichen,     gr.   8.  geb.     Preis  8   M 


Die  polj  dimensionalen   Grössen 

und  die  vollkommenen  Primzahlen. 
Von   Dr.   Hermann   Scheffler, 

Mitglied  der  Kaiserlichen  Societät  der  Naturforscher  zu  Moskau,  Korrespondirendem 
Mitglied  der  Königlichen  Akademie  der  "Wissenschaften  zu  Padua. 

Mit   42    Holzstichen,      gr.    8.      geh,      Preis   5   Jk   60   % 


Compendium  der  höheren  Analysis. 

Von  Dr.  Oskar  Schlömilch, 

K.  S.  Geheimrath  a.  D.,  Mitglied  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften  zu  Leipzig,   der  Königlich  Schwedischen  Akademie    zu  Stockholm,   der  Kaiserlich 
Leopoldinischen  Akademie  etc. 

In  zwei  Bänden.     Mit   Holzstichen,     gr.  8.   geh. 

Erster  Band.     Fünfte  verbesserte  Auflage,     Preis   9   Jk 

Zweiter  Band.     Vierte  Auflage.     Preis  9  JL 


Das    Buch    der    Natur, 

die   Lehren  der  Physik,    Astronomie,   Chemie,   Mineralogie,    Geologie, 
Botanik,  Zoologie  und  Physiologie  umfassend. 

Allen  Freunden  der  Naturwissenschaft,  insbesondere  den  Gymnasien, 
Kealschulen    und   höheren    Bürgerschulen    gewidmet  von 

Dr.  Friedrich  Schoedler, 

Director  der  Grossherzogl.  Hessischen  Kealschule  I.  0.  in  Mainz. 

Erster  Theil:  Physik,  Astronomie  und  Chemie.  Zweiundzwanzigste 
verbesserte  Auflage  mit  dem  Portrait  des  Verfassers.  Mit  404  Holz- 
stichen, einer  Spectraltafel  in  Farbendruck,  Sternkarten  und  einer 
Mondkarte,     gr.  8.     geh.     Preis  4  J^.  80  .^ 

Zweiter  Theil:  Mineralogie,  Geologie,  Botanik,  Zoologie  und  Phy- 
siologie. Zweiundzwanzigste  verbesserte  Auflage.  Mit  683  Holz- 
stichen und  einer  geognostischen  Tafel  in  Farbendruck,  gr.  8.  geh. 
Preis  4  Jk  80  S       

Die 

Eundamentaltheorieeii  der  neueren  Greometrie 

und  die  Elemente  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  für  den 
Schulunterricht  bearbeitet  von 

H.  Seeger. 

Mit  60  Holzstichen,     gr.  8.     geh.     Preis  2  M  80  ^ 
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